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I .  Théorème  I .  —  Lorsque  n  est  un  nombre  impair,  il 
existe  autant  de  polygones  de  211  côtés,  dont  l'un  est  conve.ve  et 
les  mitres  étoiles  qu'il  y  a  de  polygones  de  n  côtés. 

Soit  p  un  nombre  entier,  inférieur  à  la  moitié  de  n  et 
premier  avec  n.  Il  existera  un  polygone  étoile  de  n  côtés  et 
de  l'espèce  p. 

Puisque  p  est  inférieur  à  la  moitié  de  n,  2p  sera  moindre 
que  n  ;  par  suite  n  —  20  sera  aussi  un  nombre  entier  positif, 
plus  petit  que  /;  ou  que  la  moitié  de  2». 

Or  je  dis  que  n  —  xp  est  aussi  premier  aYec  2/!. 

En  effet,  n  étant  impair,  h  —  -xp  sera  aussi  impair.  Il  s'en- 
suit que  tout  facteur  entier  commun  k  n —  ip  et  m  ne  sau- 
rait ôlre  qu'un  nombre  impair,  qui  diviserait  n.  Ce  facteur 
impair,  divisant  n  —  xp  et  ?»,  diviserait  leur  différencie  xp  et 
par  suite  y;.  Donc  p  et  n  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Ainsi  à  chaque  nombre  entier  /;,  inférieur  à  la  moitié  de  n 
et  premier  avec  n.  correspond  un  nombre  entier  n  —  xp  in- 
férieur k  la  moitié  de  xn  et  premier  avec  2/1. 

Réciproquement  h  chaque  nombre  entier  7,  inférieur  à  la 


—   i  — 
moitié  n  de  2n  et  premier  avec  2n,  correspond  au  nombre  en- 
tier   —  inférieur  à  la  moitié  de  n  et  premier  avec  n. 

Car  q,   étant  premier  avec  2/i,  est  un  nombre  impair;  et, 

.       n  —  q  .       ,   .  , 

comme  n  est  suppose  impair, -est  un  nombre  evidem- 

ment  moindre   que  ■ . 

D'ailleurs  q,  étant  premier  avec  2/1,  l'est  avec  n  ;  donc 

est  aussi  premier  avec  n. 

Il  s'ensuit  que,  si  n  est  impair,  à  tout  polygone  convexe 
ou  étoile  de  n  côtés  correspond  un  polygone  convexe  ou 
étoile  de  2?!  côlés,  et  réciproquement. 

2.  Théorème  II.  — Lorsque  n  est  un  nombre  pair,  il  existe 
deux  fois  autant  de  polygones  de  211  côtés  (dont  l'un  est  convexe 
et  les  autres  étoiles),  qu'il  y  a  de  polygones  de  n  côtés. 

Soit,  en  effet,  p  un  nombre  entier,  inférieur  à  la  moitié 
de  n  et  premier  avec  n.  Il  existera  un  polygone  de  n  côtés 
et  de  l'espèce  p. 

Or  le  nombre  p,  étant  premier  avec  le  nombre  pair  n,  esl 
nécessairement  impair  ;   par  suite  il  est  aussi  premier  avec 

2/i. 

Mais  /;  étant  premier  avec  n,  n  —  \>  l'est  aussi,  non  seu- 
lement avec  n,  niais  aussi  avec  211  ;  de  plus  n  —  p  est  évi- 
demment moindre  que  n  ou  que  la  moitié  de  2». 

Donc,  si  n  est  pair,  à  chaque  polygone  de  n  côlés  cl  de 
L'espèce  p  correspondent  deux  polygones  de  2/)  côtés  et  des 
espèces  p  et  ?*  —  p. 

Donc  le  nombre  <lcs  polygones  de  2/1  côtés  est  double  de 
celui  des  polygones  qui  n'ont  que  n  côtés. 

3.  Polygones  correspondants. —  Nous  avons  vu  (n°  li 
que  >i  n  esl  impair,  il  existe  autant  de  polygones  de 
2/1  côtés  qu'il  y  a  de  polygones  de  n  côtés,  et  qu'à  chaque 
polygone  de  n  côtés  el  de  l'espèce  p  correspond  un  poly- 
goue  de  211  côtés,  cl  de  l'espèce  n  —  2p. 

Nous  appellerons  polygones  correspondants,  les  deux  poly- 


gones  l'un  d'un  nombre  impair  li  de  côtés  el  l'autre  de 
2n  côtés,  dont  les  espèces  sont  respectivement  p  et  n  —  2/;, 

Il  s'ensuit  que 

Si  n  est  impair,  deux  polygones,  l'un  de  n  et  l'autre  de 
2n  côtés,  sont  correspondants,  si  la  double  espèce  du  premier, 
augmentée  de  l'espèce  du  second,  est  égale  à  n. 

Car  on  a    2p  -f-  (n  —  2p)  =  2p  -\-  n  —  2p  =  n. 

4.  Théorème  III.  —  Les  cotés  de  deux  polygones  réguliers 
correspondants  qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle,  sont 
ceux  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  dont  l'hypoté- 
nuse est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  aux  deux  polygones. 

Soit,  en  effet,  p  l'espèce  d'un  polygone  régulier  d'un 
nombre  impair  n  de  côtés;  n  —  2p  sera  l'espèce  du  poly- 
gone régulier  correspondant  qui  a  271  côtés. 

Le  côté  C;,,p  du  premier  polygone  sous-tend  p  fois  la 
/('""  partie  de  la  circonférence  circonscrite,    ou  un  arc  égal 

2-  2p- 

à  p  X  =  —* — . 

Si  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  on  a  donc 

p— 

Gn  P    =  2R  sin  — — .  (li 

n 

On  trouverait  de  même  que  le  côté   du  second  polygone 

T>  Cn~   2l)]~  T3  (    ~  P~ 

est  Com  -     ,-=  2 H  sin  = =  2R  sm    —  =  - — 

-n.ii     -p  2jl  \^  2  n 

OU  C2»,n-   2J»=    2E    C0S     -Ç--  (-) 

Élevant  au  carré  les  deux  égalités  (1)  et  (2)  et  ajoutant, 
on  trouvera  la  relation 

C\p-\-C\„>n_p=  R2,  (I) 

qu'il  s'agissait  d'établir. 

o.  Corollaire.  —  Ce  principe  permet  de  calculer  les 
côtés  des  polygones  réguliers  d'un  nombre  impair  n  de  côtés, 
lorsqu'on  connaît  ceux  des  polygones  réguliers  d'un  nombre 
double  211  de  côtés;  et  réciproquement. 

Ainsi  on  sait  que  les  côtés  des  deux  décagones  réguliers, 
l'un  convexe  et  l'autre  étoile,  sont  : 


—  6  — 

Or  les  pentagones  réguliers  qui  leur  correspondent  respec- 
tivement sont  le  pentagone,  étoile  et  le  pentagone  convexe. 
On  a  par  suite 

C5„  =  i/TfR*  -  G»10„  =  y  4Ra  — j-  R2  (/T+  i)2- 

c8„ = ^  4r»  -  c»10>i  =  y  4R2  ~  -j-  r2  (yr-  îy, 

ce  qui  fournit  les  valeurs 

G,u  ± \ H  y/  10-  2/1;  G3,a  =  -L  R  y/io+2^ 

pour  les  côtés  des  deux  pentagones  réguliers,  l'un  convexe 
et  l'autre  étoile. 

6.  Polygones  conjugués.  —  Nous  avons  vu  (n°  2)  que, 
si  n  est  un  nombre  pair,  il  existe  deux  fois  autant  de  poly- 
gones de  2n  côtés  qu'il  y  a  de  polygones  de  n  côtés  ;  et  qu'à 
chaque  polygone  de  %n  côtés  et  de  l'espèce p  répond  un  poly- 
gone de  2»  côtés  et  de  l'espèce  n  — p. 

Nous  donnerons  le  nom  de  polygones  conjugués  à  deux  poly- 
gones d'un  nombre  doublement  pair  2ft  de  côtés,  dont  la 
somme  des  espèces  est  égale  à  n. 

7.  Théorème  IV.  — Les  côtés  de  deux  polygones  réguliers 
conjugués  qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle,  sont  ceux  de 
r  angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit  aux  deux  polygones. 

Soit,  en  effet, 

<:,„  p  =2Rsin  -^-  (3) 

"    '  '  2tt 

le  côté  d'un  polygone  régulier  ayant  un  nombre  double- 
ment pair  2/1  de  côtés  et  étant  de  l'espèce  p.  Le  côté  de  sou 
conjugué,  parmi  ceux  de  2n  côtés,  sera 

Lin   „  _  „  =  2R  Slll  i-—   =   2R  sin —   , 

2)>  \    2  272  / 


OU 


Gjm,  »-j»=  2R  eus  — — .  (4) 


Élevant  au  carré  les  deux  côtés  (3)  ei  (4)  et  ajoutant,  on 
obtient  la  relation  à  établir 

O^^  +  C,»,  „_J>  =  4R-'.  (II) 

8.  Corollaire  I.  —  Connaissant  les  valeurs  des  côtés  de 
la  première  moitié  des  polygones  réguliers  de  2/1  côtés,  où 
n  est  pair,  on  peut,  au  moyen  du  théorème  précédent,  cal- 
culer les  côtés  de  l'autre  moitié  des  polygones  réguliers  de 
211  côtés. 

9.  Corollaire  II.  —  Puisqu'on  a 

C2»,  ;>  =  2R  sin  -^-,  C-2»,  „  -  ?  =  2R  co> 


27?  2n 

on  obtient,  en  multipliant, 

C2n,  »  X  C2n,  n  -  n  =  4R2  sill    — —  COS    -^—  =  2R2  sin  -     '■'    ■ 

2V  2n  n 

Mais  on  sait  que    2R  sin  =  C,,.)>; 

donc  il  vient 

C2n.11  X  Can,n-|>  =  R  X  Cn,p.  ÇLU) 

Ainsi  le  côté  d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés 
est  là  quatrième  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  circonscrit  et 
aux  côtés  des  deux  polygones  réguliers  conjugués  d'un  nombre 
double  de  côtés,  dont  l'un  est  de  même  espèce  que  le  premier  et 
qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle. 

10.  Application.  —  Soient  x  et  y  les  côtés  des  deux  dodé- 
cagones réguliers,  l'un  convexe  et  l'autre  étoile.  Nous  avons 

x  =  C<2,i,  y  =  G<j,5,  C,i,  p  =  Cen  =  R. 
En  vertu  des  relations  (II)  et  (III),  nous  avons 

x2  -f  y2  =  4R2,  xy  =  Ri,  101 

d'où  nous  tirons 

x2  -j-  2. iy  -f  y-  —  6R2,  x2  —  2xy  -\-y2  =  2R2. 
ou  bien      x  -f-  y  =  Rv^o~,        œ  —  //  =  —  RV^2~ 
Les  côtés  des  deux  dodécagones  réguliers  sont  dune  : 


y  = 


R 

(1/6 

— 

ty  = 

R  V/2 

— 

</3, 

R 

(v'ê 

4- 

\'2)    = 

RV72 

+ 

<£ 

Les  deux,  relations  (S)  prouvent  que 

1°  La  somme  des  carrés  des  côtés  des  deux  dodécagones  régu- 
liers qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle,  est  égale  au  carré 
du  diamètre; 

2°  Le  produit  de  ces  côtés  est  égal  au  carré  du  rayon. 
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Composition  supplémentaire  donnée  en  1879  aux  candidats  à 
Saint-Cyr  empêchés  de  composer  à  l'époque  ordinaire. 

On  donne  deux  points.  l'un  0  situé  sur  la  ligne  de  terre,  l'autre  M  situé  dans 
le  plan  horizontal  de  projection  à  So"""  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  à  80""" 
du  point  0  :  ceci  posé  on  demande  : 

1°  De  faire  passer  par  la  droite  MO  qui  joint  les  points  donnés  deux  plans, 
l'un  MOP'  faisant  un  angle  de  45°  avec  le  plan  horizontal  de  projection,  l'autre 
MOQ'  faisant  le  même  angle  avec  le  plan  vertical   de  projection; 

•2°  De  trouver  un  point  ('.  de  l'espace  situé  à  égale  distance  des  deux  plans 
MOP'.  MOQ',  à  égale  distance  des  deux  plans  de  projection  et  à  qo"""  du 
|ioint  0  ; 

.{«  De  construire  les  projections  de  la  sphère  avant  pour  centre  le  point  C  et 
tangente  aux  plans  MOP'.  MOQ'.   —  On  indiquera  les  points  de  tangence. 


QUESTION  147 

Solution  par  M.  Launot,  maître  répétiteur  au  Lycée  de  Lille. 


On  considère  une  ellipse.  Soient  F  et  F'  les  foyers  de 'cette  ellipse. 

Par  ces  points  et  dans  la 
même  direction,  on  mène  deux 
rayons  recteurs  parallèles 
rencontrant  la  courbe,  le  pre- 
mier en  A.  le  second  en  A . 
On  mène  les  tangentes  en  A 
et  A',  tangentes  qui  se  ren- 
contrent en  I.  La  figure  ainsi 
tracée  jouit  des  propriétés 
suivantes  : 


—  il  — 

I.  Les  triangles  FIA,  FIA'  sont  rectangle»  en  I. 

Les  deux  angles  AF'A'  et  FAF'  sont  égaux;  FI  bissectrice 
de  l'angle  AF'A  est  parallèle  à  la  normale  en  A  et  par  suite 
perpendiculaire  à  IA;  de  même  FI  est  perpendiculaire  a  IA'. 

II.  L'nnc/le  FIF'  est  moyen  arithmétique  entre  les  angles  FAF 
et  FAF  .   " 

Dans  le  triangle  FIA,  FIF  =  — '- FIA.  et  comme  dans 

2 

le  triangle  FIA 

-        r  FAF'  F  VF  i 

FIA  =  FAI)  —  IFA  =  —  —   — ^—  +  — - —   . 

______        FAF'  +  FAF' 

on  a  FIF  = ! . 


III.  Quand  on  fait  varier  la  direction  des  parallèles  FA  et 
F'A',  le  point  I  décrit  le  cercle  dont  le  diamètre  est  le  grand 
axe  de  l'ellipse. 

Je  mène  la  ligne  OD  ;  le  triangle  IOI)  est  isoscèle  et 
01  =  OD  =  a 

De  plus  OD  est  parallèle  à  F'A;  donc  l'angle  OIA  est  égal 
ù  F'AI  ou  à  FAD  et  01  est  parallèle  à  AF  et  à  A'F'  (X).  Alors 
le  point  I  est  à  égale  distance  de  AF  et  A'F  ;  on  sait  qu'il 
est  aussi  également  distant  de  AF  et  A'F,  de  A  F'  et  de  AF'  ; 
on  en  conclut  qu'il  est  à  égale  distance  de  AB  et  A  B  ou  que 
IB  est  bissectrice  de  l'angle  ABA'  (VI). 

...   n        .       .    .        AIXIF  AF 

1  \  .  On  a  la  relation 


IA  x  IF'   "  "  A'F'  " 

Les  deux  triangles  FIA  et  F  LA'  de  bases  AF  et  A'F    ont 

FA 


même  hauteur  (III)  ;  le  rapport  de  leurs  surfaces  est 

r  A 

Ils  ont  aussi  un  angle  égal  FIA  =  FIA  ;    ee  rapport    est 

.     ,  IA  x  IF 

également 


d'où 


IA'  X  IF  ' 

IA  X  IF  A  F 

IA'  X  IF    =  =  A'F" 


V.    Les    droites    FA.    F'A'    rencontrent   l'ellipse    sous    deux 
angles  tels  que  la  tangente    de    leur    somme,  multipliée   par  la 


—  10  — 

somme  de  leurs  tangentes,  donne  un  produit  constant,  quand  on 
fait  varier  la  direction  des  parallèles  FA,  FA'. 

Je  pose  FAD  =  a,  F'A'D'  =  a';  FD  et  FI  étant  perpen- 
diculaires sur  IA.  on  sait  que  FD   X  F'I  =  b-.  (\) 
Or  dans  le  triangle  rectangle  IFD,  on  a 

FD  =  IF  cos  IFD  =  IF  cos  (-  —  (a  -f-  *')) 
=  —  IF  cos  (a  -f-  a); 
d'où  FI  X  F'I  cos  (a  -f-  x  )  =  —  b\  (2) 

Cela  étant,  la  figure  montre  que 

ID  ==  IA  -f  AD  =  (AF  +  AF)  cos  a  =  20  cos  k. 
On  a  aussi  ID  =  IF  sin(a  -f-  x)  :  (3) 

d'où  IF  sin  (x  -f-  a')  =  2a  cos  * 

20  cos   a 

et  II-   =  -r- : 4) 

sin  (a  -j-  -/  i 

i         »  tt?'  2a  cos  a  «n 

tic  même  II1  =  — : ; — ; — .  (o) 

sin  (a  -j-  a) 
En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (2)  il  vient 
4a2  cos  x  cos  a'  cos  (a  -j-  a') 
sin2  (a  -J-  a') 
de  laquelle  on  déduit  facilement 

4«2 


tg  (oc  -f  a)  (tg  a  -f  tg  *)  =  — 


lr 


VI.  SV  /'oh  appelle  B  le  point  de  rencontre  des  diagonales  du 
trapèze  AFA'F',  le  lieu  du  point  B,  quand  on  fait  varier  la 
direction  des  parallèles  AF,  AF',  est  une  ellipse  homofoca.e  à 
la  proposée,  et  normale  à  la  droite  BI. 

Dans  le  triangle  IBF  on  a 

FB  _  IB  __  IF 

sin  BIF      =       sin  IFB  sin  IBF    ' 

ou,  comme  il  est  facile  de  le  voir  sur  la  figure,  en  tenant 
compte  de  ce  que  IB  est  la  bissectrice  de  l'angle  AB  A  , 
FB  IB         _  IF 

eus   y  COS   X  sin  (a  -f-  *)  ' 

..   .  __  IF  cos  a  IF'2 

d  OU  PB  =   — : -   =    

Mil   (a  -f-  *  )  20 

j  cause  de  1  1 1 


IB  = 


—  M  — 

FB  cos  -/' 


COS    X 


IB  =  ?J=4  (6) 

Sin  (a  -\-  y.  ) 
On  aurait  de  même  par  la  considération  du  triangle  IBF  : 

IF'  cos  y.'         IF'2 


FB  = 

IB  = 


sin  (a  -f-  *')         ia 
F'B  cos  y. 


COS    7 

d'oii  l'on  tire 

FB   I   FB  =    IK2+IF'2  =    2tfti*  +  QF')     =•'*  +  <■*. 
2(i  2(1  a 

Le  point  B  décrit  une  ellipse  de  foyers  F  et  F  et  la  normale 

en  B  est  BI.  bissectrice  de  l'angle  FBF'  (III). 

VII.  La  distance  du  point  B  au  point  I  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  distances  de  ce  point  B  aux  deux  foyers  F  et  F  . 

Des  formules  précédentes  résulte  évidemment 
ÏB2  =  FB  X  F'B. 

VIII.  On  a  IF  x  I'F'  =  2a  x  IB. 

Si  dans  la  valeur   (6)   de  IB  on  substitue  à  — : — ; — ; 

v  '  sin  (x  -\-  y.  1 

IF' 

sa  valeur   (o),  on  obtient 

20 

IB  x  2a  =IF.   IF'. 

IX.  Si  du  point  F  on  abaisse  sur  AI  la  perpendiculaire  FD 
et  du  point  F'  la  perpendiculaire  F'D'  sur  AI,  /(/  somme  des 
carrés  des  inverses  de  ces  perpendiculaires  est  constante  quand 
on  fait  varier  la  direction  des  parallèles  FA',  FA'. 

1  FI 

De  la  relation  (  I  )  on  a 

de  même 


FD  62 

1  FI 


FD  6* 


et 


. L_-     F'I«  4- "FF      2(«*+c") 

CTV9    ^~     = ' 


FD2      '     FD 


X.    La  droite    01   est  parallèle   aux    droites  FA,    FA'  et  la 
somme  des  inverses  des  rayons  vecteurs  FA.  FA   est  constante. 
Si  dans  cette  même  relation  (1)  on  remplace  FD  par 
i  FI  sin  a 


AF  sin  x.  on  a 


AF  &s 

i  FI  sin  -/ 


également  -^r 

et 

ri  2  y 

1 =z ^-— — —  (sin  y.  cos  x  -I-  sin  a'  cos  a) 

AF   ~  A'F  62  sin  (a  -f  a  )    v  '- 

ia 

=  ~¥~' 

A  ces  propriétés  énoncées  par  M.  de  Long-champs  je  join- 
drai les  suivantes  : 

XI.  L  et  L'  sont  les  points  où  les  normales  en  A  et  A'  rencon- 
trent respectivement  IF  et  IF';  la  ligne  LL'  est  la  tangente  en  B 
q  l'ellipse  que  décrit  ce  point. 

En  effet  L  et  L'  sont  les  centres  des  cercles  inscrits  aux 
triangles  ABF  et  A'BF';  LB  et  LBsont  donc  bissectrices  des 
angles  ABF  et  A'BF'. 

XII.  :  TB2  =  AB  .  AB'. 

C'est  une  conséquence  de  (VII)  et  de  la  similitude  des 
triangles  ABF,  A'BF'. 

XIII.  La  perpendiculaire  à  AF  menée  par  le  point  F  rencontre 
IA  en  Q;  soit  Q'  le  point  analogue:  on  a  FQ  =  F'Q'. 

Les  triangles  rectangles  IAF'  et  IA'F  donnent  : 
IF'  =  IA  tg  a,  IF  =  IA  tg  x 
et  ii  cause  de  la  proportion  (V), 

tg  a'  AF 

tg  *  "  A  F  ' 
Les  triangles  OFQ  et  OF'Q'  sont  évidemment  égaux  et  les 
pointa  Q  et  Q'  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de 
L'ellipse;  ces  points  sont,  du  reste,  ceux  oii  chaque  tangente 
vienl  rencontrer  la  directrice  qui  correspond  à  son  point 
de  contact. 
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XIV.  La  ligne  qui  joint   le  point  B    au  milieu  de  01  a    une 
longueur  constante. 

On  u.  d'après  la  figure 
2oTi-  -|-  2t2  =  FB*  +  FB2  =  (FB  +  FBi-  —  2FB  X  FB; 

or   FB  .F  B  =  ÏB'  1 VII 1  et  FB  -f  FB  =    "'    '    ("     (VI): 

<i 


\        a        / 

a1  +  c  l 


ou  2(0B2  4- IB2j  = 


a- 


111  ai  s  OB'  -f  1B-   =  2BK2  +  —  =  ', 


donc  BK  = . 

XV.  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  IFA  et  IF' A'  sont 
tangents  en  I. 

Soit  S  lu  point  où  la  normale  en  A  coupe  IB  ;  l'angle  RIF, 

égala  —  —  y.,  est  égal  à  SAF;  les  quatre  points  S,  I,  A,  F 

sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  le  milieu  de  1S  ;  de  même 
les  points  S',  F,  A',  F  sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est 
le  milieu  de  IS';  ces  deux  cercles,  ayant  un  point  commun  I 
sur  la  ligne  des  centres,  sont  tangents  en  ce  point. 

XVI.  Les  cercles   circonscrits  aux  triangles  IBF   et  IBF    se 

FAF'-i-FAT 
coupent  en  I  sous  un  angle  égal  arlh   = . 

Soient  Ret  H' les  points  où  L'BL  rencontre  IA  et I A',  l'angle 

RBA  étant  égal  à  FIA.  il  en  est  de  même  de  l'angle  FBK  ; 
par  suite  le  quadrilatère  FBIB  est  inscriptible  dans  un  cercle 
dont  le  centre  est  le  milieu  de  IR  et  dont  la  tangente  en  I 
est  évidemment  IF'.  Pareillement,  le  quadrilatère  F'RIH'  est 
inscriptible  dans  un  cercle  dont  le  centre  est  au  milieu  de  IR' 
et  dont  la  tangente  en  I  est  IF;  d'où  la  propriété  énoncée. 

Remarque   1.  — La  propriété    (I)   résulte  de   la  suivante  : 
FA  et  F "A'  sont  deux  rayons  recteurs  quelconques  d'une  ellipse: 
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IA,  IA'  les  tangentes  en  A  et  A,  ;  ie-s  angles  FIA  el  FIA   .soh/ 

complémentaires  de  l'angle 
FRF'  /orme  ^«r  /es  rayons 
vecteurs. 

I/augle  À  FA  extérieur 
au  triangle  AF'R  a  pour  va- 
leur    ARF'  +  FAF' 
et 

AFA  ARF 

2  2 

FAF 


1  FAF 

2  *** 

et  par  suite 

—            \  KF' 
F  IA  =  -  —  (IF'A  +  IAF')  = . 


2 

Et  si  l'angle  FRF' est  nul.  c'est-à-dire  si  les  deux  rayons 
vecteurs  sont  parallèles,  l'angle  FIA  est  droit. 

Remarque  II.  —  La  propriété  (II)  est  géiférale:  elle  a  lieu 

quelle  que  soit  la  direction  des  rayons  vecteurs, 

En  etfet,  d'après  la  remarque  précédente 

:t            ARF 
FIF=:~ FIA: 

2  2 

n          FAF'          FRF           FAT 
or  FIA  =  F  AD  —  IFA  = 


FAF'  -f  FAF 

.-I  FIF  = ! 


Nui  \.  La  Dième question  a  eie  résolue  par  MM.  Elie.  du  Collège  Stanislas,  i 
Paris,  et  Lagarde,  élève  au  Collège  de  Pamiers.  Nous  leur  avons  préféré  la  solu- 
tion de  M.  Launoy  qui  aous  'I  inné  une  série  de  propriétés  nouvelles  de  la 
figure,  non  indiquées  dans  I  en  thcé. 


—   lo 


CONCOURS  GENKHAL  DE  187U 


RHETORIQUE 

Solution  par  M.  Andojer,  du  Lycée  Saint-Louis. 

Copie  couronnée. 

Soit  AB  une  portion  de  droite  de  longueur  donnée.  On  prend 
entre  A  et  B  sur  la  droite  AB  un  point  C,  et  sur  A.C  comme 
diamètre  on  décrit  une  demi-circonférence.  Par  le  point  B  on 
mène  une  tangente  à  cette  demi-circonférence.  Soit  D  le  point  de 
contact,  et  soit  E  le  point  ou  cette  tangente  rencontre  la  per- 
pendiculaire menée  à  la  droite  AB  par  le  point  A.  Déterminer  le 
A  point  C  de  telle  façon  que  si 

l'on  fait  tourner  la  figure  au- 
tour de  la  droite  AB,  la  sur- 

/ 1 \ ^Zm^=^    face  engendrée  par  l'arc  de 

cercle  AD  et  la  surface  en- 
gendrée par  la  portion  de  droite  BE  soient  dans  un  rapport  égal 
a  un  nombre  donné  ni. 

Indiquer  la  condition  de  possibilité. 

Appliquer  dans  le  cas  particulier  où  m  =  ,  et  dans  ce  cas 

trouver  le  rapport  des  surfaces  engendrées  par  les  deux  portions 
BD,  DE  de  la  droite  BE. 

D'après  l'énoncé,  on  doit  avoir,  en  appelant  D   la  projec- 
tion du  point  D  sur  la  droite  AB  : 
ic  X  AC  X  AD 
itXABx  BE 
ou.  plus  simplement  :  j 

AC  X  AD   =b  m  x  AE  X  BE. 
Soit  0  le  milieu  de  AC,  et  faisons  AB  =  a,  AO  =  rt . 
Dans  le  triangle  rectangle  BOD,  on  a  : 
ÏÏD- 


OIV 


OB 
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Par  suite  : 

AD'  =  AO  +  01)   =  œ-i — -  =  ^— . 

(i  —  x  a  —  x 

.  T  ,  20X* 

Doncentin.  A.C  X  AD    =  . 

a  —  x 

Considérant  les  triangles  rectangles  semblables  BAE.  BOD. 


AE  X  BE  AB2 

ils  donnent  : 


OD  X  OB  AD2 

Or: 

01)  x  OB  =  x  (a  —  x);   Â1P  =  a*;   BD2  =  ÔB2  —  ÔD- 

=  (a  —  x)~  —  x'z  =  a  (a  —  203). 
Donc  : 

VE  x  BE  ==    UiX  {a  ~~  X)    ==    —  {"  —  X) 
a  (a  —  2x)  a  —  2X 

L'équation  du  problème  est  donc  : 

2ax-  max  (a  —  ac) 

a  —  x  a  —  2x 

Nous  pouvons  diviser  les  deux  membres  par  ax.  Il  reste 
2x  m  (a  —  x) 

a  —  x  a  —  2X 

Ou  supprime  ainsi  la  solution  x  =  o,  qui  convient, 
quelle  que  soit  la  valeur  que  l'on  attribue  à  m.  Il  est  facile 
de  s'en  rendre  compte  ;  car  quand  x  =  o,  les  points  D  et 
E  se  confondent  avec  le  point  A.  et  les  deux  surfaces  en 
question  deviennent  nulles,  ce  qui  rend  leur  rapport  indé- 
terminé. 

Enchâssant  les  dénominateurs  dans  l'équation  précédente, 
il  vient:  m.r  —  402*  =  ma*  —  2inax  -f-  mx'1, 

el  enfin 

(m  -f-  4)0;*  —  2a  (m  -\-  1)  x  -f-  ma*  =  o.      (1) 
<>n  eu  tire  la  valeur  de  l'inconnue: 

/Il   4-    I    ±   VI    —   2M 

x  =  a  ; . 

m  +  4 

Pour  (pic  les  racines  soient  admissibles,  il  faut  qu'elles 
soient  réelles,  positives  et  plus  petites  que — ,  puisque  le 
point  C  esl  situé  entre    \  et  B. 


Elles  seront  réelles,  tant  que  l'on  auia 

i        2 m,  ou  bien    m  _  — . 

2 

Celle  condition    remplie,   elles   seront  toujours  positive-, 
puisque    leur  somme    et   leur    produit    sont    positifs.  Pour 

reconnaître  si  elles  sont   plus  petites    que  —,  substituons 

cette  quantité  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (1).  On 

ma* 

trouve  un  résultat  positif:   ,  et  comme  le  coefficient  de 

4 
x'2  est  positif,  les  racines  sont  toutes  les  deux  ou  plus  grandes 

ou  plus  petites  que — .    Elles  seront    plus  petites,  si   leur 

fl        .        ... 
demi-somme  est  plus  petite  que  — ,  c  est-a-dire  si  l'on  a  : 

m  -j-  i  a 

h 


m  +  4  2 

ou  bien  :  m     C   2. 

(Jette   condition   étant   contenue  dans  celle  de  réalité,  la 

seule  condition  de  possibilité    du  problème  est  m  _  — .  el 

dans  ce   cas   l'on   a    toujours  deux  solutions.    Dans    le  cas 

particulier  où  m  =  — ,1e  problème  n'a  plus  qu'une  solution, 
a  2 

■''  =  -■ 

On  peut  remarquer  que  dans  ce  cas  le  cône  engendré  par 
le  triangle  rectangle  ABE  est  équilatéral.  En  effet,  OD  est 
la  moitié  de  OB  et  les  triangles  ABE,  OBD  sont  semblables: 
AE  est  donc  la  moitié  de  BE. 

Appelons  y  le  rapport  des  surfaces  engendrées  par  les 
portions  de  droite  BD,   DE.   On  aura 

-  x  BD  x  DP 

7  "  -  X  BE  X  AE  —  -  x  BD  X  DD 
BD  X  DD 


BE  x  AE  —  BD  x  DD' 

i 


Or,  dans  le  cas  particulier  où  m  = 

v 3               .     ,  ,  .          BD  N  3 

BD  =  -V-  a  ;  puis  DD   =  =  -l__  „ 


">U<\  \l.   DE   M  \  ni.    1880. 
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Il  vient  doue:     BD  x  DD'  =  4-  a2: 

o 

d'ailleurs,  on   obtient  en  se  servant  de  la  formule  calculée 
précédeniineul  :       AE  x  BE  =  —^—  a2. 

Par  suite:     AE  X  BE  —  BD  X  DD'  ==  —  a2, 

i 
et  V  =  — — . 

? 

On  pourrait  encore  se  proposer  de  calculer  y  dans  le  cas 

général. 

Remarquons  d'abord  que   les    triangles   semblables  BAE, 

AT? 

BDD' donnent    AExBE  =  BDxDD'  X-=-: 

BD2 
portant  cette  valeur  dans  l'expression  de  y  on  obtient  : 

i 


BD2 

Or  BD'  =  AB  -  AD'  =  a  -  JE-  =    fl(g  ~  2X)  ; 

a — x  a — x 

AB  a  —  x        AB2  (a  — x)2  —  (a — ix\2 


donc 


BD'  a  —  203   '    ]3J)  -  (a  —  ixY 

x{ia  —  3x) 


et  enfin 


(«  —  ix)2 
(a  —  2x)2 

X(2Q  —    3  ./' 


En  taisant  x  =  — —a,    on   trouverait,  comme    précédem- 
ment, y  =  — - -, 

En    mettant  dans  cette   formule  la  valeur  de    ce  tirée  de 
i  équation  (1),  ou  trouverait,  en  effectuant  les  calculs: 
$  —  i  2m  -f-  m*  ±  (4m  —  8)  vi  —  2m 


y 


2  -f-  10m  —  m2  ±  (2  —  4?n)  vi 


2  m 
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QUESTIpN  153 

Solution  par  M.  Dupkr&é  de  Lisle,  élève  du  Lycée  de  Versailles. 


Étant  donné  un  cercle  O,  et  un  point  extérieur  P,  mener  par 
le  point  P  une  sécante  PAB;  de  façon  que  la  partie  intérieure 
A.B  soit  vue  du  centre  O  sous  un  angle  égal  à  l'angle  que  fait 
la  sécante  PAB  avec  le  diamètre  PO. 

Supposons    le   problème   résolu    et   soit  PAB   la   sécante 

cherchée.  Joignons  OA. 
OB.  Les  triangles  OAB 
et  OBP  étant  sembla- 
bles et  OAB  étant  iso- 
scele,  il  en  est  de  même 
de  OBP,  donc  PO  =  PB. 
De  là  la  construction 
suivante  :  Du  point  P 
comme  centre  avec  PO 
pour  rayon  ,  on  décrit 
une  circonférence  qui 
coupe  la  circonférence  O  en  B  et  B'.  Joignant  PB,  PB';  on 
obtiendra  deux   sécantes  qui  répondront  à  la  question. 

Nota.  —  Ont,  résolu  la  même  question  :  MM.  Peyrabon,  Johannet,  de 
Glialeauroux;  Ailieret,  de  Versailles;  Bompart,  Collège  Stanislas;  Huet,  Geli- 
net,  Manceaux,  d'Orléans;  Vcrmond,  Corbeau,  Sehlesser,  de  Saint-Quentin; 
Boucheaax,  d'Angers  ;  Jacquier,  école  normale  de  Charleville;  Démaris,  de 
Moulins;  Lan  nés,  de  Tarbes;  Goudy,  de  Pontarlier;  Faivreel  Oindre,  de  Lons- 
le-Saulnier;  Combebiac,  Chaulet,  de  Montauban  ;  Barbieux,  d'Amiens  ;  Blessel, 
de  Paris  ;  Tu  pin  et  .larron,  à  Beaume-les-Dames  ;  Longueville,  à  Charleville; 
Hoc,  à  Sainte-Barbe;  Deslais,  au  Mans;  Cadot,  éiève  du  Ljcée  Saint-Louis  ; 
Dupuy,  de  Grenoble;  HugOt,  à  Lyon;  Martin,  à  Passy;  Gino  Loria,  à  Man 
toue;  Benauii.  à  Bordeaux  ;  Vazou,  Collège  Rollin  à  Paris. 
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FORMULES  SUR  LES  BISSECTRICES  DES  ANGLES 

TANT  INTÉRIEURS   Ql 'EXTÉRIEURS   D'UN    TRIANGLE 
Énoncées  par  H.  Dostor. 


1.  Notations.  Soient 

BC  =  o,  GA  =  6,  AB  =  c 
les   trois  côtés  d'un  triangle  ABC.  dans  lequel  nous  suppo- 
sons l'angle  A  >  B   >   C. 

Les  bissectrices  AA',  BB',  CC  des  angles  intérieurs  A.  B, 
C  rencontrent  les  côtés  opposés  BC,  CA,  AB  respectivement 
en  A ,  B',  C  ;  et  les  bissectrices  AA",  BB".  CC''  des  angles 
extérieurs  -  —  A,  -  —  B,  r.  —  C  coupent  les  même  côtés 
en  A",  B",  G".  On  peut  donner  à  ces  points  de  rencontre 
le  nom  de  pieds  des  bissectrices. 

Posons  les  bissectrices  intérieures, 

AA'  =  -/,  BB'  =  p',  CC  =  •;  : 
les  bissectrices  extérieures, 

AA'  =  a',  BB'  =  P',  GG"  =  y'? 
et  les  distances  entre  les  pieds  des  bissectrices  issues  d'un 
même  sommet,       A'A"  =  y.,  B'B"  =  3,C'C  =  *;. 

Représentons  d'ailleurs  par  S  la  surface  du  triangle  donné. 

On  pourra  établir  sans  ditliculté  les  relations  et  propo- 
sitions suivantes. 

2.  Distances  entre  les  pieds  des  bissectrices  issues  d'un  même  soni- 

i  dbc  2d bc  2ii bc 

met.  On  a     v.  = .     ri  =  — -.     Y  =  — — • 

b-  —  c-       '  a-  —  c-  w-  —  b- 

,,   .            .                       i              •              i 
(l  ou    on    lire  ; =   O. 

a  ,j 

3.  Longueur  des  bissectrices  intérieures.  Elles  sont 

A  B  ■  C 

ibe  cos  —  2ca  cos    —  2ab  cos  — 


b  ~\-  c                           c  -f-  a  a  -f-  b 

4.  Longusur  des  bissectrices  extérieures.  On  trouve  que 

"       .       \                                   B  G 

20C  sm  icn  sin    —  2iib  sin    — 

■                                    2                                                     -  2 

b  —  c                             "  —   e  "  —  b 
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o.    Produit   des  bissectrices   issues  d'un   même  sommet.  Ces 
produits  sont 

,  ,            4/jcS  „           4caS  ,  „  __        J.r;6S 

17'  1  P    ~~  TT>          77'  Y  Y    :== 


h-  —  c-  a-  —  c2  a2  —  o1 

1  1  1 


aaV  &ft'p"  cyy" 

6.  Produit  dos  trois  bissectrices  intérieures. 

"Pt  ==    (6  +  c)  (c  +  a)  (a  +  6)  ' 
011  /)  est  le  demi-périmètre  du  triangle  donné  ABC. 

7.  Produit  des  trois  bissectrices  extérieures. 

„,„  .         KftfcS' 

a  'i  y    =  . 

'   '  p (0  —  c)  (a  —  c)  (a  —  0) 

8.  Surface  du  triangle  ABC,  ayant  pour  sommets  les  pieds  des 
trois  bissectrices  intérieures  : 

"       (6  _j_  C)  (C  _|_  a)  (a  _j_  &)   ' 
ABC  =     ' 


2  a  -f-  6  -f-  c 

9.  Surface  des  triangles  A'B"C",  B'C'A',  C  AU',  ayant  pour 
sommets  le  pied  d'une  bissectrice  intérieure  et  les  pieds  des  bissec- 
trices extérieures  issues  des  deux  autres  sommets  : 

2«6cS_ ^_ 

(6  +  <■)  (a  —  c)  (a  —  4) 

B'C'A'  =  : î^V-7 ■ 

(c  4-  «)  (a  —  /<)  ('<  —  <■> 


ou  encore        A'B"C"  = 


B'C'A'  h=  — 


{a  -J-  &)  (*  —  c)  («  —  c)    ' 

•nll    il 

1  a  [i  y 


b 

+  c  - 

a 

c  —  a  --  6  ' 

C  A'B'  =  J-    . 

2  a  -f~  0  —  c 

10.  Surface  des  six  triangles,  ayant  pour  sommets  les  pieds  de 

deux   bissectrices   rectangulaires  et  le  pied  de  l'une  des  deux 

autres  bissectrices  extérieures  : 

2abcS 

B'B  "C  "  =  ; , 

{a  —  b)  (a'1  —  c'*) 


(o 

—  c)  (a2  — 
2abcS 

&*) 

[6 

—  c)  (a2  — 

2fl&cS 

b2) 

(a 

-  b)  (6*  - 
2o6cS 

c2)  ' 

(a 

—  c)   (62  — 
2a6cS 

c») 

2a^cS 
C'C'B"  = 

C'C'A"  = 

A'A'C    = 

AA'B    = 

B'B'A    = 

(b  _  C)  (a*  —  c2) 

11.  Surface  des  six  triangles,  ayant  pour  sommets  les  pieds  de 
deux  bissectrices  rectangulaires  et  le  pied  de  Vune  des  deux 
autres  bissectrices. 

BOT  = 
C'B'B"  = 
CAA  = 
AC'G"  = 
A'B'B   = 

BA'V   = 

(c  +  a)   (62  —  c2)    ' 

12.  Surface  des  triangles,  ayant  pour  sommets  le  centre  du 
cercle  inscrit  et  les  centres  de  deux  cercles  ex-inscrits.  Soient 
O  le  centre  du  cercle  inscrit;  O',  O",  O"  les  centres  des 
cercles  cx-inscrits  compris  respectivement  dans  les  angles 
A,  B.  G.  On  a 

A 
cos 

OO'O"  =  —  bc  .   - — —  =  R(6  -)-  c  —  o), 


(c 

+ 

a)  (a2  — 

2Û&CS 

b")  ' 

(/' 

+  b)  (a2  — 
2abcb 

c*) 

(a 

+  b)   (ô2  - 
2abcS 

(6 

_l_ 
1 

c)  (o2  — 
2abcS 

62)  ' 

(6 

+ 

c)   (a2  — 
2a6cS 

C2)    ' 

B 

C 

ons  

cos 



2 

B 

- 

cos 

o 

OCTO'  =  —  ca  .  ; — j—  =  Rtr-f  a  —6), 

cos  cos 


23  - 

C 


cos 

ÛO'O'  =  —  ab  .  : =r-  =  Bîa  4-  b  —  c), 

2  A  -D 

cos cos  

2  2 

où  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

13.    Surface    du  triangle,  ayant   pour  sommets  les    centres 
0',  0",  0'"  des  cercles  ex-inscrits  : 

A  13 

cos  cos  

0'0"0'"  =  —  bv  2  =  —  ca  — 

2  13  C  2  C      .      A 

sin  —  sin  —  sin  —  sin  — 

2  2  2  2 

C 

cos  

=  -L  ab  - 


A       .       B 

sm  sin  — 


ii  0'0"0'"  =  R(a  -f-  6  +  ci. 

14.  Rapport  des  triangles  ABC  et  0'0"0"  : 

ABC  (6  -f  c  —  tf)(c+fl  —  b)(a  -f  b  —  c) 

000"     ==  2(6  -f  r)(c  -fa;  (a +  6) 

1o.  Rapport  des  triangles  A'B'C"  et  00  0'",  etc.: 

AB"C"  (a  +  b  -f  c)  (a .  +  c  —  6) (a  +  &  —  c) 

UO'O'"     ""  216  -f  c)(a  —  6) (a  —  c) 

B'C'A"  (  a  +  b  -f  c)  (a  +  b  —  c)  (6  -f  c  —  a; 


OO'O'  2(c  -f  f/j(6  —  c)(o —  b) 

C.V'B'  («  +  6  -f  c)  (6  -f  c  —  a)(c  -f  a  —  b, 

000'      ~~  2(a  -f  ft)(a  —  c; (6  —  c) 

10.  Sur/ace  des  quadrilatères  OO'BC,  00"CA,  00"AB.  On  a 

OBO'C  =    <|_L    *f +  f -, 

2&(c  +  «)S 


OCOA  = 
OAO'"B  = 


(c  +  a  +  6)(c+a  —6)  ' 

2c(a  -f  6)S 


(a  +  ''  +  c)(a  f  6  — c)  ' 
d'où  on  tire 

OBO'C  .  OCO-A  .  OAO-B  =    "M  +  ' ^  +  ''""  +  '"  * 

2  i  »/-)-/>  -f  n- 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


POITIERS 

La  surface  d'un  secteur  circulaire  est  3m,i8.  Son  angle  au  centre  et 
54°  18'.  On  demande  quel  est,  à  om,ooi  près,  le  rayon  de  ce  secteur. 

—  Le  volume  d'un  parallélépipède  droit  est  égal  à  4762ra,7;  ses  arêtes 
sont  entre  elles  comme  les  nombres  3.  5,  7.  Quelle  est,  en  mètres,  la  gran- 
deur de  ces  arêtes? 

—  La  surface  d'un  cylindre  droit  est  a.  son  volume  est  b.  Calculer  le 
rayon  de  base  et  la  hauteur. 

—  Calculer  par  logarithmes  le  côté  du  carré  équivalent  à  la  couronne 
comprise  entre  deux  cercles  concentriques  donnés  par  leurs  rayons: 

R  =  im,345();    r  =  0,3458. 

—  Trouver  quatre  nombres  en  proportion  géométrique,  connaissant  lu 
somme  des  extrêmes  21,  la  somme  des  moyens  19,  et  la  somme  des  carrés 
des  quatre  termes  442. 

—  Résoudre  les  équations 

x2  +  y-  =  a;      log  x  +  log  y  =  b. 

—  Deux  points  situés  sur  un  même  méridien  sont  distants  de  57023 
toises.  Quel  est  l'angle  des  deux  verticales  en  ces  deux  points?  La  toisiî 
vaut  im.04q;  'e  ra.von  l'u  méridien  est  6366200  mètres.  (Calcul  à  faire  par 
logarithmes.] 

—  On  donne  une  droite  AB  =  a.  Trouver  sur  cette  droite  un  point  1C 
tel  que  le  produit  des  deux  segments  AK  et  BIv  soit  égal  à  la  moitié  du 
carré  de  a. 

—  Un  observateur  est  placé  sur  une  tour  à  5o  mètres  au-dessus  du  niveau 
de  la  mer.  Calculer  la  distance  à  laquelle  sa  vue  peut  s'étendre.  Le  rayon 
terrestre  est  de  6366 198  mètres. 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  donné  un  cône  droit  dont  la  sur- 
face latérale  soit  maxima. 

—  Résoudre  les  deux  équations 

x      ,      y 
x  +  y  =  63;      —  h — : —  =  2,0?. 
y  x 

—  On  donne  un  cercle  et  un  point  sur  ce  cercle.  Par  ce  point,  mener 
une  tangente  telle  que  sa  longueur  soit  double  de  la  partie  extérieure  d'une 
sécante  passant  par  le  centre  et  par  l'extrémité  de  la  tangente  demandée. 

—  Quel  est  le  rayon  de  base  d'un  cylindre  équivalent  à  un  tronc  de  cône 
de  même  hauteur  dont  les  rayons  de  base  sont  4  mètres  et  22  mètres. 

—  On  fait  371  pas  en  traversant  diagonalement  une  place  carrée.  Le  pas 
est  de  o",78.  Quelle  est  la  longueur  du  côté  de  celte  place? 

—  Résoudre  les  équations 

x-  +  y-  =  1 32,65;        xy  =   17. 

—  On  a  peint  le  dôme  sphérique  d'un  édifice  a  raison  de  a5  fr.  5o  c. 
le  mètre  carré.  Quel  esl  le  prix  de  cette  peinture,  sachant  que  le  dôme  a 
1 8  mètres  de  rayon. 

—  Un   terrain   esl   compris   entre    deux    mules   parallèles    distantes   de 
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3i9m,5.  Il  a,  sur  l'une  d'elles,  un  développement  de  3<iS'n,7,  et  sur  l'autre 
un  développement  de  <>> 3'",4-  L'hectare  de  ce  terrain  vaut  6i5oo  francs, 
Un  demande  le  prix  du  terrain  [par  logarithmes). 

—  On  donne  la  hauteur  2"',4  et  la  diliérence  i  mètre  des  côtés  de 
l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle.  Ou  demande  la  longueur  des  trois 
côtés. 

—  De  6  ans  à   64  ans,  la  vie    probable  est   donnée  approximativement 

3 
par  la  formule  y  =  5g  —  — —  r.  x  représentant  l'âge  actuel,  et   y  la  vie 

probable.  A  quel  âge  est-on  arrivé  à  la  moitié  de  la  vie  probable? 

—  Des  sommets  d'un  triangle  comme  centres,  décrire  trois  cercles  tan- 
gents deux  à  deux,  et  exprimer  les  rayons  de  ces  cercles  en  fonction  des 
trois  côtés. 

—  Quelqu'un  donne  à  trois  personnes  ,  et  — - —  de   sa    fortune 

4        7  " 

et  il  lui  reste  26200    francs.  Quelle  était  sa  fortune  totale? 

—  La  France  compte   36  millions  d'habitants.  Quelle  e$t  la  fraction  du 

nombre  de  garçons  de  20  a  21  ans  appelés  sous  les  drapeaux  dans  une 
conscription  de  80000  hommes,  sachant  qu'il  y  a  1045  personnes  de  20 
à  2i  ans  sur  65i62,  et  17  garçons  sur  33  personnes? 

—  Il  faut  12  ans  pour  éteindre  une  dette  par  annuités  de  1000  francs  a 
4,j5  pour  cent  par  an;  on  propose  au  créancier  de  payer  par  somme  de 
5oo  francs  chaque  semestre,  avec  un  intérêt,  de  2  i/3  par  semestre.  Doit- 
il  accepter? 

—  On  détache  d'une  pyramide  triangulaire,  par  un  plan  parallèle  à  la 
base  mené  à  2  mètres  du  sommet,  un  tronc  dont  on  demande  le  volume 
Les  côtés  de  la  base  de  la  pyramide  sont  i3,  14  et  i5  mètres,  et  la 
hauteur  de  cette  pyramide  est  16  mètres  [par  logarithmes). 

—  En  supposant  que  le  volume  total  d'un  alliage  est  la  somme  des  volumes 
des  métaux  composants,  on  demande:  1°  le  poids  île  cuivre  et  d'argent 
contenu  dans  une  pièce  de  5  francs;  2'  le  volume  de  chacun  de  ces  métaux; 
3°  l'épaisseur  du  cylindre  qui  devient  la  pièce  de  5  francs,  le  diamètre  de 
ce  cylindre  étant  om, 037.  Densité  de  l'argent,  10,47;  densité  du  cuivre, 
8,85. 

—  Partager  8cS"  21'  i3"  en    parties    proportionnelles  à  3,2;  5.3;  et.   85. 

—  Un  triangle  équilatéral  a  5oo  mètres  de  côté.  D'un  point  pris  dans 
un  plan,  on  voit  deux  côtés  sous  le  même  angle  de  1200.  Quelle  est,  en 
mètres,  la  distance  de  ce  point  à  l'un  des  sommets    par  logarithmes  . 

—  Evaluer  en  ares  un  terrain  qui  a  la  forme  d'un  trapèze  isoscèle,  dont 
les  côtés  non  parallèles  sont  égaux  chacun  à  5o  mètres,  les  bases  étant  de 
100  mètres  et  de  40  mètres.  —  Quelle  est,  en  ares  et  centiares,  la  surface 
du  triangle  formé  par  les   prolongements  des  côtés  non  parallèles? 

—  Des  obligations  au  porteur,  de  1000  francs  chacune,  rapportent  5o  l'r.nes 
paran.  On  prend  ces  obligations  à  1045  lianes.  Qu  I  est  le  taux  réel  du 
placement? 

—  Résoudre  les  équations 

5  (x  +  y)  =  Jg;     2X  +  3iJ  ^  40. 

—  Un  vase  sphérique  de  60  millimètres  de  diamètre  intérieur  est  plein 
de  mercure  jusqu'à  la  hauteur  de  43  millimètres.  On  demande  le  poids  d  • 
mercure  qu'il  contient,  la  densité  du  mercure  étant    i3,ô. 

—  Etant  ilonné  un  trapèze  quelconque,  et  un  point    0  sur  l'une  de  ses 
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bases,  indiquer  la  construction  géométrique  qu'il  faudrait  faire  pour  diviser 
le  trapèze  en  deux  parties  équivalentes  par  une  droite,  partant  du  point  0. 

—  F  et  F'  sont  les  foyers  d'une  ellipse  ;  deux  droites  FO  et  F'I  respecti- 
vement égales  au  grand  axe  et  partant  des  foyers  se  coupent  en  M.  On  suppose 
que  01  =  FF'.  Prouver  que  le  point  M  est  un  point  de  la  courbe. 

—  Quelle  est  l'aire  d'un  trapèze  dont  la  hauteur  est  égale  à  la  demi- 
somme  des  bases?  la  différence  des  bases  est  i  mètre,  et  la  plus  grande  base  est 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  la  petite  base  et 
la  hauteur. 

—  On  retranche  3  des  deux  termes  d'une  fraction  et  elle  devient  égale 

à  —  •  on  ajoute  5  à  chacun  des  deux  termes  de  la  fraction  primitive,  et 

4 
elle  devient  égale  à .  Quelle  est  cette  fraction? 

2 

—  Calculer  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  soleil  la  ligne  qui  joint  les 
centres  de  la  terre  et  d»  la  lune  lors  de  la  quadrature. 

—  Quelle  relation  doit  avoir  lieu  entre  les  coefficients  des  équations  géné- 
rales du  1er  degré,  à  deux  inconnues,  pour  que  les  deux  inconnues  soient 
dans  un  rapport  donné? 

—  Le  côté  d'un  tronc  de  cône  est  égal  à  la  somme  des  rayons  R  et  r  des 
bases.  Démontrer  :  1°  que  4  Rr  =  lt-,  en  appelant  h  la  hauteur  du  cône  ; 
2°  que  le  volume  du  tronc  de  cône  est  égal  à  la  surface  totale  multipliée 
par  le  sixième  de  la  hauteur. 

—  On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  a.  b,  c  exprimer  au  moyen  des 
données  et  de  la  surface  le  volume  engendré  par  la  rotation  de  ce  triangle 
autour  du  côté  0. 

—  Quel  serait  le  maximum  du  produit  (5  —  sin  a;)  (2  4-  sin  x)  ?  —  L'équa- 
tion 5  —  sin  x  =  2  +  sin  x  a-t-elle  une  solution? 

—  Maximum  de  sin  x  cos1  x. 

—  Construire  un  triangle  équilatéral  équivalent  à  un  hexagone  régulier 
donné. 

—  Partager  géométriquement  un  quadrilatère  quelconque  en  deux  parties 
équivalentes  par  une  droite  partant  d'un  point  pris  sur  un  des  côtés. 

—  Par  un  point  pris  dans  un  angle  donné,  mener  une  droite  telle  que 
le  triangle  formé  par  cette  droite  et  les  deux  segments  des  côtés  du  triangle 
soit  minimum. 

—  Sur  la  ligne  des  centres  de  deux  planètes,  déterminer  la  position  d'un 
point  matériel  également  attiré  par  chacune  d'elles;  appliquer  au  cas  de  la 
terre  et  de  la  lune  où  l'on  a    d  =  6or;    M  =  88  m. 

—  Indiquer  la  hauteur  minimum  que  puisse  avoir  un  miroir  plan  ver- 
Lical  pour  qu'une  personne,  se  tenant  debout  en  face,  s'y  voie  par  réflexion 
île  la  léte  aux  pieds. 

—  Partager  la  en  deux  parties  r-  et  ia  —  x-  telles  que  la  somme  de 
leurs  racines  carrées  soit  minima. 

—  Partager  F52  en  3  parties  telles  que  leurs  racines  carrées  soient  pro- 
portionnel les  à  7,  5,  et  8. 

—  Calculer  le  volume    de   la   sphère   circonscrite   au   cube    dont  l'arête 
',36. 

—  Partager  tg5  en  trois  parties  en  progression  géométrique  telles  que 
la  plus  grande  surpasse  la  plus  petite  de  120. 

—  On  donne  un  cercle  de  rayon  égal  à  2  mètres,  et  un  point  extérieur 
distant  de  3  mètres  du  centre.  Quelle  est  la  longueur  de  la  partie  extérieure 
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<]'une   sécante  menée  par  ce  point  et  telle  que  la  partie  intérieure  soit  <le 
i  mètre? 

—  Dans  un  triangle  on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris.  Trouver 
l'expression  du  volume  engendré  par  le  tiiangle  tournant  autour  d'un  des 
côtés  donnés. 

—  Sur  une  sphère  de  i3  mètres  de  rayon,  on  prend  one  zone  à  deux 
bases  dont  l'une  est  à  i  mètre  du  centre.  La  surface  de  cette  zone  vaut 
100  mq.  Quelle  est  la  surface  du  cercle  formant  la  seconde  base? 

—  Résoudre  x  +  y  —  5 

-,-  _  3y2  -  ôxy  —  2x  —  27  =  o. 

—  Le  produit  de  trois  nombres  formant  une  proportion  continue  est 
13824;  leur  somme  est  120.  Quels  sont  ces  nombres? 

—  Dans  un  cercle  de  10  mètres  de  rayon,  on  donne  un  arc  de  83°  20'.  Cal- 
culer la  surface  du  triangle  formé  par  la  corde  de  cet  arc  et  les  cordes 
AC  et  BC  qui  joignent  Les  extrémités  A  et  15  au  milieu  C  de  l'arc. 

—  Résoudre  3  sin  x  =  4  sin  y 

■'■  +  u  =  :-■ 

—  Trouver  deux  nombres  sachant  que  leur  produit  plus  leur  somme 
donne  3 1 ,  et  la  somme   de  leurs  tanes    moins    leur    somniï  donne  48. 

—  Y'dume  engendré  par  un  trapèze  isoseèle  tournant  autour  d'un  axe 
situé  dans  son  plan  et  perpendiculaire  à  ses  base*. 

—  Résoudre  x  -f-  y  —  z  —  a  —  1 

y  -f-  ;  —  u  =  2a  —  s 
:  -f-  "  —  v  =  a  -(-  4 
u  -\-  v  —  x  =  6a  +  2 
v  —  x  —  y  =  5a  4-  3. 

—  190  est  un  nombre  écrit  dans  le  système  décimal.  Il  est  représenté 
par  27'j  dans  un  système  dont  la  base  est  inconnue.  Quelle  est  cette  base' 
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Dans  un  cercle  dont  le  rayon  OA  =  1,  on  prend  le  milieu  B  d'un 
quadrant  AH.  On  mène  par  le  point  B,  BC  parallèle  à  OA.  On  joint  BA  et 
CA.  On  demande  dévaluer  à  0,01  près  le  volume  engendré  par  le  triangle 
ABC  tournant  autour  de  l'axe  OA. 

—  Du  vase  cylindrique  vertical,  dont  le  fond  est  un  cercle  borizonlal  de 
5  centimètres  de  rayon  intérieur,  est  en  partie  rempli  par  de  l'eau  pesant 
4  kilogrammes.  On  y  plonge  une  boule  sphérique  de  3  centimètres  de 
rayon,  et  l'eau  monte  exactement  jusqu'au  Lord  du  vase.  On  demande  la 
hauteur  du  vase. 

—  Le  premier  ternie  d'une  progression  arithmétique  est  1/2;  la  raison 
ect  i/3.  Combien  faut-il  prendre  de  termes  pour  que  leur  somme  soit 
égale  à  48? 

—  Dans  une  sphère  do'it  le  rayon  OA  =  1  mètre,  la  zone  engendn 
l'arc  de  grand   cercle    AB  tournant  autour  de  AO  a    pour   base  un  cercle 
dont  la  surface  est  les  3/4  de  celle  de  la  zone.  Déterminer  à  un  centimètre 
près  la  bauteur  de  la  rone. 

—  Dans  un  triangle  A.BC,  rectangle  en  A.  l'angle  aigu  B  est  égal  à  ôo* 
et  le  côté  b,  opposé  à  cet  angle,  vaut  1  mètre.  Calculer  l'hypoténuse  a  et 
le  côté  c  à  un  centimètre  près,  sans  faire  usage  des  logarithmes. 
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—  Partager  85  eu  parties  formant  une  progression  arithmétique  dont  le 
premier  terme  soit  7  et  la  raison  —^-.  On  déterminera  le  nombre  des  termes 

et  le  dernier. 

—  Dans  une  progression  arithmétique,  on  connaît  la  raison  r,  le  dernier 

terme/ et  la  somme  des  termes  S.  On  demande  le  premier  terme  et  le  nombre 

1  5 

des  termes.  On  appliquera  la  formule  en  faisant  /•  =  -~r-,  l  =  a   +   y, 

1 
S  =  i3  -f-  -Ï-. 

—  Dans  un  trapèze  ABCD,  la  grande  base  AB  a  18  mètres,  les  angles  A 
et  B  sont  égaux  chacun  à  45°,  et  chacun  des  côtés  non  parallèles  est  égal 
à  7  mètres.  Evaluer:  1°  l'aire  du  trapèze;  2°  celle  du  triangle  que  l'on  forme 
en  prolongeant  les  côtés  non  parallèles. 

—  Dans  un  triangle  ABC,  les  côtés  AB.  AC  sont  égaux  chacun  à  1  mètre; 
l'angle  A  est  de  3o\  On  demande  la  valeur  de  la  surface  qu'engendrerait 
BC,  si  le  triangle  tournait  autour  d'une  droite  AK  menée  dans  son  plan  per- 
pendiculaire à  AC. 

—  En  un  point  A  d'une  circonférence  de  3  mètres  de  rayon,  on  mène 
une  tangente  sur  laquelle  on  prend  une  longueur  AB  =  4  mètres.  On  joint 
le  centre  0  à  l'extrémité  B,  et  on  abaisse  du  point  A  sur  OB  la  perpendi- 
culaire AC.  On  demande:  1°  la  valeur  de  la  projection  BC  de  la  tangente 
AB  sur  la  droite  OB,  ainsi  que  celle  de  la  perpendiculaire  AC;  2°  la  valeur 
de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  AB,en  tournant  autour  de  OB. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

206.  —  Deux  mobiles  partent  d'un  point  0  sans  vitesse 
initiale  ;  l'un  A  parcourt  la  droite  Ox  d'un  mouvement  uni- 
forme ;  l'autre  B  parcourt  la  droite  Oy,  perpendiculaire  à 
<).;■,  d'un  mouvement  uniformément  accéléré;  démontrer 
que  la  droite  qui  les  joint  à  chaque  instant  est  constam- 
ment tangente  à  une  parabole.  (Launoy.) 

207.  —  Sur  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB,  on 
prend  deux  points  P  et  Q  tels  que,  les  droites  AQ  et  BP  se 
coupanl  en  M,  on  ait 

\M  x  BM  =  2A.P  X  BQ. 
Trouver  l<-  lieu  géométrique  du  point  M.  (Launoy. 

208.  --  Soil  A.BC  un  triangle;  de  part  et  d'autre  de  BC 

nn  construit  les  triangles  équilaléraux    ABC.   ARC  :  soil   \ 


—  29  — 

l'angle  A'AA".  Soient   de   même  Y  el   /  les  angles  obtenus 
de  la  même  manière  en  prenant  les  antres   côtés.  On  a  la 

relation 

eos  X  -j-  eus  Y  -|-  eus  Z  =  o.     [E.  Le  moine.) 


THEORIE  DES  CENTRES 

DES    MOYENNES     HARMONIQUES 
l\ir  M.   Ku'hlcr 
Suite  el  fin;  iroir  t.  III.  p.  354  . 


Pôles  et  polaires  dans  les  courbe*  du  troisième  ordre. 

D'après  la  remarque  de  la  page  356,  les  théorèmes  VI, 
VII,  VIII,  IX  et  X  sont  applicables  à  un  lieu  quelconque 
du  troisième  ordre.  Pour  compléter  l'étude  qui  précède,  nous 
allons  donner  les  démonstrations  de  quelques  autres  théo- 
rèmes sur  les  pèles  et  polaires  dans   les  cubiques. 

Théorème  XVII.  —  Lorsqu'un  lieu  du  troisième  ordre  se 
compose  d'une  courbe  du  second  degré  et  d'une  droite,  lu  polaire 
conique  d'un  point  de  la  droite  se  compose  de  celle  droite  elle- 
même  et  de  la  polaire  rectiligne  du  point  pur  rapport  à  In 
conique. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  théorème  XII. 

Théorème  XVIII.  —  Les  polaires  coniques  d'un  point  par 

rapport  aux  courbes  d'un  faisceau  de  cubiques  forment  un  fais- 
ceau, el  il  en  est  de  même  des  polaires  rectilignes  de  ce  point. 

Ce  qui  caractérise  un  faisceau  de  courbes,  c'est  que  par 
un  point  quelconque  du  plan  on  peut  faire  passer  une  courbe 
du  faisceau  et  une  seule.  Or,  si  l'on  considère  le  pôle,  une 
seule  polaire  conique  passera  par  ce  point,  ce  sera  la  polaire 
conique  de  la  cubique  qui  passe  au  pôle.  Cela  résulte  de  ce 
que,  si  l'on  prend  les  centres  harmoniques  </,.  qt  d'un  point  p 
par  rapport  à  trois  points  a,  b,  c,  l'un  de  ces  centres  ne  peut 
se  confondre    avec  p  que   si  l'un  des   points  a,  b  ou  c  e:>l  le 
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pôle  p  lui-même.  Le  système  des  polaires  coniques  jouit  dune 
de  la  propriété  caractéristique  de  tout  faisceau  de  courbes. 
Il  en  est  de  même  des  polaires  reclilignes:  elles  passent  par 
un  point  fixe. 

La  démonstration  s'applique  aux  polaires  successives  d'un 
point  par  rapport  aux  courbes  d'un  faisceau,  quel  que  suit 
leur  degré. 

Théorème  XIX.  — Étant  donnés  une  cubique  K  et  deux 
points  p.  p'  (fig.  13),  si  l'on  prend  les  polaires  coniques  C  et  C 
de  ces  points  par  rapport  à  K,  la  polaire  rectiligne  de  p  par  rap- 
port à  C  coïncide  avec  celle  de  p  par  rapport  a  ('■. 

La  cubique  représentée  en  points  ronds  \jig.  13)  se  com- 
pose d'un  ovale  et  d'une  brandie  infinie.  Menons  par  le 
point  p'  une  transversale  quelconque  R  qui  coupe  la  courbe 
en  </,,  a...  oa  et  considérons  le  faisceau  (Pj  des  rayons  paif 
pu.,,  pu ..  On  démontre  dans  tous  les  cours  de  mathématiques 
spéciales  que,  si  deux  lieux  du  troisième  ordre  ont  trois 
points  communs  en  ligne  droite,  leurs  six  autres  points 
d'intersection  appartiennent  à  une  même  conique.  Le  fais- 
ceau (P)  et  la  courbe  K  ont  donc  six  points  communs  sur 
une  certaine  conique  G";  c'est  l'hyperbole  représentée  en 
traits  interrompus  (cinq  des  six  points  sont  visibles  sur  la 
ligure;  le  sixième  est  hors  des  limites  du  dessin  sur  le 
rayon  ai  p  prolongé).  Gomme  la  courbe  K  fait  partie  du 
faisceau  déterminé  par  les  deux  lieux  du  troisième  ordre  (P) 
<'l  (H.  <■  i,  la  polaire  conique  de  p  par  rapport  à  K  appar- 
tient au  faisceau  déterminé  par  les  polaires  de  p'  relative- 
ment îi  (P)  et  à  (R,  Ci  (théorème  XVI!  [). 

La  première  de  ces  polaires  est  le  couple  de  droites  pqlt 
/"/.,.  '/,.  q,  étant  les  centres  harmoniques  du  système  </,,  a„ 
a  .  par  rapport  à  p'.  La  deuxième  se  compose,  d'après  le 
théorème  XVII,  de  la  droite  R  elle-même  et  de  la  polaire  de 
P   par  rapport  à  C",  qui  est  la  droite  %$y. 

On  voit  ensuite  que  la  polaire  de  p  par  rapport  a  G  n'est 
autre  chose  que  celle  de  p  par  rapport  au  couple  de  droites 
l!  (  ;  I  une  droite  ni  passant  en  x. 

La  polaire  conique  0  de  p  par  rapport  à  K  se  confond  ué- 


/•w-    18, 
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cessaireruent  avec  celle  de  p  par  rapport  au  lieu  (R,  G*), 
car  ces  deux  polaires  out  six  points  communs,  deux  sur 
chacune  des  droites  du  faisceau  (P).  Cette  conique  C  passe 
donc  par  les  points  d'intersection  de  G"  et  de  R,  points  dou- 
bles du  lieu  (R,  C"),  comme  la  figure  l'indique.  Il  en  résulte 
que  la  polaire  rectiligne  de  p  par  rapport  à  C  passe  par  le 
conjugué  harmonique  de  p  relatif  aux  intersections  de  G"  et 
de  R,  c'est-à-dire  par  le  point  %. 

Les  deux  polaires  de  //  par  rapport  à  G  et  de  p  par  rapport 
à  G'  ayant  un  point  commun  y.  sur  une  transversale  R  quel- 
conque issue  de  p',  elles  se  confondent  en  une  seule  et  même 
droite  v~.  Cette  droite  v-  a  été  appelée  par  M.  Cremona 
seconde  polaire  mixte  des  points  p  et  p  . 

Le  théorème  qui  précède  donne  lieu  à  de  nombreuses  con- 
séquences ;  nous  engageons  le  lecteur  à  en  chercher  la 
démonstration  analytique  qui  est  très  facile. 

Théorème  XX.  —  Si  une  courbe  du  troisième  ordre  a  un 
point  double  S,  la  polaire  conique  d'un  point  quelconque  p  a  pour 
tangente  en  5  le  rayon  conjugué  harmonique  de  p8 par  rapport 
aux  tangentes  de  la  cubique. 

Remarquons  d'abord  que  la  polaire  conique  du  point  double 
n'est  autre  chose  que  le  couple  des  tangentes  en  ce  point; 
la  polaire  de  p  par  rapport  à  cette  conique  n'est  autre  que 
le  rayon  conjugué  harmonique  de  p8  par  rapport  aux  deux 
tangentes.  C'est  d'ailleurs,  d'après  le  théorème  XIX.  la 
polaire  o  par  rapport  à  la  polaire  conique  de  p,  c'est-à-dire  la 
tangente  à  celte  conique. 

Corollaire.  — Si  la  conique  a  un  pointde  rebroussement, 
la  tangente  de  rebroussement  est  tangente  aux  polaires 
coniques  de  tous  les  points  du  plan. 

Remarque.  —  Les  théorèmes  XIX  el  XX  s'étendent  aux 
courbes  d'ordre  Quelconque. 

Théorème  XXI.  —  Si  la  polaire  d'un  point  p  est  un  couple 
de  droites  qui  se  coupent  en  p',  la  polaire  de  p  est  aussi  un 
couple  de  droites  qui  se  coupent  en  p. 

Désignons  par  1'  le  roupie  de  droites  qui   se  coupent  en   p 
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et  constituent  la  polaire  de  p,  par  P  la  polaire  de  p  :  soit  m 
un  point  quelconque.  La  seconde  polaire  mixte  de  p  et  de  m 
passe  nécessairement  en  p  ;  celle  de  p'  et  de  m  passera  donc 
en  y;.  Car  ces  deux  droites  sont  les  polaires  do  p  et  de  p'  par 
rapport  à  une  même  conique,  savoir  la  polaire  de  m.  Puisque 
la  polaire  de  m  par  rapport  à  P  passe  en  p,  quel  que  soit  le 
point  m,  P'  est  un  couple  de  droites  qui  se  coupent  en  p. 

Théorème  XXII.  —  Le  lieu  des  points  dont  les  polaires 

coniques  par  rapport  à  une  courbe  du  troisième  ordre  se 
décomposent  en  deux  droites  est  une  autre  courbe  du  troisième 
ordre. 

Considérons  une  droite  quelconque  ;  les  polaires  de  (mi- 
les points  de  cette  droite  forment  un  faisceau  de  conique-, 
d'après  le  théorème  IX  étendu  aux  cubiques  :  ;i  chaque 
point  de  la  droite  correspond  une  conique  du  faisceau  et 
réciproquement.  Comme  il  y  a  dans  le  faisceau  trois  couples 
de  droites,  les  trois  couples  de  cordes  communes,  il  y  a 
sur  la  droite  trois  points  dont  les  polaires  sont  décompo- 
sables.  Le  lieu  cherché,  étant  coupé  en  trois  points  par  une 
droite  arbitraire,  est  du  troisième  ordre.  Il  est  «'vident. 
d'après  le  théorème  XXI,  que  si  l'on  considère  un  point 
quelconque  de  cette  courbe,  le  point  de  concours  des  droites 
qui  forment  sa  polaire  appartient  aussi  à  la  courbe.  Ce  lieu 
remarquable  est  la  hessienne  de  la  cubique  donnée. 

Remarque  —  Quand  on  applique  le  même  procédé  de 
recherche  à  uue  courbe  d'ordre  n,  c'est-à-dire  quand  du 
cherche  le  lieu  des  points  dont  les  premières  polaires 
(d'ordre  m  —  i)  ont  un  point  double,  on  trouve  nu  lieu 
d'ordre  3  (m  —  2)2,  appelé  courbe  de  Steiner.  La  hessienne 
ne  coïncide  pas  avec  cette  courbe  ; -c'est  le  lieu  des  points 
doubles  des  premières  polaires  ou  encore  le  lieu  des  points 
dont  les  polaires  coniques  (;i  —  2mes  polaires)  sont  décom- 
posables  ;  elle  est,  comme  on  sait,  d'ordre  3  (m  —  2  .  La 
coïncidence  des  courbes  de  Steiner  et  'le  lle-sr  ;i  lieu 
seulement  quand  m  =  3.  Nous  nousboruon>  ?i  celle  simple 
indication. 
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Théorème  XXIII.  —  La  polaire  conique  d'un  point 
d'inflexion  est  un  couple  cW  droites,  et  l'une  d'elles  est  la  tan- 
gente d'inflexion. 

En  effet,  si  par  le  point  d'inflexion  i  on  mène  une  trans- 
versale qui  soit  la  tangente  elle-même,  elle  coupe  la  courbe 
en  trois  points  confondus  avec  le  pôle  *  lui-même;  tout 
point  de  la  tangente  peut  être  considéré  comme  un  centre 
harmonique,  puisque  les  trois  coefficients  de  l'équation  du 
second  degré 

ce2  (a  -\-  b  -\-  c)  —  2X  (ab  -j-  bc  -f-  ca)  -f-  3aoc  =  o 
sont  identiquement  nuls. 

Corollaire  I.  —  Tout  point  d'inflexion  appartient  à  la 
hessienne,  d'après  le  théorème  XXII,  et  par  suite  toute 
cubique  a  neuf  points  d'inflexion  (réels  ou  imaginaires). 

Corollaire  II.  —  La  droite  J  qui,  avec  la  tangente 
d  inflexion,  complète  la  polaire  conique  du  point  d'inflexion 
i,  est  évidemment  le  lieu  du  conjugué  harmonique  de  ce 
point  par  rapport  aux  deux  points  où  une  transversale 
issue  de  i  coupe  la  courbe.  On  reconnaît  aisément  que  le 
point  i  possède,  par  rapport  à  la  courbe  et  à  la  droite  J, 
toutes  les  propriétés  qui  dans  les  coniques  appartiennent 
à  un  point  extérieur  et  à  sa  polaire  rectiligne.  Ainsi  les 
tangentes  menées  du  point  d'inflexion  passent  par  les  trois 
points  où  J  coupe  la  courbe. 

Corollaire  III.  —  SI  trois  droites  coupent  la  cubique 
respectivement  en  (a  a'  a  )  (6  b  b  )  (c  c  c")  et  si  (a  b  c), 
a  b'  c)  sont  en  ligne  droite,  (a  b'  C*)  sont  aussi  en  ligne 
droite.  Si  les  points  (a  b  c)  coïncident  avec  un  point  d'in- 
flexion i,  les  deux  droites  (a  b'  c  |,  (a  b  c  I  se  couperont 
soi  la  droite  J;  si  de  plus  (a  b'  c')  coïncident,  il  en  sera 
de  îiniiic  de  (""  b"  c"),  et  nous  en  concluons  que  la  droite 
qui  joint  deux  points  d'inflexion  passe  par  un  troisième 
point  d'inflexion. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET    LEURS   APPLICATIONS  EH  GÉOMÉTRIE 
Par  .M.  E.-J.  Bo<|iiel. 


Définition  des  formes  quadratiques.  —  Une  fonction  homogène 
du  second  degré  de  n  variables,  xt,  x2,  .  .  .  x„  ,  est  néces- 
sairement de  la  forme  /'  =  2a,  r..r:  .  où  la  somme  -  porte 
sur  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  A:  depuis  i  jusqu'à  v.  <i, 
désignant  le  coefficient  du  terme  formé  par  le  produit  de 
deux  variables  xt  et  .//.  . 

Si  le  coefficient  a, A  est  égal  au  coefficient  m..,,  les  deux 
termes  a,j,Xi  Xk  et  «/,.,.X7.  Xi  se  réunissent  en  un  seul 
2an;XiXk,  et  la  fonction  /'  prend  la  forme  suivante  : 
f  =  al.l  xx*  -f-  <h>ï  &*   +  •  •  •  +  «<"•»  £Cn  2  -f-  2ai> >x\x.,  +  .  .  . 

Cette  dernière  fonction  porte  le  nom  de  forme  quadratique. 

Décomposition  des  formes  quadratiques  en  somme  de  carres. 
—  Une  forme  quadratique  se  décompose  toujours  en  somme 
de  carrés.  Il  peut  se  présenter  deux  cas  :  h  l'un  au  moins 
des  carrés  des  variables  existe;  2°  tous  les  carrés  manquent. 

1°  Supposons  que  l'un  au  moins  des  coefficients  des 
carrés  ne  soit  pas  nul,  par  exemple,  a,,   >  o. 

La  forme  considérée  peut  s'écrire  /'=  o1H  x*  -\-  2  P.T, 
-f-  Q,  P  et  Q  étant  des  fonctions  des  variables  x.,,  .  .  .  x  . 
autres  que  xt,  telles  que  P  =  al,^xl  -f"  "i-v; '.-.  -)-... 
-f-  </,,„  xn  et  Q  =  a2,.tx*-\-   ...  -|-  <*n,nX    *   -j-  2ai  ~  •  •  • 

On  aura   alors  : 

"im  /'  =  "Vi-'V  -f-  2aiyl¥Xi  -f  at,iQ 
=  (alflxt+  P)2  -fa1MQ  -P2. 

Il  est  clair  que  «,,,0  —  P2  est  une  fonction  homogène, 
et  du  second  degré  des  variables  x±.  ./•,.  .  .  .  x„ ,  autres 
que  a?t.  En  opérant  sur  cette  fonction  comme  sur  la  pro- 
posée, on  la  ramènera  à  un  carré  renfermant  les  variables 
x%,  x3,  .  .  .  Xn  •  augmenté  d'une  fonction  homogène  et  du 
second  degré  des   variables   xti  x4 /•„  ,  autres    que 
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xi  et  x2,  et  eu  continuant  ainsi  l'application  du  même  cal- 
cul, on  ramènera  la  forme  proposée  à  être  la  somme  de 
n  carrés  de  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  variables 
x^  x2  .  .  •  xn ,  le  premier  carré  renfermant  toutes  les 
variables,  le  second  n'en  renfermant  plus  que  n  —  i,  le 
troisième  n  —  2,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  nme,  qui  n'en 
renfermera  plus  qu'une. 

2°  Si  tous  les  carrés  manquent  dans  la  forme  proposée,  on 
peut  écrire  :  /  =  2a1,zxlx2  -j-  2Pxx  -f-  2Qx2  -f-  R, 
P,  Q  étant  des  fonctions  du  premier  degré  et  R  une  fonction 
du  second  degré  ne  contenant  ni  xit  ni  x=>. 

Or  on  a  : 

2at,2f=  4o1)22  xx  x2  -f  40,, 2  Vx±  -f-  4(il,2Qxi  -f-  2«mR, 
c-à-d.20!,,/  ==  /tffl^Xi  -f  Q)  (ainx2  +  PJ  +  2aiitR  —  4PQ 

Or  on  a  identiquement  : 

4("m«i  +  Q)  («l»3^2  +  P)  =  ("1,4*1  +  Q  +  f'iv^i  +  P)2 

—  K^.a'f  4-  Q  —  fll52œ2  —  P)2 
et  comme  la  fonction  2amR  —  4PQ  ne  contient  plus  les 
variables  xx  et  cc2,  on  aura  ramené  la  forme  f  à  être  une 
somme  algébrique  de  2  carrés,  suivie  d'une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  des  n  —  2  variables  x3,  xi  .  .  .  xn  , 
autres  que  œx  et  x2. 

En  continuant  de  proche  en  proche  l'application  du  même 
calcul,  on  voit  qu'on  aura  finalement  une  somme  algébrique 
de  n  carrés,  dont  les  deux  premiers  contiendront  les  n  va- 
riables, les  deux  suivants  n  —  2  variables  seulement,  les 
deux  suivants  n  —  4  des  variables,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'au groupe  des  deux  derniers  qui  contiendront  les  deux 
dernières  variables. 

On  peut  donc  énoncer  dans  tous  les  cas  la  proposition 
suivante  :  Étant  donnée  une  forme  quadratique  dépendant  <le 
n  variables,  on  peut  toujours  la  décomposer  en  une  somme  algé- 
brique  de  carrés,  dont  le  nombre  est  ai  pli  s  égal  au  nombre  des 
variables. 

\<>us  disons  au  plus:  car  il  pourra    se  faire,  dans    des 
cas   particuliers    sur  lesquels  nous    aurons  à   revenir,  que 
quelques-uns  de  ces  carrés  disparaissent. 
Il  esl   utile  d'observer  que  Les  fonctions  linéaires  entranl 
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sous  les  carrés  sont  généralement  indépendantes  les  unes 
des  autres  ;  car  en  donnant  à  ces  fonctions  des  valeurs 
arbitraires,  on  en  déduira,  en  remontant,  un  système 
de  valeurs  de  xn,  xn-i,.--  Xï,  Xi,  uniques  et  bien  déter- 
minées. Il  est  donc  impossible,  dans  le  cas  général,  qu'il 
existe  entre  ces  fonctions  linéaires  Ai,  A2,. . .  An,  une  rela- 
tion identiquement  satisfaite,  telle  que 

Xi  Ai  -f  À2  A2  -f- -j-  X«  An  =  O 

où  Ai,  Xi...   ),,,    seraient  des  constantes. 

Or  c'est  précisément  l'absence  d'une  telle  relation  qui 
constitue  l'indépendance  des  fonctions  linéaires  Ai,  A2,... 
A„. 

Loi  de  l'inertie  des  formes  quadratiques.  —  M.  Sylvester  a 
démontré  que  les  formes  quadratiques  jouissent  d'une  pro- 
priété très  importante  dont  voici  l'énoncé: 

Etant  donnée  une  forme  quadratique  /',  il  existe  évidem- 
ment bien  des  manières  différentes  de  la  décomposer  en 
somme  de  carrés.  Parmi  ces  carrés  les  uns  sont  affectés 
du  signe  -|-,  les  autres  du  signe  — . 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  le  nombre  des  carrés  positifs 
et  le  nombre  des  carrés  négatifs  sont  toujours  les  mêmes,  quelle 
f/ui'  soit  lu  voie  suivie  pour  lu  décomposition. 

M.  Lamenta  donné  récemment,  dans  les  Nouvelles  Annules 
de  Mathématiques,  une  démonstration  intéressante  de  cette 
loi  d'inertie.  Celle  que  nous  adopterons  ici  est  due  à  Jacobi  ; 
elle  ne  suppose  pas  que  le  nombre  des  carrés  soit  précisé- 
ment égal  au  nombre  «les  variables;  celles-ci  peuvent  être 
au  contraire  en  nombre  supérieur  au  nombre  des  fonctions 
lin  ('aires  entrant  sous  les  carrés. 

Supposons  donc  qu'on  ait  décomposé  la  forme  consi- 
dérée  de  deux  manières,  et  soit 

1«  f  =  Rt«  -f  Ra»  +....+  Rr  -  S,*  -  S,»  —....-  S*«, 
i  -\-  k  étant  le  nombre  des  carrés,  et  les  fonctions  linéaires 
R,,  R.,,...  S,.  S.,,...  étant  supposées  indépendantes  les 
unes  des  autres; 

2°  f  =  lv  +  Ly  -f . . .  +  iv  -  v4»  -  v;»— . . .-  v„«, 

m  -j-  n    étant    le    nombre    des    carrés    de    cette     seconde 
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décomposition,    et    U^  U, Y,,  V,....   étant    on    n'étant 

pas  «indépendantes . 

Établissons  qu'on  a  m  ;>_  i  et  n  :>_  /;. 

En  effet,  si  l'on  avait  m  «<  i,  on  en  déduirait  m  -f-  k 
<  i  -J-  /,-.  Considérant  alors  les  i  -j-  h  fonctions  indépen- 
dantes Rt  R2...Rt,  St,  S.,,.  .S/,,  et  en  même  temps  les 
m  _[_  £  fonctions  dépendantes  ou  indépendantes  S^  S2,... 
Sa-,  Ui,  U2,...U'",  on  pourrait  donner  aux  variables  des 
valeurs  telles  que  les  m  -f-  k  secondes  fonctions  seraient 
nulles  sans  que  les  i  -j-  k  premières  le  fussent  toutes  à 
la  fois;  on  aurait  alors 

/'  =  Rt*  +  R22  +. .  .+  R^  =  —  Vt2  —  Y./-  — . . .—  V„*; 
ce  qui  est  évidemment  absurde. 

m  ne  peut  donc  pas  être  moindre  que  i,  et  on  recon- 
naîtrait par  un  raisonnement  analogue  que  n  ne  peut  pas 
être  moindre  que  K. 

Admettons  maintenant  que  les  m  -J-  n  fonctions  de  la 
seconde  composition  soient  indépendantes,  que  les  i  -f-  />: 
premières  le  soient  ou  non,  on  aura,  en  vertu  du  raison- 
nement précédent,  i  >  m  et  k  >   n. 

Dès  lors,  si  les  fonctions  obtenues  dans  les  deux  décom- 
positions sont  indépendantes,  ce  que  nous  supposerons, 
on  ne  pourra  satisfaire  aux  conditions  établies  qu'en  faisant 
i  =  m  et  n  =  K,  ce  qui  démontre  la  loi  d'inertie  énoncée. 

Définition  de  l'invariant  d'une  forme  quadratique.  —  Consi- 
dérons une  forme  quadratique  /  =  2ai,kXiXk  renfermant 
n  invariables  x{,  xi,...xn. 

Représentons  par  j\,  f,,...fi,  les  demi-dérivées  partielles 
de  cette  forme  par  rapport  à  chacune  des  variables;  on 
a  nia  évidcmmenl  : 

/',   =  alvi\  -f-  "ii-v>  +•••+  ainXn 


f,    =  a,nXi    -f-   '/»,■'',   +•••+  OnnXn 

On    appelle   invariant    de    la    forme  /  le   déterminant   des 
coefficients  des  variables  xt,  se, c»  dans  ces  n  relations. 
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11  est  facile  de  voir  qu'en  vertu  de  la  définition  des  formes 
quadratiques,  aut  étant  égal  à  ai,-;,  cet  invariant  est  symé- 
trique par  rapport  à  sa  diagonale  principale. 

Théorème.  —  Si  l'on  fait  une  substitution  linéaire  dans 
Une  forme  quadratique,  on  obtient  une  autre  forme  dont  l'in- 
variani  est  égal  à  celui  de  la  première  forme  multiplié  par  le 
carré  du  déterminant  de  la  substitution. 

Rappelons  d'abord  que,  en  général,  faire  une  substitution 
linéaire,  c'est  remplacer  certaines  variables  x.  y,  -....  par 
des  fonctions  linéaires  et  homogènes  d'autres  variables  x , 
y,  *',... 

Prenons  pour  exemple  le  cas  de  trois  variables;  les  rai- 
sonnements se  font  de  la  même  manière  pour  im  plus  grand 
nombre  de  variables,  et  nous  aurons  une  écriture  plus 
simple. 

La  substitution  linéaire  sera  de  la  forme 

!x  =  ax   -\-  by    -\-  <~ 
y  =  a'x'  -j-  o'y   -|-  '  : 
3  =  a'x  -f-  //;/'  -j-  c  : 
Le  déterminanl  a    b   c  que  l'on  suppose 


a 

h 

c 

a 

b 

c' 

a 

b' 

r 

toujours       o  s'appelle  le  déterminant  de  la  substitution. 

Après  une  première   substitution,  on   peut  en    faire    une 
seconde  déterminée  par  les  relations. 

[  x   =  rx"  +  $y    +  y*' 
J  y  =  *V  -+-  py'  +  y  a 

(  g'  =  XX*  -f  ri" y "+  y  *' 
■  r.  ij.  z  s'expriment   alors  au  moyen  des  variables  x',  y  ,  z". 
et  il  est  facile  de  voir  que  le  déterminant  de  la  substitution 
résultante  est  le  produit  des    déterminants  des    deux  sub- 
stitutions composantes  ;  car  on  a  : 

aî=(aa-t-6*  +ca  )x'+(a$  -fop'  +   .  (aT  -f*y  +'-  :    ■ 

S,=(a'a-foV+  h(a  P+  &'P  +c'P')y" +(«>+*¥+«  V    « 

;  =(a*a-f- b Y-j-c '-/)./•'  +  (/'â+  6  P  +c'p  i  y  +  i s  y+^Y-H  ïV 
et  le  déterminant  de  cette  substitution  finale  n'est  autre 
ebose  que  le  produit  des  deux  déterminants 
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abc 

a     fi    y 

a   b'    c 

et 

a     P'    y' 

a   b"  c" 

a"  pr  y" 

On  voit  aussi,  au  moyen  d'un  raisonnement  très  usité  en 
mathématiques  (logarithme  d'un  produit,  module  d'un  pro- 
duit, etc.),  que,  si  l'on  fait  plusieurs  substitutions  successives, 
le  déterminant  de  la  substitution  résultant  sera  le  produit 
de  tous  les  déterminants  des  substitutions  considérées. 

Cela   posé,  soit  une  forme    quadratique  à   trois  variables 
x{,x2,  x3;  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  suivante  : 
f=  œ1(a11œ1  +  aI2œ2  +  o13cc3)  +  x2  (a,,^  -f-  oMaj2  +  ai3x3)  (1) 

~\~  &&\Pz\xi   ~r~  anpCi   r  «ss^s) 
Considérons  la  substitution 

!  xt  =  ajXj   -f-  fitX2  -f  ytX8 

X2  =  a3Xt   +  [i2X2  +  Ï2X3  (2) 

(  a?3  =  ajXi  +  p3X2  -f  Y3X3 
Portons  d'abord  les  valeurs  (2)  dans  les  fonctions  linéaires 
mises  entre  parenthèses  dans  (1);  nous  aurons  : 
f=xl  (M11Xl+M11Xa+M1,X3  +  ira(MâlXl  +  M„Xa+MMX3)(3) 

+a;8(MMX1-fMijrXa+M*1Xi) 
les  quantités  ainsi  représentées  par  les  lettres  M  étant  les 
suivantes  : 

MH  =  a11aI  -f  alaoca  +  a18a8 
M12  =  O.A  +  olap2  -f  a13p8 
Ml8  =  r/llVl  -f-  a12Ï2  -f-  a18Ïa    etc. 


étant  précisément 


et  le  déterminant  Mu  M12  M, 

M2l  M88  M2, 
M81  M,,  M,: 
le  produit  des  deux  déterminants 

"il       «12      "l. 

"ii    "11   ">.i         =  -^  e1 


Achevons  la  substitution  en  portant  les  valeurs  (2)  à  la 
place  des  variables  mises  en  facteurs  dans  (1),  ou,  ce  qui 
revienl  au  même,  à  la  place  de  ces  mêmes  variables  dans  (3) 
écrite  comme  il  su  i  l  : 

/      ^(MHœ1  +  M2Icca  +  M8lir3)  +  Xa(M12£c1  +  M„a;a  +  M89a   1 

4-X.,(.MJl.r,-r-M.,3.r,  -f  M' 


Pi 

Yi 

P. 

Yî 

Pi 
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il  vient  : 

p=x1(P11x1+pslx2+p81o,)-f-xï(P12x,4-p88x,  +  p  .x  i 

~f~  X8(Pj>X1  4"  P23^2  "h  1*33^3) 

les  quantités  ainsi  représentées  par  les  lettres  P  étant  les 
suivantes  :  Pn  =  Mua,  -f-  M,  ,-/2  -|-  Mslag 

P21  =  MllP\  +  Mtlp9  +  M81p„     etc. 


et  le  déterminant 


qui  est  l'invariant  de 
la  forme  nouvelle  F, 


Pu  P21  P3« 
"12  "22  "32 
"31   "32  "33 
étant  précisément  le  produit  des  deux  déterminants 
M n  M,,    M,,  oc,    % 

MM  MM  MM     =  Ao    et 
M„   MM  M„ 
o.-ii-d.  le  produit  AS". 

Or  A  est  ce  que  nous  avons  défini  l'invariant  de  la  forme  /, 
e!  î  est  le  déterminant  de  la  substitution.  Donc  le  théorème 

est  démontré. 

(A  suivre.) 


RECHERCHE  DES   FACTEURS  COMMENSURABLES 
d'une  équation  de  degré  quelconque, 

Par  .M.  a.  «le  liOiiifcii.-iiiipM,  professeur  de  mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Charlemagne. 


Lorsqu'un  polynôme  entier  F(x-),  est  le  produit  de  deux 
facteurs,  dont  l'un 

f=xP  -f-  *,.%'/'  -  1  -f  .  .  .  -f  xp 
est  de  degré  p  et  a  lous  ses  coefficients  commensurables,  on 
dit  que  /'est  un  facteur  commensurable  d'ordre  p,  de  L'équation 

F  (as)  =  o. 

La  recherche  de  ces  facteurs  se  fait  ordinairement  par  la 
méthode  de  Lagrange,  laquelle,  comme  on  le  sait,  consiste 
îi  diviser  F  par  f  et  à  écrire  que  le  reste,  polynôme  de  degré 
(p —  1),  est  identiquement  nul.  Le  procédé  que  nous  allons 
exposer  nous  parait  remplir  le  môme  but,  par  des  calculs 
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plus  simples.  Le  principe  qui  leur  sert  de  base,  et  qui  est 
•  les  plus  élémentaires,  nous  a  été  inspiré  par  la  lecture  d'une 
note  de  M.  Landry  (*),  dans  laquelle  ce  géomètre  expose 
une  manière  ingénieuse  de  trouver  les  facteurs  de  la  forme 
(xP  —  a),  a  étant  un  nombre  commensurable. 

1.  M.  Landry,  dans  le  mémoire  cité,  parfde  cette  remarque 
évidente  que  l'équation  proposée  peut  s'écrire: 

?1{asP  )  -f  xo2(xp)  -f  .  .  .  -f-  xp  ~  l?p(xP)  =  o. 
Il  l'a  ut  remarquer  pour  apprécier  la  simplicité  de  la  méthode, 
que  ces  fonctions  tp1;  <p2,  .   .    .  tpp  ,  sont  immédiatement  déter- 
minées, à  la  seule  inspection  de  l'équation  proposée.  Soit  a 
une  racine  quelconque  de  l'équation  xp  —  a  =  o;  elle  est 
donc  racine  de  l'équation  proposée,  ce  qui  donne  l'égalité 
9x(a)  ~\-  a<Pa(a)  +  •  •   •  +otP  —  i<pp(a)  =  o. 
Considérons  maintenant  l'équation 

?1(>;)  +  X<pa(a)  -f-  .  .  .  +  Xp  -  itpp  (a)  =  o    (i) 
qui  est  de  degré  p  —  i  et  satisfaite  par  p  nombres  différent  s. 
savoir  les  p  racines  de  l'équation    binôme  xP    —  a  =  o; 
l'équation  (1)  est  donc  une  identité,  et  l'on  a 

ipt(a)  =  o     tp2(a)  =  o  .  .  .     tpp(«)  =  o.  (2) 

Il  faut  remarquer  que  parmi  ces  équations,  deux  ou  trois 
sonl  distinctes;  autrement  les  fonctions 

Oi(xP),     o-i(xP)  .   .    .      Op{xP) 
seraient  identiques  à  des  facteurs  constants  près,  et  l'équa- 
tion se  décomposerait  en  deux  facteurs, 

?i(œp  )  =  o 

At  -f-  k2x  -\-  .    .   .  -J-  kpXP  -  i  =  o; 

et  en  posant  XP  =  y,    les   facteurs  commensurables    de  la 

foi  nie  [XP —  a)  sont  donnés  par  les  racine?  commensurables 

de  l'équation  tp4(y)  =  o. 

O  eus  exceptionnel,  et  (railleurs  favor  Me,  étant  mis  de 
côté,  on  voit  donc  que  le  nombre  cherché  a  doit  être  racine 
des  p  équations  (2).  On  cherchera  le  p.  g.  e.  d.  des  polynômes, 

<pt(y)i    ?«(y).  •  •    ?p(y). 


Equations   numériques;   Racines  commensurables  </<•  iow  toi   degrés 
I  ibrairie  UaehettA,  1870. 
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soit  xV(y)  ce  p.  g.  c.  d.  et  a  une  racine  commensurable  de 

l'équation  M'i/y)  =  o. 

(/'' —  a)  est  un  l'acteur  de  l'équation  donnée. 

En  résumé,  ayant  formé,  chose  qui  se  fuit  immédiatement,  les 
fonctions  ^(y)     v,M/).    .    .     ?,,(//>: 

1°    Si  elles  n'ont  pas  de  p.  g.  c,  d.,  on   peut  affirmer   que 
l'équation  proposée  n'a  pas  de  facteur  (commensurable  ou  non 
de  la  forme  (xP  —  a)  ; 

2°  Si  elles  ont  un  p.  g.  c.  d.  'l'(y)  et  si  l'équation  ^(y)  =  o 
admet  des  racines  commensurables  a,  b,.  .  .  l'équation  donnée 
admet  les  facteurs  commensurables  (xp — a),  (xP —  b).    .    .  ; 

3°  Si  l'équation  yY(y)  =  o  n'a  pas  de  racine  commensurable, 
l'équation  donnée  n'a  pas  île  fadeur  commensurable  de  la  forme 
[xp —  a),  mais  elle  se  décompose  en  deux  facteurs  commensura- 
bles dont  l'un  est  W  (xP  ). 

2.  —  Telle  est,  rapidement  exposée,  celte  mélbode  de 
M.  Landry  qui  nous  parait  d'une  pratique  commode;  il  nous 
reste  à  dire  comment  nous  l'avons  étendue  à  la  recherche 
d'un  facteur  commensurable  d'ordre/;  et  quelconque. 

Nous  ferons  d'abord  la  remarque  qu'après  avoir  posé 

y  —  xp-\-  xxXP  ~  i  -f  .    .    .  -/,,  _  ,  ./•  (1) 

on  peut  toujours  écrire  identiquement  l'équation  donnée 
Ki./)  sous  la  forme 

*(*)  =  fi(y)  +  afifo)  +  •   •   •  +  •'■''  -  '  h  (y)-     (2) 
En  effet  de  (1)  on  tire 

xp  =  y  —  -j.viP  -  i  .    .    .  —  xp _  xx 

et,  par  suite, 

XP  +  I    =  yx  —  ttP  —  l£C"    ...    —   xvri' 

ou, 

xp  4-  '  —yx — xP  —  i.r2 .  .  .  — <x.%xp  4-  «  —  xt(y  —  -x{xp  —  i  . . . 

—  rxP  —  i.r)  ; 
xp  +  i     est  donc  comme  xp  donné  par  une  expression  de  la 
forme. 

At+  A,x  .    .  .  -f  Apa*-i;  (3) 

A,,  A2,  .  .  .  Ap  étant  fonction  îles  Lettres  y,  x,  .  .  .  y-p  —  i, 
mais  pas  de  la  lettre  x.  De  .rp  t-  l,  on  déduira  par  un  calcul 
beinblable  et  de  proche  en  proche  pour  XP  +  -,  XP  +  3>  .   .  . 
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des  expressions  de  la  forme  (3);  substituant  alors  dans  F, 
xp  ,  xp  +  l,   .    .    .  xm  par   ces   expressions  ainsi  calculées, 
F  prendra  bien  la  forme  indiquée. 
3.  —  Ceci  posé,  soit 

f=XP   -j-  atXP  —  *  -j-    .     .     .    -f-  ap  —  iX  —  ttp  , 

un  facteur  commensurable  de  l'équation  F(x)  =  o,  qui  est 
supposée  n'avoir  que  des  racines  simples;  et  désignons  par 
a  une  racine  quelconque  de  f  =  o,  a  sera  aussi  racine  de 
F  =  o  et  en  remplaçant  ce  par  a,  dans  (3),  remarquant  en 
même  temps  que 

c/.P  +ai,aP-1  +  .     .    .   +  ap  _  4a  =  Kj  , 
que  par  suite  la  lettre  ?/  qui  figure  dans  cette  identité  prend 
pour  x  =  %  la  valeur  xp  ,  il  vient 

o  =  /i(^  )  +  «/ata  )  4"  •   •   •  +  «P  -  7p  («p), 
et  si  l'on  considère  l'équation, 

xj»-//f(«f)  +  ...  +  XA(«f)  +  A(«f)  =  o- 

Celle-ci,  étant  satisfaite  par  les  p  racines  différentes  de 
l'équation  f  =  o,  es£  une  identité  et  l'on  a,  pour  détermi- 
ner les  p  inconnues  al9  a2,  . . .   a;) ,  les  p  équations 

Ufo  )  =  °>  U'J-p  )  =  o  •  •  •  fp  (<h  )  =  o. 
L'élimination  de  a2,  a33...  otp ,  si  elle  se  fait  sans  intro- 
duction de  facteurs  étrangers,  conduira  à  une  équation  en 
a,  de  degré  Cmp ,  parce  que  ( —  a<)  représente  la  somme 
de  p  racines  quelconques  de  l'équation  donnée.  On  cherchera, 
par  la  méthode  ordinaire,  les  racines  commensurables  de 
cette  équation  ;  ayant  trouvé  l'une  de  ces  racines  a,,  la 
détermination  des  autres  inconnues  oc2, ...  ap ,  se  fait 
(jénéralement  par  des  équations  qui  ne  sont  que  du  premier 
degré.  En  effet,  considérons  oca  par  exemple  ;  il  y  a  entre 
a,  et  y...  deux  équations,  et  par  des  combinaisons  connues 
et  généralement  possibles  on  pourra  obtenir  une  équation 
en  04  et  a2,  ne  renfermant  a2  qu'au  premier  degré. 

(A  suivre.) 
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QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques  spéciales. 

209.  —  a,  b,c,  d,  désignant  des  nombres  entiers  et  positifs 
(i  -f-  xy>a  +  <  +  (  i  +  x)b6  +  2  est  divisible  par  x2-\-  x  +  i  : 

xvi  -  \  _|_  x3b  +  œ3c  +  1  est  divisible  par  x-  +  a;  +  i  ; 
.i  ■•"  +a5*H-i +05*0+2+3^  +  3  estdivisiblepara?s+x2+.r+i. 

(#.  Laurent.) 

210.  —  La  valeur  de  la  série 

"i  +  i   '"   (04+0(0,+ i)        o1  +  i)(as+i)(o8+i)i"'" 
est  wn  si  leproduit 

(c1  +  i)(fl2  +  i)(a3+  i)... 
est  infini,  ce  qui  a  lieu  en  particulier  si  la  série  à  termes 
positifs  a{  +  o2  +  o3  +  . . . 

est  divergente. 

La  série  précédente  est  convergente  si  le  produit  tend  vers 
une  limite  déterminée;  elle  est  divergente  si  le  produit  est 
nul  ou  indéterminé.  (H.  Laurent.) 

211 .  —  L'équation 

;"i  —  1  —   •>  jçm  —   3 

Kœ»'  +— h  — 1 3 h  .  •  •  =  O 

a  toutes  ses  racines  imaginaires  si  m  est  pair,  et  une  seule 
racine  réelle  si  m  est  impair.  K  est  quelconque. 

(H.  Laurent.) 

212.  —  Soit  V  un  polynôme  entier  en  x;  V,  sa  dérivée. 
On  peut  toujours  trouver  un  polynôme  X  tel  que  XVX  —  1 
soit  divisible  par  V  ;  soit  V2  le  quotient,  on  détermine  V 
à  l'aide  de  V,  et  de  V.,  comme  on  a  déterminé  V,  à  l'aide 
de  V  et  Vt,  etc.  La  suite  V,  V,,  V2,  V3...  peul  remplacer 
la  suite  de  Sturm  si  V  =  o  n'a  pas  de  racines  égales. 

(II.  Laurent.) 

213.  —  Soil  L'équation  à  coefficients  positifs 

x  —  ax*n  —  1   +  b.fin  —  2  —  c.r»»  —  3  +..,-=  o, 


il  y  aura  des  racines  imaginaires  si  l'une  des  conditions  sui- 
vantes est  remplie  :     b  > 


's1 

m  —  i 


i.  2.  m 

(m  —  i)  (m  —  2) 

c  >  -i ^ — -  a3.. . 

1.  2.  6.  nr 

(H.  Laurent.) 

214.  —  Faire  voir,  à  l'aide  de  la  seule  théorie  des  loga- 
rithmes que  si  l'on  trace  les  courbes  représentées  par  les 
équations  y  =  ax,  y  =  bx, 

l'une  d'elles  deviendra  la  projection  de  l'autre  si  on  fait 
tourner  son  plan  d'un  angle  convenable  autour  de  l'axe  des  y. 
—  Exprimer  cet  angle  en  fonction  du  module  relatif  des  deux 
systèmes  de  logarithmes  correspondants.  (Picquet.) 

215.  —  Démontrer  que  pour  trouver  la  dérivée  d'un  déter- 
minant dont  tous  les  éléments  sont  fonction  d'une  même 
variable,  il  suffit  de  faire  la  somme  des  déterminants  obte- 
nus en  remplaçant  dans  le  déterminant  proposé  tous  les 
éléments  d'une  colonne  par  leurs  dérivées.  (Picquet.) 

216.  —  Trouver  les  dérivées  des  fonctions  circulaires 
inverses  arc  sin  x,  arc  cos  x,  arc  ty  x 

en   s'appuyant  seulement  sur  la  définition  de  la  dérivée  et 
sur  les  formules  inverses  de  l'addition  des  arcs  : 
arc  sin  x  -f-  arc  sin  y  =  arc  sin  (xy  l  —  V1  ~\~lJ  Y l  —  XJ 
arc  cos  x  -f-  arc  cos  y  =  arc  cos  (xy  —  \  1  —  xl\  1  —  y3) 

x-\-y 


arc  tg  x  -f-  arc  tg  ce  =  arc  tg 


1  —  ./// 

(Picquet.  I 


217.  —  Étant  données  deux  circonférences  C  et  G  tan- 
gentes entre  elles,  et  une  de  leurs  tangentes  extérieures  AH, 
on  nii'nc  une  circonférence  G"  tangente  aux  deux  circonfé- 
rences proposées  et  à  Ali,  puis  une  circonférence  G'"  tan- 
gente  à  G,  à  G"  et  à  AB,  et  ainsi  de  suite.  On  propose  d'étu- 
dier les  séries  formées  par  les  rayons  de  ces  circonférences 
successives  et  par  les  surfaces  des  mêmes  cercles.  On 
donne  AB  =  ia,  et  AG  =  R. 

218.  —  Soil  la  série 
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i-+  ï + *<*+'; ,     .    .    . 

. X(X  -f   l)(jg  -f  2)    .     .     .    (■%•  +   II) . 

(x  -f  />  +  i)(œ  +  p  -f  2)   .   .   .   (.x  +  p  +  n  +  i f1-  ' 
on  demande  d'établir  que  cette  série  est  convergente  quand 
p  est  positif,  divergente  quand  p  est  négatif,  et  de  déduire  de 
la  considération  de  cette  suite  une  démonstration  du  théorème 
de  Duhamel.  Examiner  aussi  le  cas  intermédiaire  oii  p  =  o. 

219.  —  Démontrer  la  règle  de  Leibnitz  pour  trouver  la 
dérivée  nme  d'un  produit  uv  de  deux  l'onctions  de  x  : 

.'/  n    =  VU(n)  -j-  C-i"VU(n  -  \)    +    C2»u"M(n  _  2)  +  •     •     • 

en  démontrant  que,  si  celte  règle  est  vraie  pour  la  dérivée 
d'ordre  (n  —  i),  elle  est  encore  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre 
n.  Appliquer  ce  théorème  à  la  recherche  de  la  dérivée  //""' 
de  la  fonction  y  =  c"''  cos  (mx  -\-  p) . 

220.  —  Soit  la  fonction        y  =  ; 

J        œ2+  i 

1°  Démontrer  qu'en  désignant  par  y',  y',. . .  y  „  les  dérivées 
successives  de  y,  ou  a  entre  trois  dérivées  consécutives  la 
relation 

(x2  -f  i)  y  n)  _|_  on. vij  „  -  i  +  n  (n  —  i  )  //■,»-*,  =  o. 

2°  Démontrer  que  si  l'on  pose 

tt-i=(-o---»-3..-",.,  +;,:,,:+,• 

V„  +  1  est  un  polynôme  en  x  du  degré  (n  -f-  0»  dont  le  pre- 
mier  ternie  est  xn  +  *,  et  que,  entre  trois  polynômes  consécu- 
tifs, on  a  la  relation 

V„  —  2X\„  -  <  -f  (î  +  x2)  V„  _2=o. 

3°  En  faisant  V  =  i,  le  théorème  deSturm  s'applique  a  la 
suite  des  polynômes  V» ,  V„  +  u  etc.  el  les.  racines  de  L'équa- 
tion V„  =  o  séparent  celles  de  l'équation  V„  _  (  =  o. 

4°  Les  coefficients  de  V  sont  des  fonctions  linéaires  de  la 
constante  (/,  et  en  posant 

V„  =  P„  —  aQn  ,  on  a,  si  x  =  cotg.  p; 

P" 
cotg  nj  =  — — . 

v» 
Conclure  de  là  des  expressions  trigono métriques  des  racines 

de  l'équation  Vn  =  o. 
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Remarque.  —  Ou  pourra  établir  celte  relation  eu  posant 
cos  n®  sin"  m 


Un    = 


.-         sm"  tp  sm"  op 

et  prouvant  que  un  est  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  n 
où  l'on  fait  x  =  cotg  tp,  et  que  trois  polynômes  consécutifs 
sont  liés  par  la  relation 

Un  —  2XU„  —  i   -f-  (i   -f-  £3C2)     Un  —  a  =   O  . 

o°  On  propose  d'établir  que  les  polynômes  Y»  satisfont  aux 
deux  équations  suivantes  : 

riV„  +  i  =  2  nxYn  —  (2  -f-  x1)  V'n  ; 
(i  -f-  #2)  V'n  —  2  (n  —  i)  x  V'«  -f-  '*  0*  —  i)  Vu  =  o. 


ERRATUM 


Dans  l'énoncé  de  la  question  202,  il  s'est  glissé  une  erreur;  la  seconde  équa- 
tion doit  être  écrite  connue  il  suit  : 

xy  +  sas  —  yz  =  b  [(«  -f  c)  [a  —  c)  (2«  —  b)  -\-  iab-~\. 

Cette  correction  est  indispensable  pour  obtenir  des  valeurs  commensurables 
de  ,/-,  y,  s,  ce  qui  est  tout  l'intérêt  de  la  question. 


AVIS 


Il  reste  à  résoudre  les  questions  :  17.">.  184,  185,  186,  102.  193,  200.  201,  202, 
21)4. 

Toute-,  lis  autres  questions  sont  déjà  insérées,  ou  le  seront  prochainement. 

\  ce  sujet,  nous  rappellerons  les  avis  que  nous  avons  déjà  donnés  pour  la 
solution  des  questions  proposées. 

Chaque  solution  doit  être  mise  sur  une  feuille  séparée,  portant  le  nom  de 
relui  qui  a  résolu  la  question,  l'établissement  auquel  il  appartient,  le  numéro 
de  la  question  et  l'énoncé. 

La  figure  doit  être  faite  à  part  avec  beaucoup  de  soin,  de  façon  à  ce  qu'elle 
puisse  être  reproduite  directement  en  cas  de  besoin. 

Toute  solution  i/)ti  ne  remplirait  pas  ces  conditions  i>cut  parfaitement 
échapper  à  nuire  examen,  et  nous  ne  répondons  pas  de  son  insertion. 

Nous  rappelons  que,  à  moins  d'avis  contraire,  nous  n  acceptons  pas  de  solu- 
tion de  professeurs  pour  les  questions  proposées. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KOEIILER. 


mpRlHESlE   CENTRALE   DES   CHEMINS   DE    FEB.    —    A.    CHAH   1.1 
îii.   BIR6BRE,  2n,  h  PARIS.   —  8*080-9. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

ET   DE    LEURS   PROPRIÉTÉS 
Par  M.  Launoy,  maître  répétiteur  au  lycée  Louis-le-Grand. 


I.  Définition.  —  Le  lieu  géométrique  des  points  dont  le 
rapport  des  distances  à  une  droite  fixe  et  à  un  point  fixe  est 
constant,  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant  que  ce  rap- 
port est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Dans  le  cas  où  ce  rapport  est  égal  à  l'unité,  la  courbe  est 
une  parabole,  et  l'étude  de  cette  courbe  est  faite,  d'après 
cette  définition,  dans  tous  les  traités  de  géométrie  élémen- 
taire. 

Soient  (fig.  1),  M  un  point  du  lieu,  D  la  droite  et   F  le 
poiut  fixe,  FD,  MP  perpen- 
diculaires sur   la  droite  D, 
h  la  distance  des  deux  pa- 
rallèles MP  et  FD,  FD  =  d, 

—  le  rapport  donné, 
n 

En  prenant  pour  incon- 
nue la  dislance  MP  =  x, 
on  déterminera  le  nombre 
des  points  du  lieu  situés  sur  une  parallèle  à  FD. 

il,   ...         MP  m 

On  a,  par  définition,  ■       -  =  — . 
Mr  n 

En   abaissant   la   perpendiculaire  MH   sur   FD,  on  a   le 

triangle  rectangle  MFH  qui  donne 

MF2  =  /i2-f  (x  —  d)\ 

d'où,  en  vertu  de  la  proportion  précédente, 

x  _     m 

\rh*  +  (x  —  d)%  » 

Élevant  au  carré  et  développant  par  rapporta  x,  on  obtient 
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0                       T- 

1> 

l-vj.    1. 
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l'équation 

x%  (m2  —  n2)  —  2  dm2x  -f  m*  (h*  -f  cl2-)  =  o.  (1) 
Cette  équation  est  du  secoud  degré;  elle  indique  qu'il 
existe  deux  points  M  et  M'  du  lieu  sur  la  ligne  MP,  et  si  l'on 
convient  d'appeler  degré  d'une  courbe  le  nombre  des  points 
où  elle  est  coupée  par  une  droite,  on  dira  que  l'ellipse  et 
l'hyperbole  sont  des  courbes  du  second  degré. 

II.  L'ellipse  et  l'hyperbole  ont  deux  axes  de  symétrie.  — 
L'équation  (1)  est  indépendante  du  signe  de  h  ;  donc  il  existe 
une  seconde  parallèle  à  FD,  symétrique  de  la  première  MP 
par  rapporta  FD  ;  cette  parallèle  renferme  également  deux 
points  du  lieu  donnés  par  la  même  équation  (1),  ce  qui 
prouve  que  ces  deux  points  sont  exactement  à  la  même  dis- 
tance de  D  que  les  points  M  et  M'  ;  la  ligne  FD  est  donc  un 
axe  de  symétrie. 

Soient  x  et  x"  les  racines  de  l'équation  (1)  ;  on  a 

,    ,      „  2 dm2 

x  +  x   = — -, 

1  m2  —  n2 

relation  indépendante  de  h  ; 
Si  l'on  prend  sur  DF,  et  à  partir  du  point  D,  une  longueur  DO 

égaleà — — ,  c'est-à-dire  égale  à — ,  et  si  au  point  0 

3  2  °  m2  —  n2  1 

on  élève  une  perpendiculaire  à  FD,  les  points  M  et  M' seront 

symétriquement  placés  par  rapport  à  cette  perpendiculaire. 

Gomme  la  somme  x  -f-  x"  est  indépendante  de  h,  il  en  sera 

de  même  des  points  de  chaque  parallèle  à  FD.  La  courbe 

possède  donc  un  second  axe  de  symétrie,  perpendiculaire 

au  premier;  on  sait  qu'alors    elle  possède   un   centre,  qui 

est  le  point  d'intersection  des  deux  axes. 

Corollaire  I.  —  Il  existe  par  suite  un  second  point  F'  et 
une  seconde  droite  D',  symétriques  du  point  F  et  de  la 
droite  D  et  possédant  par  rapport  à  tous  les  points  du  lieu 
hs  mêmes  propriétés  que  ce  point  F  et  cette  droite  D. 

Corollaire  II.  —  On  a,  par  définition, 
Ml»         M'P         m  t 

~MF  —  MF   ~~~; 


ol   — 


or,  à  cause  de  la  symétrie, 

MP 

MP' 

MF 

MF'    * 

MP         MF 
et  par   suite  :    m  -  ^ 

MP'  ±  MP 
MF'  ±  MF 

m 
n 

(2) 

III.  —  Les  propriétés  précédentes  sont  communes  à 
l'ellipse  et  à  l'hyperbole;  comment,  partant  delà  définition, 
peut-on  caractériser  chacune  de  ces  courbes? 

L'équation  (1)  donne  pour  le-  produit  de  ces  racines  : 
,   ,  _      m2  (h"1  -j-  d1) 
m*  —  n*      ' 
et  ce  produit  est  positif  si  m  >  n,  négatif  si  m  <  n. 

1°  m  >  n  ;  ellipse.  —  Daus  le  premier  cas,  m  >  n,  la 
courbe  est  une  ellipse  ;  de  ce  que  la  somme  x  -j-  x"  est  égale- 
ment positive,  on  en  conclut  que  les  deux  valeurs  x  et  x" 
sont  positives.  Si  l'on  porte  à  droite  du  point  P  les  valeurs 
positives,  on  voit  que  les  points  M  et  M'  sont  compris  entre 
les  deux  droites  D  et  D'  ;  en  prenant  dans  la  dernière  pro- 
portion (2)  le  signe  -\-,  on  a 

MP'  +  MP  m  t 

MF'  +  MF    ~~    n  ' 

or  MF  +  MP  = 


m*  —  n* 

,,T,    ,    -.,^,.         2(lmn 

et  par  suite  MI  -4-  Mî   = . 

m2  —  n- 

Cette  somme  est  constante  ;  donc,  l'ellipse  est  aussi  le  lieu 
des  points  dont  la  somme  des  distances  à  deux  points  fixes  est 
constante. 

Les  points  F  et  F'  sont  les  foyers  de  l'ellipse;  MF  et  MF', 
les  rayons  vecteurs;  les  droites  D  et  I)',  les  directrices. 

L'ellipse  est  une  courbe  fermée.  —  En  effet  le  produit  x  x" 
ne  peut  dépasser  un  certain  maximun  qui  a  lieu  lorsque 
x  =  x",  puisque  la  somme  x  -\-  x"  est  constante  ;  alors 

,«  =  x"  =-       dm* 

m*  —  na 

Pour  avoir  la  distance  de  ce  point  à  la  droite  FD,  il  faut 

dans  le  produit  x  x"  remplacer  x  et  x   par  cette  valeur,  ce 


qui   donne 


d'm1 


(m2  —  n2)2 


d'où  l'on  tire 


/i2  = 
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m^h2  +  d2) 

d2n2 


nv  —  iv 

La  parallèle  menée  à  cette  distance  à  la  droite  FD  est 
tangente  à  l'ellipse  ;  et  cette  valeur  de  h  est  la  longueur  du 
demi-petit  axe. 

Quant  à  la  valeur  minimum  du  produit  x'x",  elle  a  lieu 
pour  h  =  o,  ce  qui  donne  les  deux  points  de  la  courbe  situés 
sur  FD  ;  les  perpendiculaires  à  FD  menées  par  ces  deux 
points  sont  évidemment  tangentes  à  l'ellipse;  leur  distance 
constitue  la  longueur  du  grand  axe  de  l'ellipse.  La  courbe 
est  donc  renfermée  entre  quatre  droites  perpendiculaires 
deux  à  deux  et  constituant  un  rectangle,  dont  les  côtés  ont 
même  longueur  que  les  axes  de  la  courbe. 

2°  m<n;  hyperbole. —  Le  produit  x'x"  est  négatif;  les 
deux  points  M  et  M'  sont  de  part  et  d'autre  de  la  droite  D. 
Soit  x  la  racine  positive,  x"  la  racine  négative  ;  la  diffé- 
rence de  ces  racines  est 


idmn 


x  —  x    = 


11V  —  IV 

elle  est  essentiellement  positive  ;  comme  m  <  n,  il  faut  que 


l'on  ait  d 


est  positive 


alors  la  somme 

x  -f-  x"  = 


■zdmn 


nv  —  ni 

donc  la  racine  positive  est  plus  grande  en 
valeur  absolue  que  la  ra- 
cine négative.  Il  est  fa- 
cile de  conclure  de  ce 
qui  précède  que  les  foyers 
F  et  F'  sont  en  debors  de 
rintervalle  compris  entre 
les  deux  droites  D  et  D' 
comme  l'indique  la  /i- 
gure  2. 
Dans  ce  cas,  on  pren- 


M 

P 

v          »r 

V; 

> 

r< 

a 

F 

D 

0 

V           V 

Fi;,.  -'. 


dra  le  signe  —  dans  la  dernière  proportion  (1)  et  on  aura 
MI>   _  ml>  Mp  _  MP'  m 


\IK 


MF 


M  F  —  MF' 


or 
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MP  —  MP' 


d'où 


MF 


MF'  = 


2  dm1 
n'  —  m- 

2(1 mn 


rv-  —  m2 

Cette  différence  est  constante;  donc,  l'hyperbole  est  le  lieu 
des  points  tels  que  la  différence  de  leurs  dislances  à  deux  points 
fixes  est  constante. 

L'hyperbole  est  une  courbe  à  branches  infinies.  —  En  effet, 
x  et  x"  peuvent  avoir  des  valeurs  aussi  grandes  que  pos- 
sible, pourvu  que  la  différence  x'  —  x'  reste  constante  ; 
h  pourra  également  prendre  toutes  les  valeurs  possibles, 
ce  qui  prouve  que  la  courbe  a  des  points  sur  toute  parallèle 

à  m 

Comme  pour  l'ellipse,  le  minimum  du  produit  x'x"  en 
valeur  absolue  a  lieu  pour  h  =  o  ;  à  cette  valeur  corres- 
pondent les  deux  points  de  la  courbe  situés  sur  l'axe  FD  ; 
et  si  par  ces  points  on  élève  des  perpendiculaires  à  FD,  on 
obtient  deux  tangentes  qui  limitent  la  courbe. 

IV.  Théorème.  —  la  tangente  en  un  point  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs 
du  point  de  contact. 

Pour  le  démontrer,  on    s'appuie    sur  le   lemme  suivant  : 

Le.mme.  —  M  est  un  point  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole,  V  un 
foyer  et  N  le  point  où  la  tan- 
gente en  M  rencontre  la  di- 
rectrice correspondante,  l'an- 
gle MFX  est  droit. 

Soient  (fig.  3)  M  et  M' deux 
points  voisins,  MP.  M  P'  les 
perpendiculaires  abaissées 
de  ces  points  sur  la  direc- 
trice et  N  le  point  ou  la 
corde  MM'  rencontre  cette 
directrice  ;  on  a,  par  défi- 
MP 


I 


nition 


MF 


MP' 

~mT 
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mais  les   triangles  semblables  NPM  et  NP'M'  donnent 
MP         MT' 

"nm  —  "nm~: 

d'où,  en  divisant  ces  deux  expressions  membre  a  membre  , 

MF  ~~  MF  ' 
Celte  proportion  montre  que  le  point  N  appartient  à  la 
bissectrice  extérieure  de  l'angle  MFM'.  Si  le  point  M'  se 
rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la  corde  MM'  deviendra 
la  tangente  en  M  à  la  courbe,  et  le  point  X  occupera  sur  la 
directrice  une  position  telle  que  la  ligne  NF  sera  perpen- 
liculaire  à  MF,  puisque  c'est  avec  MF  que  coïncidera,  à  la 
limite,  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  MFM'. 

Cela  étant,  soient  (fig.  4)  MN  une  tangente   limitée   aux 

directrices;  PMP'  une  pa- 
rallèle à  l'axe  FD  ;  l'angle 
NFM  étant  droit,  le  qua- 
drilatère NFMP  est  in- 
scriptible  dans  un  cercle  et 
par  suite  les  angles  NMF 
et  NPF  sont  égaux. 

De  même,  le  quadrila- 
tère  MF'P'N   est  inscrip- 
tible  dans  un  cercle,  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  a 

N'MP'  =  NT'P' 
et  FMP'  =  F'N'P'; 


_J" 

M__— ■—- 

V 

A/     1 

'A 

i 

F     H 

F 

D" 

Fig.  4. 


d'où  par  addition  N'MF'  =  N'F'P'  +  F'N'P'; 

or  à  cause  du  triangle  F'P'N'  pour  lequel  l'angle  F'P'D'  est 

un  angle  extérieur,  on  a 

N'F'P'  +  F'N'P'  =  F'P'D', 
d'où  NMF'  =  FPD'; 

mais,  par  raison  de  symétrie,  les  angles  F'P'D'  et  FPD  sont 
égaux,  donc  il  en  est  de  môme  des  angles  FMN  el  F'MN'. 

Corollaire.  —  La  normale  est  alors  bissectrice  de  l'angle 
des  rayons  vecteurs. 

De  ce  théorème  résultent  les  constructions  connues  de  la 
tangente  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole,  et  quelques  propriétés 
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simples  qu'on  démontre  dans   les  cours  et    qu'il  est    utile 
de  rappeler  ici. 

I 

ELLIPSE 

1°  Propriétés  des  tangentes. 

V.  —  Pour  introduire  dans  les  relations  obtenues  jusqu'ici 
les  paramètres  qui  définissent  ordinairement  une  ellipse, 
savoir  les  longueurs  des  axes,  on  devra  poser  : 

MF  +  MF  =       2</m"       =  2a  et      ,*"'  ,    =  b'. 

1  m2  —  n2  m3  —  n2 

En  divisant  ces  deux  expressions  membre  à  membre, 
après  avoir  élevé  la  première  au  carré,  on  a  : 

m2  a2 


d'où  l'on  tire 
et 


en  posant  c  =  \a2  —  bz 

En  divisant  membre  à    membre  les  expressions  posées, 

m  a 

on  a  -j—  =  — -, 

an  b- 

b2  m  b2 

d  ou  d  =  X  =  ; 

a  n  c 

Et  enfin,  la  figure  4  montre  que 

FO=OD-DF=— ** d  =       dn' 

m2  —  n2  m2  —  n2 


m2  —  n2 

b2  ' 

m1 

a2 

n2 

a2—  b2 

m              a 

d 

n          y/a*-b% 

—        » 
c 

_  v/a2  —  b2    —  c. 
On  a  alors,  par   substitution, 

x'x"  ou  MP  X  M'P  ou  MP  X  MF  =  -^-(h2  +  -^A  . 
Ceci  posé,  soit  2%  l'angle  des  rayons  vecteurs  d'un  point 
de  la  courbe  (fig.  4)  ;  l'angle  NMF  est  égal  à  —    —  a,    et 
comme  les  angles  NMF  et  DPF  sont  égaux,  il  en   résulte 
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que  PFO  =  —  —  DPF  =  a, 

et  aussi  que  MH  =  PD   =  —  tg  a. 

On  a  aussi,  par  définition, 

MP         _a_    MP'  a_ 

MF  c  '   MF'  ~~    c  ' 

MP  X  MP'  q,2 

d  °U  MF  x  MF'  —   c2  ' 

et  comme 

MPxUF  =  -£>  +  n  = 


b-     \  C2  /  C2  COS2  a 

62 


il  vient  MF  X  MF'  = 


cos2  a 


VI.  Théorème.  —  Le  produit  des  distances  des  foyers  à  une 
tangente  est  constant  et  égal  au  carré  du  petit  axe. 

En  effet,  la  relation 

MF  X  MF'  =  — — 
cos2  a 

peut  s'écrire     (MF  cos  a)  X  (MF'  cos  a)  =  62, 
et  les  deux  facteurs  du  premier  membre  représentent  préci- 
sément les  distances  des  foyers  à    la  tangente  considérée. 

Remarque.  —  La  somme  de  ces  deux  facteurs  est 
(MF  -j-  MF)  cos  a  =  2a  cos  a 
et  si   OQ  représente   la    distance  du    centre  à  la  tangente 
en  M,  on  a  OQ  ==  a  cos  a. 

Si  du  centre  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  nor- 
male en  M,  la  distance  du  point  M  à  cette  perpendiculaire 
est  précisément  égale  à  OQ.  Cette  perpendiculaire  prolongée 
coupe  les  rayons  vecteurs  du  point  M  en  deux  points  dis- 
tants de  M  d'une  longueur  égale  à  a. 

VII.  Théorème  d'Apollonius. —  1°  La  sonune des  carré* 
construite  sur  deux  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à 
In  somme  des  carrés  construits  sur  (es  axes  ;  2°  Le  parallélo- 
gramme construit  sur  deux  diamètres  conjugués  a  une  surface 
constant,-  est  égal  à  celle  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 
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Soit  (fig.   5)  y  l'angle  du  diamètre  OM  avec   la  tangente 

en  ce  point  M,  OQ  la  distance  du  centre  à  la  tangente. 

Le  triangle  rectangle  OMQ  donne 

OQ  =  OM  sin  T, 

et  (VI)  par  suite        a  cos  ot  =  OM  sin  y- 

Le  triangle  FMF'  donne 

FM2  -j-  FM3  =  2  c'2  +  2ÔM2 

2b2 

et  comme  (V)  2FM  X  FM  = — , 

v    '  cos2  a 

on  a,  en  additionnant  ces  deux  expressions  membre  à  membre 

(FM  4-  F'M)2  ou  402  =  2ÔM2  -f  2  c2  -f 

,  b'1 

ou  OM2  =  a2  -f  b*  — 


cos* 


COS'  a 


ou  encore,  puisque 


cos  a  = 


OM  sin  y 


b*  =  o. 


OM*  sin2  y  —  (a2  +  &2)  sin2TX  OM2  -f  a2 
Or,  il  existe  deux  angles  ayant  même  sinus  pouvant  con- 
venir à  la  relation  précé- 
dente ;  ces  deux  angles 
sont  supplémentaires;  à 
chacun  d'eux  correspon- 
dent un  diamètre  et  une 
tangente  et  la  figure  for- 
mée par  ces  quatrelignes 
est  un  parallélogramme. 
Les  diamètres,  pris  deux 
à  deux,  jouissant  de  cette 
propriété,  à  savoir  que  la 
tangente  à  l'extrémité  de 
l'unestparallèleà  l'autre, 
sont  dits  conjugués.   Les  pig%  5 

longueurs  de  deux  pareils 

diamètres  et  l'angle  qu'ils  font  avec  leurs  tangentes  sont 
liés  par  la  relation  précédente;  en  la  considérant  comme 
une  équation  du  2e  degré  par  rapport  à  OM'2  et  désignant 
par  a*  et  b'2  les  racines,  on  obtient  les  deux  relations: 


a 
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-f  b*  =  a*-\-  b\ 


à  b'  sin  y  =  ab, 
qui  constituent  les  deux  théorèmes  d'Apollonius. 

VIII.  Théorème.  —  Le  produit  des  rayons  vecteurs  d'un 
point  est  égal  au  carré  du  diamètre  conjugué  de  celui  du  point 
considéré. 

Soit  (fig.  5)  OM  =  a   le  demi-diamètre   du   point  M;  Je 

deuxième  théorème  d'Apollonius  donne 

,     .  ab 

a   sin  y  =  -77-, 

/T.TT  OM  sin  y  b 

et  comme  (VII)     cos  %  = =  — -, 

a  b 

b2 

on  peut  écrire       MF  X  MF  = =  b2. 

cos2  a 

Remarque.  —  La  relation 

b 

COS  a  =  -T7- 
0 

qu'on  vient  d'obtenir  permet  de  déterminer  facilement  les 
variations  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  d'un  point  M  d'une 
ellipse.  Le  point  M  étant  en  A,  b'  =  b  et  a  =  o;  le  point  M 
parcourant  l'arc  AB,  b'  augmente,  cos  %  diminue  et  a  aug- 
mente ;  le  cosinus  aura  sa  valeur  minimum  ou  l'angle  sa 
valeur  maximum  lorsque  b'  aura  sa  plus  grande  valeur  a  ; 

alors   cos  a  =  — . 
a 

IX.  Théorème.  —  Si  Von  porte  sur  la  normale  en  un 
point  M  (fig.  o)  de  part  et  d'autre  de  ce  point  une  longueur 
égale  au  demi-diamètre  conjugué  de  OM,  les  points  Mt  et  M2 
obtenus  décrivent  des  cercles  lorsque  le  pointai  parcourt  l'ellipse. 

Dans  le  triangle  OMM,  on  a 

ÔM7  =ÔMa  -f-  MM72  —  2OM  x  MM,  cos  OMMt; 
or,  d'après  les  notations  usitées 

OMMi  =  —  +  y 
et  cos  OMM,  =  —  sin  y, 
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et  par  suite,  si  l'on  pose  OM  =  a ,  MM4  sera  égal  à  b'  et 

ÔW12  =  ai  +  b'2  +  2a  b'  sin  y, 
ou,  en  vertu  des  théorèmes  d'Apollonius, 

ÔM?  =  a2  -f  b2  +  2a6  =  (a  +  6j2. 
Donc  le  point  Mt  décrit  un  cercle  concentrique  à  l'ellipse 
et  de  rayon  a  -f-  b. 
De  même,  d'après  la  figure 

Ô~M~2  =  a'2  -j-  b'2  —  2a  b'  sin  y  =  (a  —  &)* 
et  le  point  M2  décrit  un  cercle  de  même  centre  que  l'ellipse 
et  de  rayon  a  —  6. 

X.  Théorème.  —  La  tangente  en  un  point  M  rencontre  les 
tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe  en  deux  points  R  et  R'  tels 
que  MR  X  MR'  =  b2 

b'  étant  le  demi- diamètre  conjugué  de  OM. 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  construction  de  la  figure  6 
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Fig.  6. 

que  l'on  connaît,  on  voit  que  les  triangles  semblables  MPN 
et  MSR  donnent  la  proportion 

MR  MS 


On  a,  de  même 


MR' 

mn~ 


MP  * 

MS 

mF  ' 
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et,  en  multipliant  ces  deux  proportions  membre  à  membre, 

MR  X  MR'  MS  X  MS' 

MN  X  MX'    —   MP  x  HF 

Or  les  triangles  MFN  ?t  MFN'  étant  rectangles,  on  a 

™>t  '      ^T'            MF  X  MF'  &'2 

MN  X  MX    =    : =  -— —  . 

sin2  k  sin2  x 

et  (V)        MP  X  MP'  =      -  an~b\      . 

v  C2  COS2  a 

Si  l'on  remarque  que  la  distance  comprise  entre  les  droites 

a2 

ARS  et  DNP  est  égale  à —  a,  on  a 

s  c 


MSxMS=[MP-(^-a)]  [MP-(|-a)]=^ 


2  b2    sin'2  x 


c2      cos2x 
et  par  suite  : 
,,_,     mim.  b"1  a262  sin2  x  c2  cos2  a 

MRxMR=  — — —  X  : : X   rtc =  b\ 

sm2  a  c2  cos2  a  a2o2 

Remarque.  —  Soient  F't  le  symétrique  dé  F'  par  rapport  à 
la  tangente  en  M,  Ft  celui  du  point  F,   on  a,  comme  il  est 

facile  de  le  voir,  

MF  X  MF',  =  MF'  X  MFt  =  MR  X  MR'  =  MM7  =  MM22  =  6'2 
Mj  et  M2  étant  les  points  définis  dans  le  théorème  précédent 
et  construits  figure  5. 

On  conclut  de  cette  suite  d'égalités  que  les  huit  points  R, 
R',  F,  F',  Ft,  F \,  M,,  M2,  sont  sur  un  même  cercle  ;  son  centre 
est  évidemment  au  point  où  la  tangente  en  M  rencontre  le 
petit  axe.  (A  suivre.) 


QUESTION  155. 

Solution  par  M.  Eue,  élève  au  Collège  Stanislas. 


Étant  donné  un  parallélogramme  ABCD, on  prolonge  AB  d'une 
longueur  BB'  et  AD  d'une  longueur  DD'  égale  à  BB';  on  cons- 
truit avec  AB'  et  AD'  un  parallélogramme.  Soit  G'  son  quatrième 
sommet.  Démontrer  que  les  droites  B'D,  BD'  se  coupent  sur  la 
droite  CC.  (De  Longchamps.) 

Soit  H  Le  point  de  rencontre.  Joignons  BD,  EF.Lesdeux 
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T,™,  1  RB'  RB 

triangles    équiangles    RBB  ,    RDP    donnent  =  -ûtt-- 

t)"p  T)T3 

De  même  les  triangles  REB,  RDD'  donnent  — — —  =  -^rr- 
s  Rl)  RD 

Divisant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  on  a 

JtR_  RD' 

~RE~  —     RF  - 

Les  deux  triangles  REF,  RB'D'  sont  dès  lors  semblables 
et  B'D'  est  parallèle  à  EF. 
De  sorte  que  les  deux 
triangles  C'B'D',  CEF  ont 
leurs  trois  côtés  respec- 
tivement   parallèles.    Les 

droites  B'D  et  BD',joignant  A 

des  sommets  homologues, 
doivent  se  couper  sur  GC  qui  joint  les  troisièmes  sommets. 
On  voit  que  cette  démonstration  ne  s'appuie  pas  sur  ce  que 
BB'  =DI). 

La  propriété  a  donc  lieu  indépendamment  de  cette  con- 
dition. 

Si  BB'  =  DD',  la  figure  CGG'H  est  un  losange  et  GC  est 
la  bissectrice  de  l'angle  G.  C'est  donc  une  droite  fixe. 

D'où  l'énoncé  de  ce  lieu  géométrique.  —  Étant  donné  un 
parallélogramme  ABCD,  on  prolonge  AB,  AD  de  longueurs  BB', 
DD'  égales  entre  elles.  On  forme  sur  AB'  et  AD'  le  parallélo- 
gramme AB'G'D'.  On  joint  B'D  et  BD',  et  on  demande  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  droites. 

Dans  ce  cas  on  peut  démontrer  directement  que  la  droite 
CR  est  bissectrice  de  l'angle  G  et  par  suite  passe  par  le 
point  C'. 

En  etlet  BRD'  est  une  transversale  dans  le  triangle  AB  D 
BB'  x  AD  X  DR 


et  l'on  a 
d'où 


AB  x  DD'  X  RB' 

AD'  RB' 


AB  RD 

Les   deux  triangles  ABD'  et  BFG  sont  semblables  et  l'on  a 
AD'  BG 


AB       '    GF' 
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et  d'après  l'égalité  démontrée  on  a 
RB'  RB 


RI)  BF 

Comparant  entre  elles  ces  trois  dernières  égalités,  on  voit 

que    -pTTT-  =    -,-p  .  Le  point  R  divise  la  base  du  triangle 
FG  s\r 

BGF  en  parties  proportionnelles   aux  côtés  adjacents;  il  est 

donc  sur  la  bissectrice  de  l'angle  G. 

r\OTA.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  de  Grenoble;  Jacquier. 
École  normale  de  Charleville  ;  Manceau.  d'Orléans;  Hoc.  de  Sainte-Barbe;  Pas- 
quier.  Institut  Léopold.  Bruxelles;  Chareton.  Collège  Stanislas;  Vazou. Collège 
lioilin;  Renaud,  de  Bordeaux;  Délais,  du  Mans;  Gondy.  Collège  de  Pontarlier  ; 
Montérôu,  Lycée  de  Pau. 


QUESTION  156. 

Solution  par  M.  Dlply.  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


Sur  deux  côtés  consécutifs  d'un  carré  ADGD,  on  décrit  des 
circonférences  ayant  pour  diamètres  ces  côtés,  et  l'on  mène  des 
tangentes  MQ,  NQ  parallèles  au  côté  du 
carré.  Démontrer  que  le  rayon  du  cercle 
0  tangent  aux  deux  premiers  et  à  MQ, 
NQ  est  égal  au  double  du  côté  du  carré 
diminué  de  deux  fois  le  côte  du  triangle 
équilatéral  inscrit  dans  l'un  des  cercles 
précédents . 

Soit  le  problème  résolu  et  ia  le  côté 
du  carré;  joignant  ME,  OE  et  menant 
HOF  parallèle  à  MQ,  on  a  le  triangle  rectangle  EFO.  Soit  ./■ 
le  rayon  du  cercle  cherché,  et  a  le  rayon  des  circonférences 
données,  on  a  51»  =  ÊFa  -fTD2 

(a  +  x)*  =  (a  —  xy  +  (2a  —  x)\ 

d'un  x  =  Jfd  —  2rt  \J3. 

Nom        Ont  résolu  la  même  question  :   MM.   TVssier.  d'Angers;   Schlcsser. 
i  orbeaux,  Vermand,  de  Saint-Quentin;  Peyrabon,  de  Châteauroui;  Blie,  Clu- 


\j 

c 
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reton.  Collège  Stanislas;  Gondy.  de  Pontarlier;  Dumur.  de  Chartres;  Manceau. 
Gélinet.  Huet.  d'Orléans;  Pombart.  École  normale  de  Charleville;  Hoc.  de  Sainte- 
Barbe;  Deslais,  au  Mans;  Hugot.  de  Lyon;  Demaris,  de  Moulins;  Lannes. 
de  Tarbes. 


QUESTION  157. 

Solution  par  M.  Lannes.  élève  au  Lycée  de  Tarbes. 


Une  droite  de  longueur  et  de  direction  constantes  appuie  ses 
extrémités  sur  deux  sphères  données.  On  demande  la  courbe 
décrite  par  chaque  extrémité  sur  la  sphère  correspondante. 

(A  mi  gués.  ) 

Soient  0  et  0'  les  centres  des  deux  sphères.  Par  le  point  0 
menons  une  droite  parallèle  à  la  direction  donnée  et  égale 
à  la  longueur  donnée;  soit  0'  l'extrémité  de  cette  droite. 
En  désignant  par  A  et  A' les  extrémités  de  l'une  des  droiles, 
on  a  OA  =  C'A';  les  extrémités  des  droites  se  trouvent 
donc  sur  la  sphère  ayant  pour  centre  0"  et  un  rayon  égal 
à  0;  elles  se  trouvent  aussi  sur  la  sphère  0'  :  elles  se 
trouvent  donc  à  leur  intersection,  et  comme  cette  intersec- 
tion est  une  circonférence,  la  courhe  décrite  est  une  circon- 
férence. 

Il  en  est  de  môme  pour  la  circonférence  0. 

NOTA.  —  M.  Hoc.  de  l'École  Sainte-Barbe,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  158. 

Solution  par  M.  Gbnin,  Collège  de  Charleville. 


Soient  0  le  centre  d'un  cercle,  ABC  un  triangle  circonsm'i, 
A',  B',  C  les  points  de  contact  des  côtés  BC,  CA.  AB  ;  si  l'on  dé- 
signe par  R  le  rayon  du  cercle,  par  S  et  S'  les  aires  des  trian- 
gles ABC,  A'B'C,  on  a 

S'2 

4S  =  Rt  OA  R   .  OAC  .  UB  U  * 
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On  aS'=OA'B'+  OA'C'+OB'C'  =  5p  (sin  A-f-  sin  B  +  sin  C), 
ou  S'  =  2R2  cos  —  cos  —  cos  — 

2  2  2 

et        OA'B'  .  OAC  .  OB'C   ==  -^-  sin  A  sin  B  sin  B 

o 

„.    .      A  A  B  B      .       C  C 

=  RB  sm  —  cos  —   .  sm  —  cos  —  sm  —  cos  — 
22  2222 


d'où  R* 


OA'B'  .  ol'«T  .  OB-C-  =4R2colg|  colg^cotg-^ 


or  t£  —  = 
2 


_A  =    i/ip  — 6)(p—  c)  ^    t     B=    |/(>  —  a)ip—c) 

9  n/n  —  a)  s     2  p(p  — 


tff 


^(d  —  a)  2  »         p(p —  o 

C_    _  "\f(p  —  a)p  —à)   % 
2    ~~  '         P(P  —  c)        ' 


,,  .      ,     A     ,      B      .     G        l/ps(/>  —  (à)  —  6)  (  —  O 

d  ou  colff —  cotç  —  cotg  —  =   V  r-±r- —^ r~ 

&2         &    2        °    2         r    lu-fli'ip-ôVp-c' 


{p  —  à)*(p  —  bY(p—cy 

-  p* L. 

~    S    ~~   R   ' 


dès  lors  R* 


S2 


OA'B  .  OAC  .OB'C 


T"  =  4R5 


R 


=  4S. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Demaris,  de  Moulins;  Lannes.  de 
Tarbes  ;  Hoc,  de  Sainte-Barbe  ;  Gelinet,  d'Orléans;  Élie,  de  Stanislas;  Longue- 
ville,  à  Charleville  ;  Yermand,  ù  S  tint-Quentin  ;  Dupuy.  à  Grenoble;  Deslais, 
au  Mans. 
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QUESTION    159. 

Nul  h  lion  par  M.  Léopold  Babd,  élève  au  Lycée  de  Niort. 


Construire  un  carré  dont  les  côtés  passent  pur  quatre  points 
donnés. 

Soient  -/.  0,  y,  o  les  points  donnés  cl  AJBCDle  carré  répon- 
dant à  la  question.  Circonscri- 
vons des  cercles  aux  triangles 
SAa,  ocBjî,  pGy,  yDS.La  diagonale 
A.C  du  carré  est  bissectrice  des 
angles  droits  DAB,  BGD;  elle 
passe  donc  par  les  points  connus 
F  cl  E,  milieux  des  deux  demi- 
circonférences  yF(î,  IV.x  décrites 
sur  p8  et  Sa  comme  diamètres, 
el  par  suite  cette  droite  AC  peut 
ihc  construite  ainsi  que  les 
points  A  i'i  (!.  LTn  raisonnement  semblable  montre  que  l'on 
peut  déterminer  facilement  les  points  M  el  J>.  Pour  avoir  le 
carré  on  n'aura  donc  qu'à  joindre  ces  quatre  points. 

La  même  construction  s'applique  encore  au  cas  oîi  I.  % 
3  "ii  i  des  points  doivent  être  situés  sur  les  prolongements 
des  côtés  du  carré. 

Ni > i  a.  —  Dut  résolu  la  même  question  :  SIM.  l'huai,  à  Lorieni  ;  Pasquier, 
Institut  Léopold,  à  Bruxelles  ;  Gélinet,  à  Orléans;  Henry,  à  Nier;  Deslais,  au 
Mans;  Dupuy,  à  Grenoble;  Lannes,  à  Tarbes;  Fontaine,  à  Lille;  Jolly.au 
Collège  de  Vassj  ;  Coignard,  au  Lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 


QUESTION   160. 

Solution  par  M.  Pecqi  i  rt,  élève  du  I  ycée  du  Havre. 


Soit  A-BC   an  triangle  dans  lequel  les  deux  bissectrio 
l'angle  A  sont  Coules.  Démontrer  que  le  cercle  décrit  surBC  comme 
diamètre  rencontre  les  côtés  AB,   V.C  en  deux  point*  1'  et  Q  tek 
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Les  triangles  BUP,  BCQ  sont  rectangles  en  P  et  Q;  je  dis 

qu'ils  sont  égaux.  En. 
effet,  ils  ont  l'hypo- 
ténuse commune  et 
de  plus  les  angles 
PBC.QBCsont  égaux. 
Car,  le  triangle  EAD 
est  rectangle  et  iso- 
scèle;  et  en  appelant 
*  l'angle  BAC  du 
triangle  donné,  on  a 

PBC  =  ABE  =  —  -f  45°  ; 


45°   _  --. 


de  même  BCQ 

Par  suite  le  troisième  angle  QBC  du  triangle  BCQ  est  égal 
à  45°  +  — . 

Donc  PBC  =  QBC 


et  par  suite 


CP  =  CQ. 


Nota.  —  Onl  résolu  la  même  question:  MM.  Fontaine,  à  Lille;  Gelinet,  à 
Orléans;  Libmann,  Élie,  à  Stanislas  ;  Barbieux,  à  Amiens;  Combebiae.  Chau- 
Icl.  a  Montauban  ;  Schlesser,  Corbeaux,  à  Saint-Quentin;  Hugot.  à  Lyon; 
Henry,  à  Nice;  Thual.  ù  Lorient;  Huet,  à  Orléans;  Gondy.  à  Pontarlier; 
Deslais,  au  Mans;  Peyrabon.  Joliannet.  à  (hàteauroux  ;  Objoi-;.  à  Moulins; 
.Marin,  a  Agen;  Pasquier,  Institut  Léopold,  à  Bruxelles  ;  Longueville  a  1  bar- 
lr\j||c;  Arthus  et  Vail.  École  Albert-le-Grand,  à  ArcueU. 


QUESTION  161. 

Koluiiuu  par  M.  Gbnin,  Collège  de  Cbarleville. 


Construire  géométriquement  un  triangle,  connaissant  un  côtét 
un  angle  adjacent  à  ce  côté,  et  sachant  que  les  bissectrices  de 

cet  angle  sont  égales. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  ABC  le  triangle  dont 
on  connaît  le  côté  AB,  l'angle  BAC.  et  soient  AD  =  AE  les 
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bissectrices  égales  de  l'angle  A.  Soit  AH  la  perpendiculaire 
sur  EC.  Cette  droite 
est     bissectrice    de  -..a 

l'angle  EAD. le  trian- 
gle ADE  étant  iso- 
«0('1<\  De  là  la  cons- 
truction suivante  . 
On  construit  l'an- 
gle BAC  et  l'on  mène  les  bissectrices  AE  et  AD  de  cet  angle 
ainsi  que  la  bissectrice  AH  de  l'angle  EAD.  Comme  AB 
est  donné,  du  point  B  abaissons  la  perpendiculaire  BH 
sur  AH.  Cette  ligne  coupe  AC  en  C  et  détermine  le 
triangle  cherché  ABC. 

Nota.  — Onl  résolu  la  même  question:  MM.  Gélinet.  Huet,  à  Orléans  ;Lannes. 
àTarbes;  Tupin  et  larron,  à  Beaume4es-Dames  ;  Barbieux,  école  primaire 
supérieure  d'Amiens;  Combebiae,  Chaulet,  à  Hontauban;  Corbeaux,  Vennand, 
Sclilesscr.  à  Saint-Quentin;  Bugot,  à  Lyon;  Thual,  àLorient;  Gondy, à  Pontar- 
lier;  Blessel,  à  Pari  ;  Deslais,  an  Mans;  Tessier,  à  Angers;  Renaud,  à  Bordeaux; 
Faivre  et  Gindre,  à  Lons-le-Saulnier;  Peyrabon.  Johannet,  à  Cbâteauroux;  Lon- 
gueville,  à  Charlerille;  Gino  Loria,  à  Hantoue  Italie  ;  Marin,  à  Ages;  Breuillé. 
à  Sainte-Barbe;  Peequery,  an  Havre;  Detraz,  à  Bourg;  Libman,  Élie,  Collège 
Stanislas;  Dupuy,  à  Grenoble;  Arthur  et  Vail,  école  Albert  le  Grand,  à  Areueil; 
Komlciii.  lycée  Fontanes,  a  Paris* 


QUESTION  163. 

Solution  par  .M.  Ddput,  «lu  Lycée  de  Grenoble. 


On  donne  une  droite  AB;  un  point  C  se  déplace  entre  Ai*/  B. 
Sur  AC  et  BC  comme  diamètres  on  décrit  les  circonféren       0 

et  0'.  On  mène  une  de*  tangentes  communes  extérieures  qui 
rencontre  en  P  el  Q  les  tangentes  en  A  et  B.  On  mm-:  PO,  QO  ; 
ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  M  dont  on  demande  le 
lieu  géométrique.  (Julliard.) 

Par  M  menons  une  perpendiculaire  KML    aux    tangentes 

AI'.  BQ  et  abaissons  MX  perpendiculaire  sur  PQ.  Les 
droites  MQ,  .MP  sont  bissectrices  des  angles  PQL,  QPK:  il 
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suit  que  ML  =  MN  et  que  MK  =  MN  ;  par  suite  MK  =  ML. 

Le  point  M  se  trouvant  équi- 
dislantdes  langenlesPK,  QL, 
son  lieu  géométrique-  est  la 
perpendiculaire  élevée  au  mi- 
-- Jb  lieu  de  AB.  On  démontre  fa- 
cilement que  la  longueur  de 
cette  perpendiculaire  ne  dé- 
passe pas  le  quart  de  AB  de 
part  et  d'autre  de  cette  droite, 
selon  que  l'on  considère  l'une 

ou  l'autre  des  tangentes  extérieures. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Elie,  du  Collège  Stanislas; 
Corbeaux,  de  Saint-Quentin;  Hugot,  de  Lyon;  Barbieux,  École  primaire 
supérieure  d'Amiens;  Mallet,  Petit  Séminaire  de  Belley;  Vermand,  de  Saint- 
Quentin. 


QUESTION  164. 

solution  par  .M.  Cadot,  élève  du  Lycée  Saint-Louis. 


Construire  graphiquement  l'angle  x  donné  par  l'équation, 

3  sin  cp  cas  cp 


tg  x 
où  cp  est  un  angle  donné. 


3  cos3  m  —  i 

(Launoy.  ) 

Prenons  \inc    droite  AI!  de   longueur  3   luisant    avec   une 
autre  droite  AC  un  angle  cp,  et  for- 
mons le  triangle  rectangle  ABC. 
On  a 

BG  =  AB  sin  cp  =  3  sin  p. 
Soit  (II)  perpendiculaire  sur  A 15. 
Un  a 

CD  =  lit!  cos  cp  ~  3  sin  cp  eos  cp. 
I ''a  11  Ire  part 

A.C  =  3  cos  cp; 
donc 

AD  =  A.G  cos  cp  —  3  cos*  cp. 
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Prenant  sur  DA  une  longueur  DE  —  i   =  -r-AB, 

s  3 

on  a  AE  =  3  cos-  f  —  i. 

Élevons   maintenant  en   E   une    perpendiculaire  à  AB  et 

par  le  point  G  menons  CF  parallèle  à  Ali:  alors 

EF  =  CD  =  3  si u  <f  cos  ip, 

AH  =3  cos*<?  —  i  ; 

,,     ,  EF  3  sin  m  cos  o 

des  lors  ■  ,_    =  tu-  x  =  — r L_: 

AE  3  cos2  ç,  —  i 

EF 
oi  -r=-  =  tu  BAF: 

AE  ° 

d'où  BAF  —  ./  ■. 

Sota.  —  Oui  résolu  la  même  question  :  MM.  Bûcheron,  à  Moulina  ;  Dupuy, 
.i  Grenoble;  Élie,  collège  Stanislas;  Landres.  .i  La  Flèche  ;Gino  Loria  .1  Man* 
lone,  Italie;  Longueville,  à  Charte  ville. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques   élémentaires. 

Toutei  ces  questions  nui  été  proposées  en  1879  dans  !<■■;  examens 
de  l'Université  <l<-  Dublin. 

221.  Si  .;■.  ij.  -  sonl  les  côtés  d'un  carré  inscrit  dans  un 
triangle  dont  les  côtés  sont  a.  I>.  c,  on  a  la  relation 

a  b  c  \-  (  bc      ,      ca  ab 

Ur  +  y  +  ~  -  ')  =  +Vïr  +  »  ;  si 

222.  Mener  par  un  point  trois  droites  de  Longueurs  données, 
telles  que  leurs  extrémités  soienl  les  sommets  d'un  triangle 
équilatéral. 

223.  Les  six  axes  radicaux  des  quatre  cercles  tangents 

aux  eôlés  d'un  triangle  pris  deux  à   deux    sont  les   biss 
Lrices  îles  angles  du  triangle  formé  enjoignant  les  milieux 
des  cùti's. 

224-  Construire  uu  triangle  rectangle  connaissant  les  c 
des  deux  carrés  inscrits, 
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225.  Trouver  le  plus  grand  des  triangles  inscrits  dans  un 
cercle  donné  pour  lesquels  la  différence  de  deux  angles  est 
constante. 


RECHERCHE  DES  FACTEURS  GOMMENSURABLES 

DE   DEGRÉ  QUELCONQUE  D'UNE   ÉQUATIuN 

P;ir  M.  d.  «le  Iiongchamps,  professeur  de  mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Charlemagne. 

(Suite  et  fin,  voir  page  41  et  suiv.). 


4.  —  Nous  nous  proposons  maintenant  d'appliquer  les  idées 
précédentes  à  la  détermination  des  facteurs  commensurables 
du  second  degré.  On  sait  que  si  a  et  h  désignent  des  nombres 
commensurables,  positifs  ou  négatifs,  <JÏ7,  étant  incommensu- 
rable, une  équation  n'admet  pas  la  racine  (a  +  \/b)  sans 
admettre  par  cela  .même  la  racine  (a  —  \Jb.  Dans  ces  condi- 
tions, qui  sont  très  générales,  puisqu'elles  correspondent  aux 
racines  imaginaires  a-f"P*>  quand  a  et  J3  sont  commensurables, 
ou  môme  seulement  a  et  [î2,  l'équation  admet  des  facteurs 
commensurables  du  second  degré  qu'on  peut  se  proposer  de 
déterminer  exactement. 

Posons  y  =  .r-  —  />.;•; 

on  en  tire  successivement  : 

•'-  =  y  +  v->-, 
•''  =py  +  (y  +  p*)œ, 
(y)  )  •'•'  =  (y  +  f-)>j  -f-  (2pn  -f  P8)** 
•'•'  =  im  +  p*)y  +  ('/  +  i?y  +  vK)x, 

■'■°  =  ('f  +  Wy  +  P%  +  (3pys  +  4P1.'/  4-  P8)*, 

Posons  généralement 

ce*  =  S/,  y  +  Ta  .»■  (1) 

Sa  ,  Ta  désignant  des  polynômes  entiers  en  y  et  /),  que  nous 
nous  proposons  de  déterminer.  De  l'égalité  (1),  on  déduit 

•'•''  +  1  =  •'■//*/.  +  (y  +  P^)Ta  ) 
OU  .,•/.-!-  ,  =//Ta.  _|_  ,,V/S/    +  /jT/    |. 
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par  conséquent       S*  +  i  ==  T/.  :  (2) 

T*  +  ,  =  ySk  +  pT*  ;  (3) 

on  en  déduit  S    ...  *  —  pS/,  +  1  —  j/S/,  =  o  (4) 

qui  lie  trois  fonctions  S  consécutives  et  permet  de  les  cal- 
culer successivement,  quand  on  a  déterminé  les  deux  premières, 
qui  sont  d'ailleurs       S,  =  i  ;  S;j  =  p. 

L'égalité  (2)  prouve  de  plus  que  la  fonction  T  est  connue 
quand  on  a  calculé  la  fonction  S  d'indice  immédiatement 
supérieur.  On  peut  dire  encore,  si  l'on  préfère,  queac*  -  1  est 
donné  par  la  formule 

r  -  1  =  ySk  _  i  -\-  œS 

.';.  —  Nous  allons  chercher  l'expression  algébrique  de  S/.. 
Posons,  d'après  l'observation  à  laquelle  donnent  lieu  les 
foi  mules  (a), 

S,  =  p*-s  +AÂV-*y  +  ÀÎp*-  V  +  •  •  • 
le  second  membre  représentant   une  suite  nécessairement 
finie  dont  le  dernier  terme  est 

A-  —  i 

Il     -      quand  k  est  pair, 

fc  -  3  A    -  3 


A/,       ■     i>y       -     quand  h  est  impair. 
Il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients. 
L'égalité  1 1),  qui  est  fondamentale  dans  ce  calcul,  donne 
A.*»  A/; ,    .    .    . 

\        ,    =  A!  -  A 

A3fc  +  a   =  ÀÏ  +  Ji+1  (S) 


il   suffit   d'écrire    qu     les   coeificients   de    p*  -  ->/,  p*  -  *y*, 
p*  -  ,;y3,  .  .  .  sont  nuls,  là  comme  dans  toutes  les  identités. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  première,  elle  donne  succes- 
sivement A{.  +  2  =  i  +  A/,.  +  1 
Aft  +  1  =  i+Aj 


V  =  i  +  A{ 
Ajoutons  et  remarquons  que.  d'après  la  troisième  égalité  (a) 
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A!  =  i ,  et  on  aura  A*  +  2  =  K  —  i , 

ou  si  l'on  préfère,         A[  =  K  —  3  (6) 

Considérons  maintenant   la  seconde  des  égalités   (o),  elle 
donne        A/,  +  2  =  A*  -f-  A*  _  1  -f-  .  .  .  -f  AJ  4-  A" , 
nu.  d'après  (6)  et  en  remarquant  que  A?  =  o. 

_   (K-2KK-3, 

*  +  2  2 

(K— 4)(K  — 5) 

ou  enemv  A-    = .  (h 

1.2 

b\  —  Pour  terminer  ce  calcul  nous  nous  servirons  d'une 
identité  due  à  M.  Eaton  i  i  :  nous  devons  dire  d'ailleurs  que 
la  démonstration  de  cette  identité  est  des  plus  élémentaires  : 
elle  s'établit  comme  dans  beaucoup  d'autres  cas  analogues: 
1°  en  vérifiant  qu'elle  est  vraie  pour  n  =  i  ;  2°  en  recon- 
naissant que.  si  elle  est  établie  pour  une  certaine  valeur  de 
r»,  elle  subsiste  pour  la  valeur  («  -f-  i). 

L'identité  en  question  est 
m(m  -f  i)(«j  -f  2)  .  .  .  (m  +  n)  -f  {m  +    ')(>»  -h   2j   •    •    • 
(m  -f  n  -f  i)  -f-  ■  •  •  +  (P  —  >]),P  —  n  ~h  O  •  •  ■  (p  —  i  >/» 
(p  — J—  i  >/>  -  •  .  (p  —  »)  —  (>n  -f-  n)  .  .  .  m(»n  —  i  > 
n  -f-  2 
Se  reportant  à  la  troisième  des  égaillés  (5),  se  servanl  de 
l'identité  précédente  dans  laquelle  on  supposera 

m  =  î     n  =  i     /;  =  /.  —  4. 
0  1  trouve,  par  un  calcul  identique  à  celui  que  nous  venons 
.de  faire  tout  à  l'heure  el  à  deux  reprises  différentes, 

(/■•—  3n/«-  —  4  )("/■-  —  ?> 

"   '•  -  a     "  ^  1.2.3  " 

l'A  —  3  m  /.  —  6)i/.  —  71 

ou,  A3    =   i '—: 

1  1  .  2  .  .•> 

el  ainsi  de  suite;  la  loi  des  coefficients  devient  évidente  el 

sa  généralisation  se  fait  sans  peine,  grâce   à  l'identité  de 

M.  Ha  ton,  el  l'on  peul  écrire 

S'ototllfs  IntioiM  de  iMlhémnttmtti,  197t.  v  '»"•> 
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Sa  =  //  -  *+(A  —  3)p*  -  *//  -f    (    ~f^~5)P*-»y' 

(/,_  5j(/(_6)f/,:  —  7) 

_Z_  pA  -  *,/<   -)--...  (9) 


1.2.3 

le  second  membre  est  une  suite  nécessairement  finie  ren- 
fermant —  termes  si  k  est  pair,  et  ■    ■  si  k  est  impair. 

2  2 

7.  —  Nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  qu'on  peut 
déduire  des  calculs  précédents  une  conséquence  qui  est  peul- 
ètre  nouvelle  et  qui  ne  nous  paraît  pas  sans  intérêt.  Non-, 
voulons  parler  des  condition*  de  divisibilité  d'un  polynôme 
entier  de  degré  quelconque, 

f  •'•   =  x>»  +  A ,.!•"'      '  -f-  .  .  .  H-  A,„. 
jinr  un  trinôme  du  second  degré, 

./-  —  p.r  —  q. 

-     désignant  la  fonction  que  nous  avons  calculée,  la  for- 
mule i  ■'■  -  i  =  ySk  -  i  +  Sk 
donne  ./•'"  =  ySm  -f-  ./S,,,  +  i 


x>  -  yS,  +  ./S , 
on  aura  donc  : 

/    ■'■]  =  [S/S,,,  -f-  A.//S,,,  —  ,  -f-  -   -   .  H-  Am  _  #S,  -f  A,„J 
+  œ[Sm      i  +  A.S,,,  -f  .  .  .  -f  A,„      ,S,  +  A,„    .  ,]  ,  10, 
f  (x)  s'annule  pour  les  deux  racines  de  l'équation 

x-  —  px  —  q  =  o 
cl  pour  l'une  et  l'outre  de  ces  deux  racine*,  ta  fonction  (x1  -  - 
px),  ou  //.  prend  la  même  valeur  g,  par  conséquent  les  deux 
parenthèses  de  l'égalité  (10),  elles  aussi,  conservent  dans 
ces  deux  cas  la  même  valeur,  et  une  équation  du  premier 
degré  Pa;  +  Q  =  o 

ac  peut  s'annuler  pour  deux  valeurs  différentes  de  \.  si  l'on 
n'a  pas  P  =  o    Q  =  o. 

»  loncluons  donc, 

Théorème.  —  Le  polynôme 

X"  -f  A^-i  -f  ...   +  An, 

i  u  divisible  exactement  par  le  trinônn 

x1  —  px  —  q 
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quand  on  a, 

Sm  -f  A,Sm  _<-}-...   -J-  Am  -  2  S2  -\ '- =  o 

q 

et,     Sm  +  \  -j-   A,Sm  -f-    •  •  •  +  Am  -  2  S3  -f-  Am  -  i  =  o. 
les  fonctions  S  é/onf  données  par  la  formule 

S„  =  p'  -  »  +  (k  -  3 1  p  t  -  «  q  +  <k~ 4>(k-5)  pk- »  ([' 

(k-5)(k-6)(k-7)     ;-2 ; 

1.2.3  * 

e/  satisfaisant  aussi  a  l'égalité, 

Sk  -  2  —  p  Sk  -  1  —  q  Sk  =  o, 
wec  les  condition*  initiales 

S,  =  i  Sa==p. 


RECHERCHES 

SLR  I-KS 

COURBES   PLANES   DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

Par  M.  «I.  Colliu.  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique, 
Professeur  de  Mathématiques. 


Nous  nous  proposons  de  trouver  un  moyen  pour  construire 
facilement  par  points  toutes  les  courbes  planes  du  troisième 
degré  qui  ont  au  moins  une  asymptote  à  distance  finie. 

Dans  ce  but,  nous  considérerons  successivement  celles 
qui  ont  un  point  singulier  et  celles  qui  en  sont  dépourvues. 
Nous  ferons  d'ailleurs  complète  abstraction  des  cas  parti- 
culiers où  les  équations  générales  ne  représentent  plus 
réellement  une  courbe  du  troisième  degré,  mais  simplement 
l'ensemble  .d'une  droite  et  d'une  conique  ou  de  trois  droites. 

Courbes  à  point  singulier. 

Rapportées   au    point  singulier,  ces    courbes  sont    repré- 

sentées  par  une  équation  de  l'une  des   formes  suivantes  : 

■ii  —  mr    y—m'x    y  —  m"x  =  Ay*  -+-  B#y  +  Gr1   i,).  oAsympt  k  l'infini. 

(u  —  mi  -  (y  —  »)".»■  =  \>f  +  B'\v  +  *•'■  '"    -     -  Uympt.  à  l'infini. 
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Du  reste,  dans  les  courbes  (  i8  ),  parmi  les  trois  directions 
asymptotiques  ,  il  peut  y  en  avoir  soit  3  réelles ,  soit 
2  imaginaires  m  et  m,  et  i  réelle  m". 

Théorème  I.  —  Toute  courbe,  à  point  singulier,  ayant  au 

moins  une  asymptote  à  distance  finie,  peut  être  mise  soia  la  forme 

mi-dècomposée  : 

ax  -(-  by  d" 

I    = ; ■ i — 

(y  —  înxi  (y  —  ni  xi  y  —  ni  x 

où  m'  =  m,  s'il  s'arjit  dune  courbe  (  2S  I. 

Ce  n'est  qu'une  application  de  la  théorie  de  la  décompo- 
sition  des  fractions  rationnelles. 

Remarque.  —  Si' m  et  m' sont  réels  et  inégaux,  on  pourra 
inctlre  la  courbe  sous  la  l'orme  annoncée,  de  trois  manières 
différentes;  on  pourra  aussi  continuer  la  décomposition  et 
arriver  ù  la  forme  la  plus  simple: 

d  d'  d 


II    in.r 


y 


m  x 


m   -r 


Théorème  II.  —  Toutecourbe,  à  point  singulier,  ayant  au 
moins   une  asymptote  <)  distance  finie,   peut  se  construire  par 

/joints  ii  l'aille  d'une  conique  et  d'une  droite  fixes. 

En    effet,  si    nous    supposons  cette  courbe   mise  sous  la 
forme    indiquée    par  le   théorème 
précédent,  que  nous  passions  aux 

coordonnée-  polaires,  et  (pie  nous 
posions 

"  cos  '■■  -4-  h  siu  (•> 


et 


(sin  <•>-  m.cos  b>)(sin<0-fli'.cos<i>) 

d 


Sin<t>-771   COSfe) 
DOUS  aurons 

p = Pi  +  h- 

De  là  la  construction  suivante  : 

On  construira  d'abord  les  élément-  nécessaires  de  la  conique 


directrice 


[il  —  mx)  (y  —  m'x)  =  ax  +  by, 
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qui  passe  par  l'origine  et  qui  a  pour  asymptotes  les  asym- 
ptotes de  direction  m  et  m  de  la  courbe  elle-même  ;  puis  la 
droite  asymptote  directrice  y  —  m"x  =  d".  Cela  fait,  par  le 
point  singulier  0.  ou  mènera  autant  de  rayons  OR  que  l'on 
voudra;  on  construira  leurs  points  d'intersection  respectifs 
Mj  et  M2  avec  la  conique  et  la  droite  directrices  ;  l'on 
prendra    "  OM  =  0Mt  +  031,. 

Les  point-  M  ainsi  obtenus  seront  des  points  de  la  courbe. 

Remarque  1.  —  Dans  le  cas  où  la  conique  directrice  est 
uue  ellipse,  comme  cela  a  lieu  pour  le  Folium  de  Descartes. 
on  pourra,  si  on  le  veut,  considérer  la  courbe  à  construire 
comme  la  projection  d'une  autre  courbe  dont  la  conique 
directrice  serait  un  cercle. 

Remarque  11.  —  Si  la  conique  directrice  est  une  hyperbole, 
la  courbe  peul  se  mettre  sous  la  forme  décomposée 
d  d  .  d 

I    = ; — 

y  —  mx         y  —  m  ■>■         y  —  m  -'• 

C.-à-d.  p  =  ?l  +  p2  +  ,:, 

el  ainsi,  le  triangle    des    asymptotes    étant  tracé,  il  suffit, 

pour  avoir  un    point    M  de  la  courbe,  de  mener  un  rayon 
quelconque  OR,  marquer  ses  points  d"intersection  resperlif- 
M,.  Ms,  M8,  avec  les   asymptotes,  et  prendre 
OM  =  <>M,  -f  OM,  +  0M3. 

Théorème  III.  —  La  sous-normale  en  un  point  M  de  lu 
courbe  est  égale  ii  (a  somme  algébrique  des  sous-normales  aux 
points  correspondants  M,  cl  M,  de  !"  conique  et  de  lu  droite 
directrices. 

Mil   effet,   'le  p  =  p,  -f-  ,'-:• 

■  ni  déduit  :    =  p't  -\-  :  .. 

Si  hi  conique  directrice  est  une  hyperbole,  on  peut  faire 
l.i  même  remarque  que  ci— dessus. 

Sachant  construire  la  sous-nonnale,  un  sait  donc  tracer 
la  tangente. 

1  ette  méthode,  non  Beulemenl  permet  «le  déterminer  gra- 
phiquement la  courbe  et  d'une  manière  très  simple;  mais 


elle  en  rend,  aussi  évidemment  la  discussion  tics  rapide;  elle 
en  fait  apercevoir  de  suite  la  forme. 

Le  point  oit  la  courbe  rencontre  l'asymptote  directrice 
se  trouve  sur  la  tangente  en  0  à  la  conique  directrice. 

Les  tangentes  au  point  singulier  0  sont  les  rayons  vecteurs 
nuls.  Donc,  pour  les  obtenir,  on  tracera  la  symétrique  de 
l'asymptote  directrice  par  rapport  à  0,  et  l'on  déterminera  les 
points  d'intersection  X,  cl  .Y,  de  celle  droite  avec  la  conique; 
les  rayons  0Nt  et  0N2  seront  les  tangentes  cherchées.  Donc, 
suivant  que  celle  symétrique  rencontre  la  conique  en  doux 
points  X,  et  X,  réels  et  distincts,  réels  cl  confondus,  ou 
imaginaires,  le  point  singulier  est  un  point  double  réel,  un 
point  de  rebroussement,  ou  un  poinl  double  isolé. 

Gela  posé,  si  nous  convenons  d'appeler  elliptiques,  hyperbo- 
liques ou  paraboliques  les  courbes  que  nous  étudions,  suivant 
qu'elles  ont  pour  conique  directrice  une  ellipse,  une  hyper- 
bole, ou  une  parabole;  —  et  si  nous  désignons  par  hl) 
l'asymptote  directrice,  SS  sa  symétrique  par  rapport  à  0, 
Oï  la  tangente  en  0  à  la  conique  directrice  (C),  on  peut 
établir  la  classification  des  courbes  planes  du  troisième  degré 
ii  point  singulier,  et  ayant  au  moins  une  asymptote  à  distance 
Unie,  d'après  les  caractères  suivants  : 

l 'ourbes  elliptiques. 

!l°  sS  rencontre  (G)  en  deux 
points  distincts; 
2»  SS  rencontre  (C)  en  deux 
points  confondus: 
3°  SS  rencontre  (G)  en  deux 
points  imaginaires; 
!  1°  SS  rencontre  (G)  en  deux 

if  nTl      ,          ,,- ,  v  ,>m,     [      points  distincts; 

1 1.  Dl)  est  parallèle  aUl;  l      ' 

,                                 .    .  ,,.            2"  SS  rencontre  (Ci  en  deux 

alors     2    ou    o   point  d  m-   { 

,  )       points  confondu^; 

lexion.  I  o    on 

,»"  ss  rencontre  (G)  en  deux 

points  imaginaires. 
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Courbes  hyperboliques. 


I.  DD  n'est  pas  parallèle 
à  OT;  alors  3  ou  i  point 
d'inflexion. 


1°SS  rencontre' 
(G)  en  deux 
points  réels 
et  distincts. 


11.1)1)  est  parallèle  à  OT  ; 
alors  2  ou  o  points  d'in- 
flexion. 


(a)  Le  point  sin- 
gulier 0  esta 
l'extérieur 
du  triangle 
des  asym- 
ptotes, 
(p)  Le  point  O 
est  à  l'inté- 
rieur du 
triangle  des 
asymptotes. 
2°  SS  rencontre    (G)   en  deux 

points  réduits  à  un; 
3°  SS   rencontre  (C)   en  deux 
points  imaginaires. 

/(a)  Le  point  O 
est  à  l'ex- 
térieur   du 


4°SS  rencontre 
(C)  en   deux< 
points    réels 
et  distincts. 


triangle  des 
asymptotes. 
{$)  Le  point  O 
est  à  l'in- 
térieur du 
triangle  des 
asymptotes. 
2°  SS  rencontre   (G)   en   deux 

points  réduits  à  un  ; 
3°  SS  rencontre   (G)    en    deux 
points  imaginaires. 

111.    Le  point   O  est   centre  de    gravité   du    triangle    des 
.i   \  mptotes. 

"n  arrive  du  reste  très  facilement   par   l'analyse  a  celle 
même  classification. 
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Courbes  paraboliques. 

1°  SS  rencontre  (C)  en  deux 

points  distincts; 
2°  SS  rencontre  (G)  en  deux 

points  confondus; 
8°  SS  rencontre  (G)  en  deux 

points  imaginaires. 
1°  SS  rencontre  (C)  en  deux 

points  distincts. 
2°  SS  rencontre  (G)  en  deux 
points  imaginaires. 
Il  va  donc  en  tout  18  espèces  de  courbes  du  troisième  deiiié 
à  point  singulier  et  ayant  au  moins  une  asymptote  à  dislancc 
finie. 


I.  DD  n'est  pas  parallèle  à 
OT.  i  ou  3  points  d'inflexion. 


II.  DD  est  parallèle  à  OT.  o 
ou  2  points  d'inflexion. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET    LEURS    APPLICATIONS    l.\     GÉOMÉTRIE, 
Par  .M.  E    «I.  Boquel. 
Suite .  voir  p.  :i">  t-t  suiv. 


Pour   appliquer  immédiatement   le    théorème   que    nous 

venons  d'établir,  soit  la  forme  quadratique  binaire  (c'est-à- 
dire  ;i  deux  variables)  A.;  -  -}-  ïBxy  -f-  Oj-,  qui  forme  l'en- 
semble des  ternies  du  deuxième  degré  dans  l'équation 
générale  des  coniques. 

L'invariant  de  celte  tonne  (qui  en  est  en  môme  temps  le 
discriminant,  car  nous  reconnaîtrons  plus  tard  que  les  formes 
quadratiques  n'ont  d'autre  invariant  que   leur   discriminant) 


est   le  déterminant 


A 
B 


=  AG  —  H'. 


Si   l'on  l'ait  dans   la    forme  proposée    la    substitution  Li— 

(  x  =  a.r'  4-  bu' 
ueaire  <  on  obtiendra  une  aulic  forme  qua- 
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dratique  binaire  A,/-  -j-  iB'x'y  -f-  G'»/'2,  dont  l'invariant  sera 
A  C  —  B'2. 

Or,  d'après  le  théorème  établi  pages  30,  40  et  41.  on  aura  : 
A'C  —  B'2  =  (AC  —  B*)(ab'  —  ha')"-. 

Il  en  résulte  que  le  signe  du  discriminant  (ou  invariant) 
nouveau  est  le  même  que  celui  du  premier. 

Or,  on  sait  que  le  signe  de  la  quantité  AG  —  B2  définit  le 
genre  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  générale  de 
deuxième  degré  à  deux  variables;  on  retrouve  donc  ce  ré- 
sultat, évident  à  priori  au  point  de  vue  géométrique,  que 
le  genre  d'une  conique  est  indépendant  des  axes  auxquels 
elle  est  rapportée. 

("est  là  un  premier  exemple,  remarquable  en  raison  de  sa 
simplicité  même,  de  la  connexité  constante  qui  existe  entre 
les  propriétés  purement  algébriques  des  formes  et  les 
propriétés  géométriques  des  figures  dans  les  équations  des- 
quelles entrent  ces  formes. 

—  Soit  de  même  la  forme   quadra trique  ternaire  (c.-à-d.  à 
trois  variables)  A.r2-f  A/y"-}-  A  "s2  -\-  2B<jz  -f  2B'zx  -f-  2B"xy, 
qui  forme   l'ensemble    des    termes    du    second    degré    dan 
l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre. 

Son  invariant  (ou  déterminaul)  est  le  déterminant 

A       B"     B' 

B"    A'     B       =  AA'A"  +  2BBT,  —  ABa  —  A  B  -  —  A  "B  - 

B'     B      A" 

si  l'on  fait  dans  la  forme   proposée  la  substitution    linéaire 

x  =  ax     -f-  by     -\-  cz 

y  =  d.r    -j-  b'y     -j-  cz 

z  =  â"x   -j-  b"y    -f-  c"s 

ce  qui,  au  poin  t  de  vue  géométrique,  signifie  que  l'on  rapporte 

l.i  surface  dans  l'équation  de  laquelle  entre  la  forme  proposée 

ii   d'autres  axes   de  coordonnées,  on   obtiendra   une  autre 

forme  quadratique  ternaire 

A,.,-    |-  A  ,<r  -t    A  \z*  +  iBiy'z  -f  iB^zx'  -|-  2B ',.,';/'. 
donl  l'invariant  esl  le  déterminant 

\,   l'.'.B', 

B  ,A,  H,  \,V,A ', -h^H.H.U    -A.lV-A'.Jir- A',B 

B'.  B,    \  , 


et  d'après  le  théorème  fondamental,  on  a 


A,  B"t  B\ 
B",  k\  Bt 
B'i   B,    A", 


A    B"  B'  I  a    b    c 

B"  A'  B       X  \  a    b'  c 

B    B    A"  |  a"  6"  c" 

Le  signe  du  nouveau   discriminant  est  donc  le  même  que 
celui  du  premier. 

Or,  on  sait  que  ce  signe  fixe  la  variété  à  laquelle  appartient 
le  cône  représenté  par  l'équation  kx1  -f-  A'y2  -{-  A'V  -f-  iByz 
-f-  2B'zx+  2B'xy=  o,  variété  qui  est  d'ailleurs  intimement 
liée  à  la  nature  même  de  la  surface  représentée  par  l'équation 
générale  du  second  ordre  à  trois  variables  ;  on  retrouve  donc 
encore  ici  l'explication  purement  algébrique  d'un  fait  géomé- 
trique évident  à  priori. 
—  Reprenons  la  relation 

A'C  —  B'*  =  (AG  —  B*)(ab'  —  ba')*. 
On  sait  que,  dans  un  changement  de  coordonnées  obliques, 
on  a 


a  = 


sin  (0  —  x) 
sin  8 


,6  = 


sin  (6  —  a') 


sin  ô 


-,a  = 


Sin  a     . ,         Sin  a 
-,  b  =■ 


sin  6 


sin  0 


par  suite 

ab  —  6a'  = 

ou   ab'  —  ba  = 


sin 

10 

— 

,) 

sin 

%  — 

sin 

(6- 

a)  sin 

a 

sin 

a' 

sin 

6 

cos 

sin2 
a  — 

0 
sin 

0  cos 

a'  sin 

sin*  0 


sin  (a  —  a) 
sin  0 


Or  a'  —  a  est  l'angle  0'  que  font  entre  eux  les  nouveaux 
axes;  on  a  donc 

sin1  6' 

A'C  —  B'2  =  (AG  —  B2)  — , 

v  !     sin2  6  ' 

d'où  résulte  la  relation  remarquable 

A'C  —  B  »  AC  —  B* 


sin1  8' 
qui  exprime  que  la  quantité 


AG 


sin2  8 
-B2 


est  indépendante  du 


choix  des  axes  de  coordonnées,  c'est-à-dire  conserve  une 
valeur  constante  dans  tous  les  systèmes. 
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—  Si  nous  considérons  la  forme  quadratique  ternaire 
Ao-2  +  2Bxy  +  Cy2  +  2T>xz  -f  2ÏÏyz  +  Fz2 
obtenue    en    rétablissant  l'homogénéité   dans   le   polynôme 
vénérai  du  deuxième  degré  à  deux  variables  au  moyen  de  la 
variable   apparente  z  =  i,  on   obtiendra  une   autre  forme 
analogue 

Kx*  +  2B'x'y'  +  C'y'2  -f  aD'œ*  +  2Ey*'  +  Fs'« 
au  moyen  de  la  substitution  linéaire 

r  x  =  ax'  -f-  by  4-  cz 
\  y  =  ax  -f  b'y  +  cV 
(  ^  =  a"x  -\-  b'y  -J-  cV 
et  nous  savons  qu'on  a,  en  vertu  du  théorème  fondamental  : 
A'  B'  D' 
B'  G'  E' 
D'  E'  F' 

Or   la   substitution   considérée  revient  à  un  changement 
général  de  coordonnées  planes,  si  l'on  pose 

a"  =  o,  b"  =  o,  c"  =  i,  et  si  l'on  suppose    z  =  i. 
Dans  ce  cas,  le  déterminant  de  la  substitution  (auquel  on 
donne  aussi  le  nom  de  module  de  la  transformation)  se  réduit  à 
abc 


A  B  D 

abc 

= 

B  C  E 

X 

a  b'  c 

D  E  F 

a"b"  c" 

a  b'  c 
o  o  i 


=  (ab'  —  ba')  = 


sin  6' 
sin  6 


D'où  résulte  la  relation  remarquable 

F    (AG  —  B2)  -f    2BDE  —  AE2  —  CD2 

sin2  0 
F'  (AG'  —  B'2)  -f-  2B'D,E^  —  A  E 2  —  CD'2 
sin2  0'  ' 

qui  exprime  que  le  quotient  de  la  quantité  connue  eu  géo- 
métrie analytique  sous  le  nom  de  A,  par  le  carré  du  sinus 
de  l'angle  des  coordonnées,  a  une  valeur  indépendante  du 
choix  des  axes. 

Or,  on  sait  que  le  signe  de  la  quantité  A  fixe  la  variété  à 
laquelle  appartient  la  conique  représentée  par  l'équation 
générale  du  second  ordre;  au  point  de  vue  géométrique, 
on  Bail  donc  à  priori  que  ce  signe  ne  peut  dépendre  du 
choix  Mes  axes;  mais  nous  avons  en  môme  temps  reconnu 
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algébriquement   quelque  chose    de   plus,  à  savoir  que  non 

seulement  le  signe  de  A  ne  peut  changer,  mais  que  la  valeur 

A 

môme  de  — : est  constante  dans  tous   les  systèmes. 

sin2  8  J 

—  Nous  pourrions  rappeler  ici  les  applications  de  l'im- 
portant théorème  démontré  dans  notre  premier  article,  et 
nous  en  trouverions  de  nombreux  exemples  dans  l'étude  des 
coordonnées  trilinéaires;  mais  nous  sommes  forcés  d'abréger, 
pour  passer  en  revue  d'autres  propriétés  des  formes  qua- 
dratiques, et  nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  engager 
les  lecteurs  à  pousser  d'eux-mêmes  plus  avant  dans  cet  ordre 
d'idées. 

—  Soit  une  forme  quadratique  à  trois  variables  décom- 
posée en  somme  de  carrés. 

F  =  (*x  +  Ç,y  +  T*)«  +  (x'x  +  p'y  +  y'*)2  +  (a  'x  +  f  y  +  y"  zf 
son  invariant  sera,  d'après  la  définition  donnée  précédem- 
ment : 

y.2  -f-  a'2  -|-  a"2        x3  -j-  a'jâ'  -f-  x   \  xy  -f-  x'y  +  n'y" 

xp  -f  x'p'-f-  a'p"     ô2  4-  P  +  ,8"2         Py  +  PY  +  PY 
*y + «Y 4-  «Y     Py  4-  PY 4-  PY      y2  4-  t*  +  y"2 

On  voit  qu'il  est  égal  au  carré  du  déterminant 

*    P    y| 

x       fi'      y 
x'      p'      y'| 

formé  avec  les  coefficients  des  fonctions  linéaires  entrant 
sous  les  carrés. 

—  Si  l'on  a.  dans  la  décomposition,  un  ou  plusieurs  carrés 
précédés  du  signe — ,  on  remplacera,  dans  le  calcul  précé- 
dent, les  coefficients  des  variables  sous  ces  carrés  par  leurs 
produits  par  v —   i  ;  c'est  ainsi  que  l'invariant  de  la  forme 

F  =  (aa?4-Py  +  T»)*— («*  +  PV  +  T*)*  +  («"*  +  P'y+TI  :  - 

sera  le  carré  du  déterminant 


V3" 


bV 

p 


Y 

yV" 

m 

Y 
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—  Si  la  forme  quadratique  considérée  est  la  somme  de 
n — p  carrés  dépendant  de  n  variables,  son  invariant  sera 
nul,  comme  ayant  un  certain  nombre  de  lignes  nulles. 

Soit,  par  exemple,  F  ==  (ox  -f  $y  -f  yzf  -f  (a'x  -f  p'y  -f  Y'*)« 
son  invariant  sera,  d'après  ce  qui  précède,  le  carré  du  déter- 
minant a       ^       y 

a'       3'       y' 

o      o       o 
et  sera,  par  suite,  nul. 

—  D'une  manière  générale,  il  est  facile  de  voir  que  pour 
que  le  nombre  des  carrés  obtenus  en  décomposant  une  forme 
quadratique  en  somme  de  carrés,  soit  précisément  égal  au  nombre 
des  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  l'invariant  de  cette  forme 
soit  différent  de  zéro. 

1°  La  condition  est  nécessaire;  car  si  l'on  considère  n 
carrés  de  n  fonctions  linéaires  distinctes,  l'invariant  est  égal 
au  carré  du  déterminant  formé  avec  les  coefficients  des  fonc- 
tions sous  les  carrés,  et  comme  ces  fonctions  sont  supposées 
distinctes,  leur  déterminant  est  différent  de  zéro  :  il  en  est 
donc  de  même  de  son  carré; 

2°  Elle  est  suffisante;  car  si  A  est  \,  o,  la  décomposition 

donnera  un  nombre  de  carrés  précisément  égal  au  nombre 
des  variables,  puisque,  si  l'on  pouvait  obtenir  moins  de 
carrés  que  de  variables,  il  faudrait  que  A  fût  nul,  en  vertu 
de  la  remarque  faite  plus  haut. 

—  Application  hune  question  d'examen.  —  La  condition  pour 
qu'un  polynôme  homogène  du  deuxième  degré  à  ti*ois  variables, 
ou,  en  d'autres  termes,  pour  qu'une  forme  quadratique  ternaire 
soit  déco mposable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  est  que 
l'invariant  de  cette  forme  soit  nul. 

En  effet,  un   produit  de  deux  facteurs  linéaires  est  une 
somme   ou  une   différence  de  deux  carrés,  suivant  que  les 
coefficients  de  ces  facteurs  sont  réels    ou  imaginaires;  car 
on  a:       P«  +  Q»  =  (p  +  Q  v/~)  (p_Qv/~^ 
et  P»  _  Q*  —  (p  4.  Q)  (P  _  Q). 

Or  nous   venons  de  démontrer    que   pour  qu'une    forme 
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quadratique  se  réduise  à  une  somme  d'un  nombre  de  carrés 
moindre  que  le  nombre  des  variables,  il  faut  que  l'invariant 
de  cette  forme  soit  nul. 

—  En  rendant  homogène  le  polynôme  général  du  deuxième 
degré  à  deux  variables,  on  voit  par  conséquent  que  pour  que 
l'équation  générale  du  deuxième  degré  à  deux  variables 
représente  deux  droites,  il  faut  qu'on  ait  : 

AE*  -f  CD*  —  2BDE  -f  F(B*  —  AG)  =  0. 
En  effet,  le  polynôme 

Ax*  +  2Bxy  -f-  Cy*  +  2\)x  -f  2E1/+  F. 
devient  par  le  rétablissement  de  l'homogénéité  (t  =  i): 
Aos2  -f-  2Bxy  -f  Cy*  -f-  2Dxt  +  2Eyt  +  F/1. 
C'est  là  une  forme  quadratique  ternaire  dont  l'invariant 
est  :  A  B  D 

B  C  E 
DE  F 
et  cet  invariant  développé  donne  la  condition  énoncée. 

Il  résulte  également  des  mêmes  considérations  que,  pour 
que  la  forme  quadratique  ternaire  entrant  dans  l'équation 
générale  des  surfaces  du  deuxième  ordre  se  décompose  en 
un  produit  de  deux  facteurs  linéaires,  il  faut  qu'on  ait 
A    B"    B' 
B'   A'     B      =o 
B'   B      A' 

c'est-à-dire  que  les  surfaces  considérées  n'aient  pas  un 
centre  unique. 

De    la   forme    adjointe.  (Gauss.)   —  Prenons  encore  pour 
exemple  une  forme  ternaire,  c'est-à-dire  à  trois  variables,  et 
soit  : 
/  =  a^xf  -f-  ai2x^  -f  assa;,a  -}-  2auxlx2  +  2a2Sx2xs  -f-  2al3x1x, 

On  aura       —  fXi  =  alixi  -f-  aitx%  -\-  al3xs 
—  fx,  =  o^Xy,  -f-  atix2  -f-  o2Sa?j 

2 

2 

Appelons  Xt,  X„  X8  ces  trois    fonctions  linéaires;  nous 
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aurons  trois  équations  du  premier  degré  d'où  nous  pouvons 
tirer,  en  supposant  A^o,    les   valeurs   de    Xj,   x2,   x3,    en 

fonction  de  X,,  X2,  X3.  Si  nous  reportons  ces  valeurs  dans 

F 
la  fonction  f,  elle  prendra  la  torme  —,  F  élant  une  fonction 

homogène  et  du  deuxième  degré  dépendant  de  X1?  X2,  X3; 
c'est  cette  fonction  qu'on  appelle  la  forme  adjointe  de  la 
forme  donnée/".  Sa  formation  est  simple;  car,  en  vertu  du 
théorème  d'Euler,  on  a  : 

xi  /  xi    r~  ■">  /  3-î     i     x3  I  "X-3  ==   2/  [Xi,  X%,  X3) 
c.-à-d.       Xt  xt   -f-  x«ar-,   -f-  X3x3   =  f 
et  en  remplaçant  dans  cette  expression  xu  x2,  x3  par  leurs 

F 

valeurs  en  Xl5  X2,  X3,  on  a  bien  f  =  — —  • 

A 

—  Il  est  facile  de  voir,  et  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin 
de  le  reconnaître  lui-même,  que  cette  définition  s'applique 
sans  modifications  à  une  forme  quadratique  renfermant  un 
nombre  quelconque  de  variables.  lien  est  d'ailleurs  de  même 
des  considérations  qui  vont  suivre. 

—  Propriété  fondamentale  de  la  forme  adjointe.  —  Soit,  comme 

précédemment,  la  forme  f  =  ali  xt2  -f-  a22   x.22  -f-  a33  x3* 

-f-   2au  Xi  x2  -f-  2ai3  xt  x3  -f-  2a23  x%  xs-   Considérons  la 

forme  o  =  bf  —    foX,   -f  cc,X2   +  x3X3y,   où   X1?    X2,  X3 

sont    les   fonctions   définies   plus   haut;  nous  allons    établir 

que,  si  l'on  prend  V invariant  de  <p,  cet  invariant  contiendra  8" 

en  facteur,  et  que  ce  facteur  étant  supprimé,  si  l'on  égale  ce  qui 

F 
reste   à  zéro,   on  aura  la  relation  0  =  — ,  dans   laquelle  F 

A 

désigne  la  forme  adjointe  de  f,  et  A  l'invariant  de  f. 
En  effet,  nous  avons  vu  qu'on  a  : 

!    Ait   Xi  — f-  Q12  £C2  -)■-  û13   X3   =  JLi 
(1)     .  a2l  Xi  -f-  ar2  xt  -\-  ai3  x3  =  A4 
V  aai  Xi  -\-  a32  xt  -\-  a33  x3  =  Xs 
Or  posons  0  =  xt  Xt  -\-  x2  X2  -\-  x3  X3  ;  le  calcul  dont  il 
l'agit  revient  à  l'élimination  de  xlt  x2,  x3  entre  celte  der- 
nière équation  et  les  relations  (1).  Le  résultat  de  cetle  élimi- 
nation s'obtiendra  en  rendant  les  équations  homogènes,  et 
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égalant  à  zéro  le  déterminant  des  coefficients  des  indéter- 
minées. Pour  cela,  multiplions  les  trois  premières  par  la 
dernière  ;  il  vient  : 

0  (au  JCt  -f-  a12  x2  +  al3  x9)  —  Xt  (xt  Xt  -J-  x%  X2  -f-  x%  X3)  =  o 
f)  (atl  xt  +  o,,  xx  -f-  ai3  x3)  —  X2  (xt  Xt  +  x2  X2  -f  x3  X,)  =  o 
8  (aM  Xt  +  a32  x2  +  a33  x3)  —  X3  (jt  Xt  -f  x2  X,  -f  x3  X3)  =  o 
Le  déterminant  des  coefficients  de  xit  x2,  x3  égalé  à  zéro 
est  le  résultat  de  l'élimination.  Or,  ce  déterminant  est  le  sui- 
vant : 

0an  —  Xt2        ea12  —  XtX2      9au  —  XtX3 


(P) 


=  o 


6g21  —  XtX2      0a22  —  X22         0a23  —  X2X3 
0a31  —  XtX3      6o32  —  X2X3       taM  —  X32 
Il  est  facile  de  voir  que  ce  déterminant,  qui  n'est  autre  que 
l'invariant  de  ip,  est  décomposable  en  une  somme  de  2S  dé- 
terminants obtenus  en  prenant  les  termes  de  toutes  les  ma- 
nières possibles. 

On  a  d'abord  le  déterminant  formé  des  premiers  termes 
des  premières  colonnes 

0an      0a12      tau 

0a21       0o22       ta,, 

taM       0«32       6o33 

qui  contient  O3   en  facteur  devant  l'invariant  A  de  la  forme 

/'  elle-même. 

On  a  ensuite  le  déterminant  formé  avec  les  seconds  termes 
de  la  première  colonne  et  les  premiers  termes  des  autres 
Xt2         0a12      6a13 
XtXa      0a22      8a23 


XtX3 


Oo, 


Go, 


lequel  contient  O2  en  facteur. 

Il  y  a  deux  autres  déterminants  analogues  à  celui-là  ; 
quant  aux  quatre  autres,  ils  sont  nuls,  comme  contenant 
chacun  deux  colonnes  identiques. 

En  effet,  prenons  par  exemple  le  déterminant  formé  par  les 
seconds  termes  des  deux  premières  colonnes  et  les  pre- 
miers de  la  troisième  ;  il  sera 


Xt2        X,X2 
X,X2     X22 
AjX3     X2X3 


ta,. 


X,X2 


xt 

x, 

f'«13 

x2 

x, 

tau 

x, 

x, 

fa« 

=  o. 


L'équation  (P)  =  o  se  réduit  donc  à  la  suivante  : 

F 
6»(0A  —  F)  =  o         d'où  0  =  — .         c.  q.  f.  d. 

(A  suivre.) 


NOTE  SUR  LES  FONCTIONS  TRIGONOMETRIQUES 

Par  M.  H.  Laurent,   répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


Il  est  souvent  difficile  en  analyse  de  s'affranchir  des 
considérations  géométriques  ;  au  point  de  vue  philosophique 
il  y  a  un  vice  de  forme  :  on  conçoit  en  effet  que  les  vérités 
de  l'algèbre  soient  indépendantes  des  propriétés  de  l'éten- 
due. 

La  trigonométrie,  telle  qu'on  l'enseigne,  et  telle  qu'elle 
doit  être  enseignée  (car  on  ne  doit  jamais  cacher  les  mé- 
thodes d'invention),  a  l'inconvénient  de  reposer  sur  tous  les 
postulata  de  la  géométrie,  et  en  particulier  sur  le  postulatum 
d'Euclide.  Il  est  facile  de  refaire  la  trigonométrie  à  un 
point  de  vue  purement  algébrique  et  de  l'affranchir  de  toute 
considération  géométrique  ;  c'est  ce  que  nous  allons  faire. 

1°  De  l'exponentielle.  —  Nous  poserons 

xx2               x*                             xn  ... 

^=H ~  +  •  . .  5 (i) 

I  1.2  1.2.3  1.2.  3..   .71 

la  fonction  ex  sera  alors  finie  et  continue  pour  toutes  les 
valeurs  finies,  réelles  ou  imaginaires,  de  x.  On  aura  d'ail- 
leurs 

ey  =  ,  +  -L  +  JL  _j_  .    _    . Ç (2) 

I  1.2  1.2.3...»  ' 

en  multipliant  les  formules  (1)  et  (2)  membre  à  membre  on  a  : 

x+  y 


exev  ==  i  -\- 


i 


i  (    xn      ■  xn~i  y   i       \, 

T\i.2...n    T    i   .  2  .   .    .  (n—  i)     i    I"  '  '  7  "H-*" 


ou  bien  e00  e'J  =  i 
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,   x+y 


i           r        .     n 
H xn  H xn  ~  *  w 

'        I.2.3...H     L  '        I  * 


n(n  —  i) 

— - Xn  ~  2j/« 


]  + 


ou  enfin 

.    x  +  y    ,  (#  +  y)n 

e»  e  y  =  i  H L-£-  +  . . . ! l— *— \-  . . .  =  ex  +  y 

i  i    .  2  .  3  . . .  n 

Ainsi  se  trouve  établie  la  propriété  fondamentale  de 
l'exponentielle,  et  au  besoin  sa  continuité  ;  car  si  y  est 
très  petit,  ev  est  voisin  de  l'unité,  et  ex +'J  =ex  ey  est  très 
voisin  de  ex.Les  autres  propriétés  de  l'exponentielle  se 
déduisent  de  là. 

2°  Sinus  et  cosinus.  —  On  posera  comme  définition  : 

e  v        -\-  e  .  ex  —  e       v        (3) 

cosx  = sinx=;  ,  v  ' 

2  2  N/^~T 

ou  ce  qui  revient  au  même 

x*  x{ 

cos  x  =  i 1 ^— ...  (4) 

1.2  1.2.3.4 

X*  2* 

sin  x  =  x —  -\ = -  —  . . .    (o) 

1.2.3  1.2.3.4.3 

et  on  en  conclura  d'ailleurs 


X\l 

e 


--=  cos  x  -f  v  —  1  sin  ce  (6) 

3°  Formules  d'addition.  —  Si  dans  les  formules 

sin  (x  ±  y)  =  sin  x  cos  ;/  ±  cos  x  sin  1/         (7) 
cos  (x  zh  y)  =  cos  x  cos  y  =p  sin  x  sin  y        (8) 
on  remplace  sin  (x  zh  y),  cos  (x  ±  y),  sin  ce,  sin  y,  cos  a?, 
cos  y  par  leurs  valeurs  tirées    de    (3),  on  constate  qu'elles 
se   réduisent  à  des   identités,    ces   formules  (7)  et  (8)  sont 
donc  exactes. 

A0  Autres  formules  fondamentales.  — Les  formules  (4)  et  (5) 

,  .  T  .      sin  x 

donnent  sin  0=0,  Lim  =  1   pour  x  =  o  et  cos  o 

x 

=  1,  sin  ( —  ce)  =  —  sin  x  et  cos  ( —  x)  =  -f-  cos  x;  si 
donc  on  fait  x  =  y  dans  la  formule  (8)  on  a  : 

1  =  cos*  x  +  sin1  x.  (9) 
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o°  Racines  réelles  de  sin  x  =  o,  cos  x  =  o.  Soient  —  et 

2  2 

deux  racines  de  cos  x  =  o  comprises  entre  i  et  2  ;  s'il  peut 

en  exister  plus  d'une,  il    y  aura  nécessairement  entre  ces 

limites  un    nombre    fini    de    racines;   sans  quoi  il  y  aurait 

des  racines  de  cos  x  =  o  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre. 

ic            ic 
Supposons  donc très  petit  ;  d'après  la  formule  (7) 

on  aura  :  sin  (  — —  )  =  o  et  — —  sera  racine  de  sinac: 

\  2  i  J  2 

=  o;  appelons  cette  quantité  a:  en  vertu  de  (7),  si  l'on  fait 

x  =  a,  y  =  a,  on  aura  sin  2a  =  o,  on  aurait  de  même  sin  3a 

=  o  .  .  .  or  ceci  est  absurde;  car 

sin  x  =  x  (  i —  -\ .    . 

\  i.2.3  1.2.3.4.5 

or  la  quantité  entre  parenthèses  ne  s'annule  pas   pour  des 

valeurs  de  x  moindres  que  l'unité,  car  pour  x  <  1  la  série 

x*  x'  x6 

1.2.3  1.2.3.4.5  1.2. ...7 

est  moindre  que—;  sin  a;  ne  saurait  donc  l'annuler  pour  de 
o 

très  petites  valeurs  a,  2  a,  .    .    .  de  x;  donc  enfin  cos  x  n'a 

qu'un   nombre  limité  de  racines  comprises    entre    1     et  2  ; 

—  sera  la  plus  petite  de  toutes  ;  on  voit  aussi  que  la  diffé- 
rence de  deux  racines  est  au  moins  égale  à  un. 

6°  Périodicité,  suite  de  la  recherche  des  racines.  —  Les  for- 
mules (7),  (8)  donnent  : 


sin  (  x -\ j  =  cos  x,  cos  (  œ -j )=  —  sina-(lO) 

sin  (  x  -j-  7r  )   =  —  sin  x,  cos  (  x  -J-  «  )  =  —  cos  x  (11) 
sin  (x  -|-.  2it  )  =  sin  x  cos  (  x  -f-  2tt  )    =  cos  x  (12) 

Donc  sin  x  et  cos  x  ont  pour  période  2k.   Les  formules 
'  1 1 1  montrent  que  sin  x  s'annule  pour  ./•  =  o,  ±  ic,  ±  2n,  etc., 

.  ic.3ir.5it 

"l   cos    '■  pour  x  =  ±  — ,  de ,  rc  — ,  oie  : 
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sin  X  =  o.  cos  x  =  o  n'ont  pas   d'autres    racines,  car  si 
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cos  =:  o  avait  une  racine  comprise  entre  — et  -,  à  savoir 


2 


— .  n —   et  — —  seraient  racines  de  sin  x  =  o  ;  or 

2  2  2  2 

l'une    de    ces  différences   est  au  plus   égale   à    i,   puisque 

—  <  2,  et  nous   avons   vu   que   sin  x  n'a   pas  de  racines 

entre  o  et  i. 

7°  Racines  imaginaires.  —  ex  est  égal  à  ex  (cos  y 

-f-  v —  i  sin  y),  donc  ez  =  o  n'a  pas  de  racines  finies,  car 
cos  y  et  sin  y  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois  en  vertu 
de  (9).  Pour  que  cos  %  =  o,  il  faut  que  en  vertu  de  (3) 
on  ait 


e  -\-  e  =  o     ou  e  -f-  i  =  o 

ou  en  remplaçant  %  par  x  -f-  y  *   —  r 

■2X  N  -  1    -  21/ 


ou  enfin        cos  2X  -f-  v  —  i   sin  203  =  —  e-'J- 

Cette  équation  exige  que  sin  203  =  o  ;  donc  cos  203  ==±  i 
=  —  e  y ;  donc  y  =  o,  donc  z  ne  saurait  èlre  imaginaire  si 
cos  x  =  o;  on  verrait  de  même  que  sin  x  =  o  n'a  pas  de 
racines  imaginaires. 

8°  Variations  de  sin  x  et  cos  x.  —  Si  l'on  suppose  y  très 
petit;  les  formules  (7),  (8)  montrent  que  sin  x  croit  ou  décroit 
suivant  que  cos  x  est  positif  ou  négatif;  en  effet  la  formule 
(1)  peut  s'écrire 

sin  (03  -f-  y)  =  siu  •''  (i  —  —  ■  •  •)  +cos  x  {y — —.  . .) 

le  terme  qui  donne  son  signe  à  la  partie  qui  dépend  de  y, 
c'est-à-dire  à   l'accroissement  de  sin  x,  est  y  cos  x  ;  donc; 
elc...   On  verrait  de  même  que  cos  x  croit  ou  décroît  sui- 
vant que  sin  x  est  négatif  ou  positif;  donc,  etc. 
— 
9°  Calcul  de  -. estcompris  entre  i  et  2  d'après  ce  que 

l'on  a  vu  ;  en  substituant  entre  1  et  2  des   moyens,  on  con- 
çoit que  l'étude  des  signes  que  prendra  cos  x  permettra  de 

resserrer  les  limites  entre  lesquelles  reste  compris  — . 
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10°  Conclusion.  —  Toutes  les  formules  de  la  trigonométrie 
analytique  se  déduisent  des  propriétés  que  nous  venons 
d'établir:  ces  propriétés  sont  donc  indépendantes  du  postula- 
tum  d'Euclide  et  même  de  toute  notion  sur  les  propriétés 
de  la  ligne  droite.  Une  construction  de  tables  de  sinus  et  de 

cosinus  conduira  d'ailleurs  au  calcul  de  —  dont  le   sinus 

2 

est  i.  La  théorie  que  nous  venons  de  faire  était  utile  pour 
la  perfection  même  de  la  science;  malheureusement  elle  ne 
dispense  pas  de  refaire  la  théorie  géométrique  du  sinus  et 
du  cosinus  :  car  il  reste  à  calculer  les  lignes  qui  sont  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  cercle,  ce  que  l'on  ne 
peut  faire  qu'en  démontrant  que  les  propriétés  de  ces  lignes 
sont  précisément  celles  du  sinus  et  du  cosinus. 


SUR  LA  SOMME 

DES  PUISSANCES   SEMBLABLES  DES  71  PREMIERS  NOMBRES 
Par  M.    de  Liongchampe 


M.  G.  Dostor  a  donné  récemment  dans  ce  journal  une 
méthode  élémentaire  pour  calculer  la  somme  des  carrés, 
des  cubes, des  n  premiers  nombres.  Le  pro- 
cédé employé  par  ce  géomètre  est  certainement  ingénieux  ; 
mais,    peut-être,    peut-on    lui  reprocher    d'exiger   pour    le 

calcul  des  quantités  S„,  S3, un   artifice    qui 

varie  avec  chacune  d'elles.  On  peut,  comme  nous  allons 
le  montrer  ici,  et  comme  nous  l'enseignons  depuis  plu- 
sieurs années,  lier  par  une  relation  simple  la  somme  des 
puissances  p  des  n  premiers  nombres,  somme  que  nous 
représenterons  par  S£  aux  quantités  de  même  espèce,  mais 
qu'on  pourrait  nommer  d'ordre  inférieur;  nous  entendons 
par  là  les  fonctions 

°n  -  i>    °n  —  1  •     •     • 

ou  encore  Sj  "  *,  Sj  "  1 
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Nous  montrerons    ensuite  comment  de  cette  relation  on 

peut  déduire  de  proche  en    proche   S*,   S„ 

comme  on  le  fait  dans  les  cours  de  mathématiques  spé- 
ciales, lorsqu'on  a  établi  la  formule  qui  donne  la  somme 
des  puissances  p  des  termes  d'une  progression  arithmé- 
tique en  fonction  des  quantités  de  même  espèce  mais 
d'ordre  inférieur.  Cette  dernière  formule  exige,  comme 
l'on  sait,  la  connaissance  du  binôme  de  Newton  ;  la  mé- 
thode que  nous  allons  donner  est  au  contraire  intuitive  ; 
elle  n'a  d'autre  base  que  l'évidence  même. 

1.  —  Disposons  dans  un  carré  dont  les  côtés  ont  été  par- 
tagés en  n  parties  égales,  et  comme  nous  l'avons  fait  ail- 
leurs (*),  les  nombres, 

iP  ,  2P  ,    n" 

Ce  qui  donne  le  tableau  suivant: 


IP  1  2? 
lP      IP 

3p 

3/' 
3p 

....  nP 
....  nP 

\P      2P 

IV       2P 

c 

La  somme  totale  des  nombres  renfermés  dans  ce  tableau 
est  évidemment:  n  S£.  Comptons  maintenant  ces  mêmes 
nombres  en  suivant  l'ordre  indiqué  par  le  trait  ABC;  la  co- 
lonne AB  donne  n  .  nP  =  np  +  i,  puis  dans  la  ligne  BG  on 
trouve  encore: 

\P    -f-  2P    +   .    .    .    -f-  (n  —  i)p    =  Sp  n  -  i. 

La  tranche  brisée  ABC  renferme  donc  finalement  nP  +  i 
-f-  S£  _  i  ;  appliquant  cette  remarque  aux  tranches  brisées 
successives,  jusqu'à  la  dernière  qui  est  formée  par  \P  ,  qu'on 
peut  écrire  iP  +  ',  on  a  l'identité: 

(A)      nSP  =  Sf,+    +SJL<+SS-1+...  +  SÏ; 
c'est  la  relation  annoncée. 

2.  —  Nous  allons  maintenant  montrer  comment  de  cette 


(•)  Mémoire  sur  les  nombres    de    Bernouilli     Annales  de  l'école  normale 
supérieure,  4879'1. 
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relation    on    peut    tirer    successivement  Sf„  S*,....;    dans 
ce  but  nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  S£  ,  est  une  fonction  entière  et  de 
degré  (p  -|-  i)>  en  n:  mais  ne  renfermant  pas  de  constante. 

_              n(n  -\-  i)            n2              n 
On  sait  que  S1    =   = \-  . 

n  2  2  2 

Ce  qui  vérifie  la  proposition  pour  p  =  i.  Xons  allons,  con- 
formément au  procédé  connu,  supposer  que  cette  loi  est 
vraie  pour  les  quantités 

OH      ,    Ï5||      ,     .      .  on, 

et  nous  ferons  voir  qu'elle  subsiste  pour  la  fonction  supé- 
rieure S£  *  1 . 

Posons  donc  S£  =  AnP  4-  i  -f-  BnP  -f  .    .    .  -f  Kn, 
on  en  tire  S^  _  ,    =  A(n—  i)P+  i-fB(n-i)î  ...+K(n—  i) 


S?  =  A.iP+i-f-B.iJ'  +  .    .    .  -j-K.i; 
d'où 

S?  +  SÎ...+  S£  =  AS5^+  BS£...4-  KS),. 
D'autre  part,  la  formule  (A)  peut  s'écrire: 

(»+  ds^sh  i  +LSH+.  .  •  +  s'/- 

Par  conséquent 
(B)  (i+A)  S£  +  i  =  (n  +  i  —  B)  S£  — CS&—  i-+.   .    . 

-  ks;, 

3.  —  De  cette  identité  on  peut  déduire  plusieurs  consé- 
quences; et  d'abord  le  théorème  énoncé  plus  haut:  car  cette 
expression  de  Sf,  +  \  et  l'hypothèse  qu'on  a  faite  sur  les 
fonctions  S  £,  S  £...  S",  prouvent  que  Sf,  +  1  est  bien  : 
1°  une  fonction  entière  de  n;  2°  une  fonction  de  degré  (d  -f-  2); 
3°  qu'elle  est  dépourvue  de  constante.  On  peut  aussi  en 
déduire  le  théorème  suivant. 

Théorème.  —  Dans  le  développement  deS  £,  suivant  les  puis- 


tances  de  n,  le  coefficient  de  n1  "*"   ,  est  égal  à 
La  loi  est  vraie  pour  S  l  ;  posons 


on  suppose,  A  = 

il  faut  démontrer  que  A'  = 
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i 


P  +  » 
i 


P   +   2 

Or  l'identité  (B)  donne,  en  égalant  les  coefficients  de  nP  +  2, 
A  =  : — —  d  ou  A   = 


1  +  A  p  -f-  2 

4.  — Nous  chercherons  encore  à  déterminer  le  second  coef- 
ficient du  développement,  celui  de  np. 

Théorème.   —  Dam  le  développement    de    SnP,  le  second 
coefficient,  celui  de  nP,  est  toujours  égal  à  — . 

L'identité  (B)  peut  s'écrire 
(G)     £±±Sp  +  <      =(n-f-i  —  B)    (JOLLL  4-BP-f 

v       p  4- 1     »  v    '  ;  \  p  -]-  1    '      ■  ^ 

_  CSC  "  1  =  ....  _  KSI. 
en  égalant  les  coefficients  de  np  +  », 

B'    y  +  2    =  B  +     '--B- 


d'où,  B'  = 


p  --  I  P  -f-   1 

Bp  +  1 


p  +  2 


Si  B  =  on  a     B'  =  . 

2  2 

Or  dans  S,  B  =  ;  donc  la  loi  est  générale. 

2 

5.  —  La  détermination  des  coefficients  suivants  ne  peut  se 
faire  que  par  des  considérations  que  nous  avons  déve- 
loppées dans  le  mémoire  cité, 'mais  qui  sortiraient  du  cadre 
élémentaire  de  cette  note.  Nous  donnerons  seulement  en 
terminant  le  calcul  des  premières  formules  S,,2,  S„s. 

La  relation  (C),  si  l'on  y  fait  p  ==  1,  donne  : 

—   S*    =  ( n  -f  1 —)  S' 

2       »         \  2  /    « 

ou,  3S;  =  (2*1  +  1)  S* 

ou, 

ç,  mn  -f-   1)  (211  -\-  1)     _     n3  n*  _n_ 

l=  6  —  ~T~  +     2     +     6  ' 
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L'hypothèse  p  =  2  donne  : 

J.  S2   =  (n  -f  i —  V2    -  4"  Sl> 

3        "  \  2  /  »  6       n 

et  par  des  réductions  évidentes 

et  ainsi  de  suite.  Nous  croyons,  en  résumé,  avoir  résolu 
par  une  méthode  simple  et  élémentaire  le  problème  qui 
consiste  à  calculer  de  proche  en  proche  les  quantités 
S2     C3 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématiques  spéciales. 

(Toutes  ces  questions  ont  été  proposées  en  1879  dans  les  examens 
de  l'Université  de  Dublin.) 

226.  Si  l'on  a  la  relation 

(flïT  +  WT  +  {hn)T  =  o, 
les  coniques  fyz  -f-  gzx  -f-  hxy  =  o 

six  -f-  v  my  -\-  \xz  =  o 
sont  tangentes.  Déterminer  leur  point  de  contact. 

227.  Trouver  les  racines  communes  aux   équations  du 
système 

(P  —  y)3  (x  —  a)3  =  (y  —  a)'  (x  —  P)3  =  (a  —  p)3  (*  —  y)'- 

228.  Lieu   du  centre  d'un  triangle   équilatéral  dont  les 
côtés  passent  par  trois  points  donnés. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KOEHLER. 


IMPRIMERIE   CENTHALX  DES   CHEMINS  DE   FEn.   —   A.    CHAH   ET   C'* 
RIE   LU1.CM.I,   20,  A   PARIS.    —  622-0. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

ET   DE   LEURS   PROPRIÉTÉS 
Par  M.  liaunoy,  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Grand. 

(Suite,  voir  p.  49  et  suiv.) 


XI.  Théorème.  —  Le  cercle  qui  passe  par  les  deux  foyers 
et  par  le  point  de  rencontre  d'une  tangente  à  l'ellipse  et  d'une 
parallèle  au  grand  axe  menée  par  l'une  des  extrémités  du  petit 
a  pour  tangente  en  ce  dernier  point  lu  tangente  considérée  de  l'ellipse. 
Soit  (fig.  6)  h  l'angle  que  fait  la  tangente  au  point  M  avec 
l'axe  focal  de  la  courbe;  on  a 

PP'  =  NN'  cos  p 

MF  +  MF'  2,1 


or 


XX  =  NM  +  MN*  = 


S1D  X 


Fig.  G. 


et  comme 


PP 


il  en  résulte  que  c  cos  fi  =  a  sin  a  (1) 

Ceci  posé,  soit  (fig.  7)  T  le  point  ou  la  tangente  en  un 
point  M  d'une  ellipse  rencontre  le  grand  axe,  OM  le  demi- 

JOURNAL    DE    MATH.    1&M).  7 


—  98  — 


diamètre  du  point  M;  le  triangle  OMT  donne 
OM  sinj 

OT       ~    sin  y 
Y  étaDt  toujours  l'angle  OMT;  d'où 

OT  sin  p  =  OM  sin  y 
OM  sin  y  =  a  cos  y. 

OT  sin  ri  =  a  cos  y. 


et  comme  (VII) 


(2) 


En  additionnant  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (2), 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient 

ÔT'2  sin2  [i  +  c2  cos2  p  =  a2 
ou  en  remplaçant  cos2  [4  par  i  —  sin2  (i 

(OT2  —  c2)  sin2  p  =  a2  —  c2  =  6S 

(OT  —  c)  (OT  -f  c)  = 


ou  enfin 


sin2  p 


Soit  Brl\  parallèle  à  MT  et  BK  parallèle  au  grand  axe,  il  est 

facile  de  voir  crue  TK  =  BT.  =  — : 

1  sin  p 

et  par  suite  ~TK2  =  TF  x  TF 

ce  qui  donne  le  théorème  énoncé. 

Remarque.  —  A  l'autre  extrémité  B'  correspond  un  second 

point  K  cl  partant  un  second  cercle  tangent  en  K'  à  MT. 

XII.  Théorème  —  La  puissance  du  point  T  (fig.  7)  par 
rapport  au  cercle  décrit  du  point  0  comme  rentre  avec  OT,  pour 
rayon,  est  constante  et  égale  au  carré  du  demi-grand  axe,  quel 

ijik-  soit  le  point   M. 
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On  vient  de  voir  (XI)  que 

ÔT*  =  ca  + 


sin'  p 

ou  en  remplaçant  cs  par  a8  —  ft* 

62 

OT2  =  a2  —  62  H : =  a2  4-  b*  cotg2  S  ; 

i      sin2  p  '  D  ' 

d'où  l'on  déduit 

(OT  —  &  cotg  fi)  (OT  -f  b  cotg  fi)  =  a»; 
d'après  la  figure  OTj  =  b  cotg  p 

donc  (OT  —  OT,)  (OT  -f  OT,)  =  a2.         c.  q.  f.  d. 

XIII.  Théorème.  —  La  droite  qui  joint  un  foyer  d'une 
ellipse  au  point  oh  une  tangente  rencontre  le  petit  axe,  est  égale 
à  la  portion  comprise  entre  les  deux  accès  de  la  parallèle  à  cette 
tangente  menée  par  une  extrémité  du  grand  axe. 

Le  triangle  OMT'  (fig.  7)  donne 

OT'  OM 

sin  y  cos  p 

d'où  OT'  cos  (3  =  OM  sin  y  =  a  cos  a 

et  comme  (XI)  c  cos  p  =  a  sin  a, 

il  vient  en  ajoutant  les  deux  dernières  expressions   après 
les  avoir  élevées  au  carré, 

ÔT'9  +  c2  = 


COS2    (j 

Soit  AT'j  une  parallèle  à  MT,  il  est  évident  que 

a 


AT'i  = 


COS    (j 

déplus  FT'2  =  OF2  +  OT-  =  c2  -f "Ôf*; 

donc  FT'  =  AT; 

Remarque.  —  De  ce  théorème  résulte  une  construction  de 
la  tangente  parallèlement  à  une  direction  donnée  ;  par  le  som- 
met A  on  mènera  AT',  parallèle  à  cette  direction,  on  prendra 
FT'  =  AT',  et  par  le  point  T'  on  mènera  une  nouvelle 
parallèle  ù  la  direction  donnée. 

XIV.  Théorème.  —  La  puissance  du  point  T  (fig.  7)  par 
rapport  au  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  OT',  pour 
rayon  est  constante  et  égale  au  carré  du  demi-petit  axe. 
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Ou  a,  d'après  le  théorème  précédent 

ÔT-  =       "'  r    -  c> 
cos2  p 

ou,  comme  c2  =  a2  —  b2, 

OT'2  =  - a-  4-  iV-  =  b2  4-  a2  tg2  p 

cos2  8  '  i  a   r 

et  comme,  d'après  la  figure, 

OT',  =  a  tg  3 
od  eu  conclut 

(OT'  —  OT't)  (OT  4-  OT'O  =  62.         c.  q.  f.  d. 

XV.  Théorème.  —  Le  lieu  du  sonnet  d'un  angle  droit  cir- 
conscrit à  une  ellipse  est  un  cercle, 

Soient  OQ  et  OQ'  les  distances  du  centre  à  deux  tangentes 

rectangulaires,  on  a  (XI) 

c  cos  (3 
sin  x  =  ; 


a 


d'où  COS    y.    =     V     I 


C2  cos2   (3 

eus   oc  =    y     i 

»  0* 

et  par  suite 


iQ  =  a  cos  a  =  a   V  i 


c2  cos2  8 
0(1 


fi  étant  l'angle  de  la  tangente  correspondante  avec 'de  grand 
axe;  l'angle  de  l'autre  tangente  avec  la  même  direction  sera 
complémentaire  du  premier  et  l'on  aura 

nrv            \f~         c*  sin'2  & 
OQ  =  a    V  i - ; 

'  a1 

d'où,  en  additionnant  après  avoir  élevé  au  carré 

Ô"Q2  +  OIT2  =  a»  -f  6* 
M  étant  le  point  considéré  du  lieu,  on  peut  voir  sans  figure 
que  ÔM2  =  ÔTp  4-  Ô7f'2  =  a*  4-  6» 

el  (|uc  par  suite  le  lieu  cherché  est  un  cercle  concentrique  ù 
L'ellipse  et  de  rayon  Va2  4-  //-." 

XVI.  — Minimum  de  la  portion  d'une  tangente  comprise  entre 
les  axes. 
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On  a  obtenu  (XII  et  XIV)  et  en  se  reportant  à  la  figure  S 
ÔT-  =  a2   -f-  //-  cotg2  3 
OT'a  =  lr-  -f  a2  tg2  3 
et  en  ajoutant 

ÔT'2  -f-ÛT-  =  a*  +  /,2  -f  &"  cotg1  ,i  -fa*  tg2  3. 
Le  premier  membre  de  cette  égalité  représente  TT"2    et    le. 
second  sera  minimum  en  môme  temps  que  la  somme 

b2  cotg2  0  -f-  «2  tg"  3; 
or  le  produit  b2  cotg2  3  X  <t2  tg*  3 

est  constant  et  égal    à    r/2/;2  ;  donc    le    minimum    aura  lieu 
lorsque  a2  tg1  3  =  6*  cotg2  p 

ou  lorsque  tg4  3  =  — --, 

et  comme  tg  (i  est   une    quantité  réelle,  on  devra   prendre 

tg^=-i,cotg»  p=4- 

Alors  la  valeur  de  TT2   sera 

a2  +  62  +  ab  +  06  =  (a  -f  6i» 
d'où  TT  =  a  +  b. 

Remarque.  —  De  cette  valeur  de  tg1  3,  on  déduit 
sin'fl  cos2  B  '    i 


b  a  a  -f*  b  ' 

d'où  pour  la  dislance  du    centre  à  celte  tangente  minima, 
en  vertu  de  (XV), 


l/  c'cos'p  _- 

2  =  ay     i —  =  J  ab. 

'  a- 


OQ 

XVII.  Théorème.  —  Le  carré  construit  sur  une  tangente 
est  équivalent  a  la  somme  des  carres  construits  sur  les  paral- 
lèles à  cette  tangente  menées  par  les  extrémités  des  a.i  es,  ces 
trois  droites  étant  limitées  aux  axes. 

En  ell'et,  de  ce  que  (XI  et  XIII) 

— ,  >>2 

OT2  —  c2  = 


OT''  4-  c»  = 
il  vient,  par  addition 

ÔT2  4-  ÔT '  = 


sin* 

> 

a2 

eo  s1 

3 

a* 

M 


cos2  3  sin'p 
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or,  d'après  la  figure  8,  on  voit  facilement  que  cette  expres- 
sion n'est  autre  que  la  suivante 

TT'2  =  AT  ,2  +  BÏY2 
qui  donue  l'énoncé. 

Remarque.   —   Soient  OQ'  perpendiculaire   à  AT't  (fig.  7), 
OQ*  perpendiculaire  à  BT,  on  a,  d'après  la  figure 
OQ'  =  a  sin  p 
OQ"  =  6  cos  p, 
d'oîi      OQ'2  -f-  OQ"2  =  a2  sin2£  -j-  62  cos2p  =  a2  —  c2  cos^; 
or  (XV)  OQ   désignant  la  distance  du  centre   à  la  tangente 

TT',  on  a  "[ÔQ2  —  a2  —  c2  cos2  g; 

donc  OQ'2  =  ÔQ"2  -f  Olf2 

2°  Propriétés  de  la  normale. 

La  construction  graphique  de  la  normale  dans  les  diffé- 
rents cas  qui  peuvent  se  présenter  ayant  été  donnée  dans 
le  Journal  (voir  3e  année,  p.  19"),  il  est  inutile  d'y  revenir. 

XVIII.  Théorème.  —  b  et  c  étant  deux  côtés  d'un  triangle 
faisant  entre  eux  V angle  A,  et  1  la  longueur  de  la  bissectrice 
intérieure  de  cet  angle,  on  a 

2  bc  cos  — 


b  +  c 


Soit  (fig.  8)  ABC  le  triangle  considéré,  AD  la  bissectrice 
intérieure  de  l'angle  A  ;  la  surface  du  triangle  a  pour  expres- 
sion d'une  part  —  bc  sin  A 

et  d'autre  part,  en  considérant  Le  triangle  comme  formé  des 
deux  triangles  partiels  ADG  et  ADB, 
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A.  A  A 

bl  sin  - —  cl  sin  — —  l(b  -f  c)  sin  — 


2  2  2 

en  égalant  ces  deux  expressions,  il  vient 

1  .       A 

bc  sin  A  =  l(b-\-  c)  sin  , 

A   "  A 

et.  si  l'on  remplace  sin  A  par  2   sin  cos , on  trouve 

2  2 

2/jC    COS    — — 

Remarque.  —  Une  méthode  analogue  conduirait  à  l'expres- 
sion suivante  de  la  bissectrice  extérieure  : 

26c  sin  


b—    C 

XIX.  —  Longueur,  limitée  au  grand  axe,  de  la  normale  en 
un  point  d'une  ellipse. 

Si  l'on  suppose  que  le  triangle  ABC  représente  celui  des 
rayons  vecteurs  d'un  point  d'une  ellipse  dont  les  foyers 
seraient  les  points  G  et  B,  on  voit  que 

bc  =  MF  x  MF'  =  6'" 
b  -j-  c  =  MF  +  MF'  =  2a 
et  si  l'on  désigne  par  N  la  longueur  définie  dans   l'énoncé, 
on  trouve  en  vertu  du  théorème  précédent: 

6'2  cos  -/ 

N  =  , 

a 

et  comme  (VIII,  Remarque) 

b 
cos  a  =  — p- 
b 

bb' 
on  a  aussi  IN  = 


a 

XX.  Théorème.  —  La  projection  de  N  sur  les  rayons  vec- 
teurs du  point  M  est  constante,  quel  que  soit  le  point  M. 

Si  dans  la  première  valeur  de  X  (XIX)  on  élimine  b  au 

b1 

lieu  décos  -j.,  on  obtient  N  =  

a  cos  a 


ou 
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N   COS  a  = 


expression  qui  montre  que  cette  projection  est  égale  à 


Ir 


XXI.  Théorème.  —  Le  produit  de  la  longueur  N  de  la  noi*- 
maie  par  la  dislance  du  centre  à  la  tangente  correspondante  est 
constant  et  égal  à  b2  pour  tout  point  de  l'ellipse. 

En  effet,  OQ  désignant  la  distance  du  centre  à  une  tan- 
gente, on  sait  (VI,  Remarque)  que 

OQ  =  a  cos  a, 

62 

a  ou  N  x  OQ  = x  a  cos  a  =  b2. 

a  cos  a 

XXII.  Théorème.  —  D'un  point  pris  dans  le  plan  d'une 
ellipse,  on  peut,  en  général,  mener  quatre  normales  à  la  courbe. 

Soit  (fig.  9)  M  point  d'une  ellipse  de  foyers  F  et  F'  où 
aboutit  une  normale  issue  du  point 
P,  RPune  perpendiculaire  sur  FF  , 
MH  une  seconde  perpendiculaire 
sur  FF'  et  enfin  D  le  point  où  la 
normale  PM  rencontre  FF'. 

MI)  étant  bissectrice  de  l'angle 
FMF',  on  a  la  suite  des  rapports 
F  D  FD         F'D  +  FD  _    _ç_ 

a  ' 


MF'         M  F 
d'où  l'on  tire 


MF'  -f  MF 


De  plus,  le  triangle  MDF  permet 


MF  =  —  F'D. 
Fig.  9. 

d'écrire  la  relation 

FD-  =  MF'  -|-  MÏ)-  —  2MF   x  MI)  cos  a 
remplaçant  MF'  par  sa  valeur  trouvée  ci-dessus  et 
h* 

(XX),  on  trouve,  après  réductions, 


et  en  y 
MI)  par 


a  cos  a 


KD-  _   ocF'D  + 


==  o. 


<r  COSz  a 

Le  poinl  P   étant  donné  par  sa  distance  PP.,  la  normale 
PM  sera  déterminée  par  la  Longueur  RI)  qui  sera  l'inconnue 
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du  problème  ;  si  l'on  pose  F  R  =  /,  on  a 

FI)  =  /  -f-RD 
et  en  remplaçant  F'D  par  cette  valeur  dans  la  relation  pré- 
cédente, il  vient 

(/  _|_  RD)«—  2c(l  -hRD)-f-  C        =o; 

<r  ros2  x 

d'oîi  l'on  tire 

/,v- 
r?2  cos2  x  = 


1/  +  RD)[2c  —  (/  -f-  RDi] 
Cela  étant,  les  triangles  semblables  PRD  et  MDH  donnent 
PR  M  H 

RI)    ~~  "DÎT" 

T)H 
d'où  RD  =  PR 


MH  ' 

et  si  l'on  remarque  que,  dans  le  triangle  rectangle  MDH 
DH  -  =    Ml?  —  MÎT2 


DH  /  MD2 

mh  -y  Mf 

et  si  l'on  pose  PR  =  d,  il  vient 
RD  = 


/  M  D2 

Vw- 


En  se  reportant  aux  valeurs  de    MD  (XX)  cl  Mil   (V)  on 

MD  c 

trouve  que  =  . 

1  MB  a  sin  x 

d'oii  RI) 


'     a*  sin' 


Remplaçant  dans   cette  expression  sin2  x  par  i   —  cos1  x, 
«'■levant  au  carré,  et  résolvant  par  rapport  à  cos2  x,  on  trouve 

-    .,  a2RÏ)2  +  bhl* 

facilement  cos2  oc  =  „ . 

a'  RI)2  -f-  </; 

et    on    égalant   les   deux  valeurs  de  cos2  a  ainsi  obtenues, 

puis  ordonnant  par  rapport  à  l'inconnue  RI),  on  a  l'équation 

"-HÏ?  +  2<r-  (l—c)  KIT  +  [irnp  -f-  c»)  — o"i  (2c  —  /)]  TÏÏJ2 

_j_  2b*d*(l  —  c)  RD  -f  bhlHl  —  c)«  =  o. 

Cette  équation  est  du  quatrième  degré  ;  elle  admet  donc  en 

général  quatre  racines  ;  on  peut  donc  en    conclure    que  du 
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point  P  ou  peut  mener,  en  général,  quatre  normales  à 
l'ellipse.  Il  est  évident  que  les  valeurs  /  etd.  qui  déterminent 
le  point  P,  peuvent  être  telles  que  l'équation  admette  ou  des 
racines  égales  ou  des  racines  imaginaires,  auquel  cas  le 
nombre  des  normales  est  inférieur  à  quatre.       (A  suivre.) 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  là.  CJnéroull.  élève  à  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


Lorsque  deux  plans  se  coupent  et  qu'un  cercle  est  situé  dam 
l'un  d'eux,  l'angle  formé  par  les  droites  qui  joignent  le  centre 
de  ce  cercle  aux  deux  foyers  de  l'ellipse  qui  en  est  la  projec- 
tion sur  Vautre  plan,  est  indépendant  de  l'angle  des  deux 
plans.  Il  ne  varie  qu'avec  la  distance  du  centre  du  cercle  à 
l'intersection  des  deux  plans. 

Considérons  deux  plans  AP,  AQ,  coupés  perpendiculaire- 
ment par  le  plan  du  tableau 
(fig.  I),  et  le  centre  0  d'un 
cercle  situé  dans  le  plan  AP; 
un  diamètre  BG  de  ce  cercle  se 
confond  avec  la  ligne  de  plus 
grande  pente  passant  par  le 
point  0.  On  sait  que  la  projec- 
tion de  BG  est  le  petit  axe  de 
l'ellipse,  et  que  le  grand  axe  est  égal  au  diamètre.  Soient 
OB  =  a,  BG  =  b,  AO  =  a  -f-  d,  et  menons  00'  perpendicu- 
laire- et  BG  parallèle  à  AQ, 

J'exprime  la  dislance  00'  en  fonction  de  a,  b,  d,  à  l'aide 
des  données  suivantes  : 


Dans  le  triangle  OGB,  on  a  OG  =  \;  "2  —  b*. 

Dans  les  deux  triangles  semblables  BAD,  OGB,   on   a   la 

.    .  \D  BG 

relation  : 

ou  bien 


Ali 

BO 

AI) 

d 

= 

b 

a 
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bd 

a 
Mais  dans  le  triangle  rectangle  BAD, 


D'oïl  enfin 


AD  = 


BD 


=  y/#  _  Xb1  =  fd 


lj'-rï 


d 


\<i- 


Posons  \'a2  —  b-    =  c 
et  de  0  G,  égal  lui-même  à  BD  ; 

de 
donc  00  =  c  -| 


la  longueur  00'  se  compose  de  OG 


(a  -\-  d)c 


a  a 

Imaginons  le  point  0  joint  aux  deux  foyers  F,  F  de  l'el- 
lipse ainsi  qu'au  point  0'  (fig.  2)  et  soit  x  la 
moitié  de  l'angle  cherché;  dans  le  triangle 
rectangle    00  F,   OF   =  c  et  nous  avons 

_^,         (a  -f-  d  '■ 

trouve      00   =    '     ^    '    ; 


on  a  donc  en  simpliliant  : 

OF'  a 

Igx 


,1, 


00'  a-\-d 

Cette  valeur  de  tg  x  est  indépendante  de 
l'angle  des  deux  plans  et  ne  se  compose  que  des  facteurs 
constants  a  et  d;  par  conséquent  le  théorème  est  démontré. 

Il  y  a  lieu  de  considérer  le  cas  où,  dans  leur  mouvement  de 
rotation,  les  deux  plans  devien- 
nent perpendiculaires  l'un  à 
l'autre  (fiy.  3);  on  sait  qu'alors 
la  projection  du  cercle  est  une 
ligne  droite  égale  au  diamètre. 
Or,  toute  droite  DG  peut  être 
considérée  comme  la  limite  vers 
laquelle  tend  une  ellipse  lorsque 
ses  deux  foyers  s'écartent  res- 
pectivement jusqu'aux  extrémi- 
tés C  et  D  du  grand  axe.  Si  donc 
nous  trouvons  pour  l'angle  A1  M 
la  même  valeur  que  précédemment  (1),  le  théorème  sera 
encore  vrai. 

Or  QA  =  fl  +  d,  AC  =  fl. 


Donc  te  x  = 
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a 


a  -\-d 


Si  entin  dans  la  formule  générale  tg  x  = ; — ?  on  fait 

3  a  -\-  d 

d  —  o,  le  cercle  sera  tangent  à  l'intersection  des  deux  plans; 
on  aura  tg  ce  =  i 

et  ix  =  oo°. 


ECOLE   NORMALE  SUPERIEURE 

Solution  du  problème  donné  pour  l'admission   en   1877. 

Par  H.  R.  llalloizel,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique, 
professeur  à  Sainte-Barbe. 


On  donne  un  triangle  ABC  rectangle  en  A;  on  considère  toute* 
les  coniques  circonscrites  à  ce  triangle  et  telles  que  les  tangentes 
en  B  et  d  concourent  sur  la  hauteur  du  triangle.  On  demande  : 

1°  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  normales  en  B  et  C; 

2°  Le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  :  on  séparera  la  partie 
du  lieu  qui  correspond  aux  ellipses  et  aux  hyperboles: 

3°  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  quelconque  D.  Ce  lieu  est  une 
conique:  la  droite  I)  étant  telle  que  cette  conique  soit  une  para- 
bole, trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  cette  droite. 

Je  rappellerai  tout  d'abord  les  théorèmes  suivants  sur 
lesquels  je  m'appuierai  plus  loin  ; 

Théorème  I.  —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  passant 
pur  quatre  points  A.,  B,  C,  D,  est  une  conique  qu'on  appelle  la 
conique  des  neuf  points. 

S  neuf  points  sont  les  centres  M,  N,  P  des  trois  couples 
de  droites  passant  par  les  quatre  points  et  les  points  E,  F, 
G,  H.  I,  K,  milieux  des  droites  AB,  BG,  CD,  DA,  BD,  AC. 
Lea  trois  droites  KG,  HF,  IK  se  coupent  en  un  même  point 
I  »  qui  esl  leur  milieu.  Ce  point  1 1  est  le  centre  de  la  conique. 

Cette  conique  est  une  ellipse,  si  on   ne  peut   pas  former 
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avec  les  quatre  points  un  quadrilatère  convexe.  Elle  est  une 
hyperbole  dans  le  cas  contraire,  comme  dans  la  figure  ci- 
contre.  Je  ferai  remarquer  que  l'on  peut  déterminer  faci- 
lement les  asymptotes  de  cette  hyperbole,  ainsi  qu'il  suit  : 


HF  est  un  diamètre,  donc  les  cordes  supplémentaires  HE, 
EF  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués;  il  en  est  de 
même  de  IE  et  EK.  Les  systèmes  de  diamètres  conjugués 
forment  uu  faisceau  en  involution  dont  les  asymptotes  sont 
les  droites  doubles. 

Si  donc  je  décris  un  cercle  quelconque  passant  par  le 
point  E,  et  si  je  prolonge  les  quatre  droites  EH,  EF,  El,  EK 
jusqu'à  ce  cercle,  les 
deux  droites  RS,  TU 
se  coupent  en  un 
point  fixe  V.  En  me- 
nant les  tangentes 
VX,  YY,  les  lignes 
EX,  EY  sont  les  di- 
rections asymptoti- 
ques.  On  obtient  les 
asymptotes  en  me- 
nant par  le  point  0  des  parallèles  à  ces  directions.  Remar- 
quons encore  que  la  ligne  ME  est  la  droite  conjuguée  de  la 
parallèle  MZ  à  AB  par  rapport  aux  deux  droites  MA  et  MB. 
Si  les  deux  poinls  A  et  R  viennent  à  se  confondre,  on  a  des 
coniques  tangentes  en  A  à  la  droite  AN;  le  lieu  des  centres  est 
une  hyperbole  dont  les  points  M  et  E  sont  venus  se  confondre 
en  A,  et  la  limite  de  ME,  ou  la  tangente  en  A  est  la  droite 
Aa  conjuguée  de  AN  par  rapport  aux  deux  droites  AD  et  A(.. 
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Nota.  —  En  revenant  à  notre  première  figure,  ou  en  con- 
sidérant celle-ci,  on  voit  immédiatement  que  les  points  de 
la  branche  GF  sont  des  centres  d'ellipses,  tandis  que  les 
points  de  la  branche  XH  sont  des  centres  d'hyperboles.  Gal- 
les points  M,  N,  P  de  la  première  figure  sont  les  centres  de 


couples  de  droites  passant  par  les  quatre  points,  c'est-à-dire 
d'hyperboles.  Il  en  sera  de  même  pour  les  points  voisins  et 
par  suite  pour  toute  la  branche.  D'ailleurs,  en  prenant  un 
de  ses  points  comme  centre  et  joignant  à  trois  des  quatre 
points  donnés,  pour  avoir  leurs  symétriques,  on  a  un  hexa- 
gone non  convexe.  Le  contraire  a  lieu  pour  l'autre  branche. 

Théorème  II.  —  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par 
çapport  aux  coniques  qui.  passent  par  quatre  points,  est  une 
conique. 

Par  les  quatre  points  donnés  A,  B,  G,  D,  on  peut  mener 
trois  couples  de  droites   qui  coupent  la  droite    fixe  X  aux 


p    Q 
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points  N,  M,  P,  Q,  R,  S.  Je  prends  le  point  M'  conjugué  har- 
monique du  point  M  par  rapport  aux  points  A  et  D;  de  même 
N',  P',  Q',  R',  S'.  La  conique,  lieu  des  pôles,  passe  par  ces 
six  points,  ainsi  que  par  les  points  1,2,  3  de  concours  des 
trois  couples  de  droites. 

On  déduit  d'ailleurs  le  lieu  précédent  de  celui-ci,  en  sup- 
posant que  la  droite  X  s'éloigne  à  l'infini. 

Théorème  III.  —  La  podaire  d'un  point  par  rapport  à  une 
courbe  du  second  degré,  est  une  courbe  du  quatrième  degré,  ayant 
pour  point  double  ce  point. 

En  particulier,  si  ce  point  est  sur  la  courbe,  le  point 
double  devient  un  point  de  rebroussement  dont  la  tangente 
est  la  normale  à  la  conique  en  ce  point.  De  plus  si  la  conique 
est  une  hyperbole,  la  podaire  est  une  courbe  fermée  ayant  la 
forme  ci-contre,  quel  que  soit  le  point  Ppris  sur  l'hyperbole. 

Je  reviens  maintenant  à  la  question  que  je  me  suis  proposé 
de  traiter. 

lre  Partie.  —  Si  je  prends  un  point  P  sur  la  hauteur  AH 
rt  que  je  joigne  RP  et  GP,  la 
••oiiiquc  tangente  à  ces  deux 
droites  en  R  et  C  et  passant 
en  A  est  une  des  coniques 
de  l'énoncé;  les  deux  nor- 
males en  B  et  G  se  coupent 
au  point  M  dont  on  demande 
le  lieu  quand  P  varie  sur  la 
hauteur  AH.  Le  quadrilatère 
MCPB  est  inscriptible,  puis- 
que les  angles  en  R  et  G  sont 
droits;  PM  est  un  diamètre 
du  cercle  circonscrit  et  son 
milieu  0  est  le  centre  qui  se  trouve  aussi  sur  la  perpendicu- 
laire élevée  à  RC  en  son  milieu  I  qui  est  fixe.  Comme  OM 
=  OP,  le  lieu  du  point  M  est  donc  la  perpendiculaire  à  RC, 
symétrique  de  la  hauteur  AH  par  rapport  au  point  I. 

2e  Partie.  —  Considérons  une  conique  remplissant  les 
conditions  données  et  menons  sa  tangente  AE  en  A.  Le  point 


m 
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E  de  rencontre  de  cette  langenle  avec  BG  a  évidemment  pour 
polaire  la  droite  AP;  c'est-à-dire  la  hauteur  du  triangle,  et 

les  quatre  points  E, 
B,  H,  G  sont  conju- 
gués harmoniques. 
J'en  conclus  que  le 
faisceau  AGHBE  est 
harmonique  et. 
comme  l'angle  BAC 
est  droit,  la  droite 
AB  est  bissectrice  de 
l'angle  EAH.  La 
droite  AE  est  donc 
une  droite  fixe,  fai- 
sant avec  AB  un  an- 
gle égal  à  BAH,  quelle  que  soit  la  conique  de  l'énoncé.  On 
peut  donc  considérer  ces  coniques  comme  tangentes  en  A  à 
une  droite  fixe  AE  et  passant  par  deux  points  fixes  B  et  G. 

Nous  savons  que  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  est 
une  hyperbole   passant  par  les  points   I,  K,  G  milieux  de 

BG,  CA,  AB,  et  par 
les  points  E  et  A.  La 
tangente  en  A  est 
d'ailleurs  la  ligne 
conjuguée  de  AE  par 
rapport  aux  droites 
AB  et  AC,  c'est-à- 
dire  la  hauteur  AH 
du  triangle  ABG.  Le 
centre  de  l'hyperbole 
est  d'ailleurs  le  cen- 
tre tù  du  rectangle 
AKIH  et  les  axes  sont  les  parallèles  aux  côtés  menées  par  le 
point  o. 

D'ailleurs,  la  branche  EGA  correspond  à  des  centres  d'hy- 
perboles et  la  branche  IK  à  des  centres  d'ellipses,  connue 
nous  l'avons  dit  précédemment. 
3*  Partie.  —  Considérons  une  droite  quelcouque  I)  fixe. 
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Cette  droite  a  un  pôle  par  rapport  à  chaque  conique  de 
l'énoncé. 

Le  lieu  de  ce  pôle  est  une  conique,  d'après  le  théorème  2. 
Ce  pôle  est  à  distauce  finie  tant  que  la  droite  D  ne  passe  pas 
par  le  centre  de  la  conique.  Le  lieu  des  centres  des  coniques 
étant  l'hyperbole  précédente,  la  droite  D  coupe  cette  hyper- 
bole en  deux  points;  il  y  a  donc  deux  coniques  ayant  leurs 
centres  sur  la  droite  D  et  par  suite  deax  pôles  rejetés  à  l'in- 
fini. Le  lieu  des  pôles  est  donc  une  ellipse  si  la  droite  D  ne 
coupe  pas  l'hyperbole  lieu  des  centres  en  des  points  réels. 
C'est  une  hyperbole  si  D  coupe  le  lieu  des  centres  en  des 
points  réels. 

Enfin  le  lieu  des  centres  sera  une  parabole  si  la  droite  D 
est  tangente  à  l'hyperbole.  — Les  différentes  positions  de  la 
droite  D  qui  correspondent  à  une  parabole  sont  donc  les  tan- 
gentes à  l'hyperbole  du  lieu  précédent. 

Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point 
A  sur  ces  droites  n'est  donc  autre  que  la  podaire  de  cette 
hyperbole  par  rapport  au  point  A.  , 

Ce  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré,  fermée,  ayant 
un  point  de  rebroussement  au  poinl  A.  La  tangente  en  ce 
point  est  la  normale  à  L'hyperbole,  c'estr-à-dire  la  perpendi- 
culaire à  AH  ou  la  parallèle  à  13C 


NOTE  RELATIVE  AI'  THEOREME  DE  PAPP1  - 

SUR    LE    QUADRILATÈRE    COMPLET 
Par  P.-A.-CL  Colombier. 


Théorème    de    Pappus.    —    Dans    un    quadrilatère 

complet  chaque   diagonale  est  divisée  harmonique me nt  par    les 
points  ou  elle  est  rencontrée  par  les  autres. 

Démonstration.  —  Dans  un  quadrilatère  complet,  il  y  a  trois 
diagonales.  Pour  chaque  diagonale  il  y  a  quatre  manières 
de  présenter   la   démonstration.    Chaque    manière  comporte 
jour:sal  de  math.  I88U.  8 
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un  certain  choix  à  faire,  ce  qui  peut  causer  quelque  em- 
barras. Voici  une  règle 
générale  et  simple,  qui 
permet  d'arriver  au  but 
sans  hésitation,  quelle  que 
soit  la  diagonale  que  Von 
considère. 

Supposons  que  l'on  ait 
écrit,  dans  un  ordre  quel- 
conque, sur  une  même 
ligne  horizontale,  les  six 
lettres  qui  désignent  les 
six  sommets  du  quadrilatère  complet:  A,  B,  C,  D,  E,  F. 

Supposons  qu'on  demande  de  démontrer  le  théorème  pour 
une  diagonale  déterminée:  A.C  par  exemple.  Je  joins  aux 
deux  lettres  A  et  C  une  quelconque  des  quatre  lettres  restantes: 
soit  la  lettre  B.  Les  trois  lettres  A,  C,  B  déterminent  le 
triangle  ABC.  Des  trois  lettres  restantes  D,  E,  F,  il  y  en  a 
deux,  et  deux  seulement,  qui  déterminent  une  des  deux 
autres  diagonales.  C'est  la  diagonale  EF.  Enfin  il  reste  la 
lettre  D  qui  désigne  le  sixième  sommet  du  polygone,  c'est- 
à-dire  iïn  point. 

Cela  posé  j'applique   le   théorème   de  Jean   de   Céva  au 
triangle  ABC  et  au  point  D;  il  vient: 
GA  EB  FC 

"GCf    '    EA    *  ~¥B   ——  u 
J'applique  le  théorème  deMénélaiisau  même  triangle  ABC,  et 
à  la  diagonale  transversale  EF.  Il  vient  : 
PA  EB  FC 

PC     "  "ET"  '  ~FB~  —  +  '  • 
Si  l'on  divise  l'avant-dernière  égalité  par  la  dernière,  on 

GA         PA 

trouve:  -tttt-  :  -^r-  =  —  i.  c.  q.  f.  d. 


GC 


PC 
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PROPRIÉTÉ  DE  L'HYPERBOLE 

Par  M.  «I.  Cernesson,  professeur  au  Lycée  de  Bourges. 


Théorème.  —  Soient  une  hyperbole  et  ses  deux  asymptotes 
OA,  OB.  On  mène  la  tangente  CEI  perpendiculairement  à  OA. 
Du  pied  G  de  cette  perpendiculaire,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
CD  sur  OB.  —  Toute  ordonnée  MP  de  la  courbe,  relative  à  CD, 
sera  vue  du  point  de  contact  E  sous  un  angle  constant. 

Démonstration.  —  Je  prolonge  CE  jusqu'à  sa  rencontre  en 

I  avec  OB  et  EMjusqu'à 
ses  rencontres  respec- 
tives en  Net  en  G  avec 
OA  et  OB.  Des  points 
E,  M,X,  et  du  point  H, 
milieu  de  EM,  j'abaisse 
les  perpendiculaires 
EF,MP.XQ,HKsurDC. 
En  vertu  d'une  pro- 
priété connue  de  l'hy- 
perbole, El  =  EC,  et 
par  suite  DF  =FC.  De 
même  EG-  =  MN,  et 
par  suite  DF  =  PQ.  Par  conséquent  FC  =  PQ,  et  le  point 
K,  milieu  de  FQ,  est  aussi  le  milieu  de  CP.  Le  point  H  est 
donc  également  distant  des  points  C  et  P;  d'autre  part,  il  est 
le  centre  d'une  circonférence  passant  par  E,  X,  C,  puisqu'il 
est  le  milieu  de  EX  et  que  l'angle  ECX  est  droit.  Donc  les 
quatre  points  E,  N,  P,  C  sont  sur  une  même  circonférence, 
lien  résulte  queXEP  est  égal  à  l'angle  ACP,  qui  est  constant. 

c.  q.  f.  d. 
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NOTE  SUR  L'INTERSECTION 

DE   DEUX  SURFACES   DE  RÉVOLUTION  DU  SECOND  ORDRE  DONT  LES  AXES 
SONT   DANS  UN  MÊME   PLAN 

Par  A.  Janin.  élève  de  Mathématiques  spéciales  à  Sainte-Barbe. 


Théorème.  —  La  projection  de  l'intersection  de  deux  sur- 
faces de  révolution  du  second  ordre  dont  les  axes  sont  parallèles 
sur  un  plan  parallèle  au  plan  des  axes  est  une  parabole. 
Il  est  d'abord  évident  que  cette  projection  est  une  conique. 
Nous  démontrerons  le  théorème  d'abord  dans  le  cas  où 
l'une  des  surfaces  de  révolution  est  une  sphère. 

Soient  0  la  sphère  donnée,  S  la  surface  de  révolution.  Par 

le  point  0  je  mène 
une  droite  01  ren- 
contrant l'axe  xy  de 
la  surface  S,  et  je 
considère  la  sphère 
0  et  la  surface  S 
"'•  comme  des  surfaces 
de  révolution  dont 
les  axes  se  rencon- 
trent en  I. 

Pour  construire  un 
pointdela  projection 
de  l'intersection  j'ap- 
plique la  méthode 
indiquée  en  géomé- 
trie descriptive  en 
coupant  les  deux 
surfaces  par  des  sphères  ayant  leur  centre  au  point  I. 

Je  considère  en  particulier  la  sphère  inscrite  dans  la 
surface  S.  Cette  sphère  coupe  cette  surface  suivant  un  paral- 
lèle double  qui  se  projette  suivant  la  droite  DE.  et  cette 
Bphère  coupe  la  sphère  0    suivant  des    parallèles;  l'un  se 
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projette  suivant  AB,  l'autre  est  le  cercle  de  l'infini  commun 
a  toutes  les  sphères  :  il  se  projette  suivant  la  droite  de  l'infini 
du  plan  de  projection. 

On  a  démontré  que  la  projection  de  l'intersection  des  deux 
surfaces  est  tangente  aux  projections  des  parallèles  suivant 
lesquels  la  sphère  limite  coupe  la  surface  pour  laquelle  elle 
est  sécante. 

La  projection  de  l'intersection  est  donc  tangente  à  la  droite 
AB  et  à  la  droite  de  l'infini  de  son  plan.  Cette  projection  est 
d'ailleurs  une  conique.  Nous  avons  démontré  le  théorème 
énoncé. 

Construction  de  l'axe  de  la  parabole. 

Remarquons  d'abord  que  la  droite  DE  qui  rencontre 
la  parabole  en  un  point  M  et  en  un  point  à  l'infini  est  un 
diamètre  et  que  les  cordes  qui  lui  sont  conjuguées  sont 
parallèles  à  la  tangente  AB  menée  au  point  M,  extrémité  du 
diamètre. 

Remarquons  en  outre  que  DE  est  perpendiculaire  à  l'axe 
xy  et  que  AB  est  perpendiculaire  à  la  droite   arbitraire  01. 

Si  nous  voulons  obtenir  l'axe  de  la  parabole,  nous  remar- 
querons que  l'axe 
(-si  an  diamètre  per- 
pendiculaire à  ses 
cordes  ;  il  faudra 
donc  déterminer 
sur  l'axe  un  point  I 
tel  qu'en  appli- 
quant la  construc- 
tion précédente  on 
obtienne  des  droi- 
tes A'B',  DE'  per- 
pendiculaires l'une 
sur  l'autre. 

Or  DE'  a  une 
direction  fixe,  celte 
droite  est  perpendi- 
culaire à  l'axe  xy  ; 
A'B' est  perpendiculaire  h  01;  pour  qu'il  soit  également  per- 
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pendiculaire  sur  D'E',  il  faut  que  01'  soit  parallèle  à  DE', 
c'est-à-dire  soit  perpendiculaire  à  l'axe  xy. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

On  projette  le  centre  de  la  sphère  sur  l'axe  xy.  Soit  F  cette 
projection.  On  mène  la  sphère  inscrite  dans  la  surface  S  et 
ayant  son  centre  au  point  I'  ;  cette  sphère  coupe  la  surface 
S  suivant  un  parallèle  double  dont  la  projection  D'E'  est 
l'axe  de  la  parabole  projection  de  l'intersection. 

En  construisant  par  la  méthode  indiquée  un  autre  point 
de  la  parabole  et  sa  tangente,  on  aura  tous  les  éléments 
nécessaires  à  la  construction  de  cette  courbe. 

t  Considérons  maintenant  le  cas  de  deux  surfaces  de  révo- 
lution à  axes  parallèles. 

»  Le  théorème  sera  démontré  si  l'on  fait  voir  que  l'on 
peut  faire  passer  une  sphère  par  l'intersection  de  ces  deux 
surfaces. 

»  Remarquons  d'abord  que  deux  surfaces  de  révolution  à  axes 
parallèles  sont  deux  surfaces  ayant  leurs  deux  directions  de 
plans  cycliques  parallèles. 

»  Je  dis  maintenant  que  par  l'intersection  de  deux  surfaces 
du  second  ordre  S,  S',  ayant  leurs  deux  directions  de  plans 
cycliques  parallèles,  on  peut  toujours  faire  passer  une 
sphère. 

»  Soient  en  effet  C,  C  les  sections  de  ces  deux  surfaces  par  le 
plan  de  l'infini,  et  soit  T  le  cercle  de  l'infini. 

»  Pour  obtenir  les  plans  cycliques  de  la  surface  S,  je 
ferai  passer  des  plans  par  un  point  I  de  l'espace  situé  à 
distance  finie  et  par  les  sécantes  communes  à  la  conique 
G  et  au  cercle  T,  soient  D,  Dj  les  sécantes  communes 
réelles. 

»  Pour  obtenir  les  plans  cycliques  de  la  surface  S",  je  fais 
passer  des  plans  par  le  point  I  et  par  les  sécantes  communes 
à  la  conique  C  et  au  cercle  T,  soient  D'  et  Dt'  les  sécantes 
communes  réelles. 

»  Les  deux  surfaces  ayant  mêmes  plans  cycliques,  les  plans 
que  nous  avons  menés  coïncident;  il  en  est  de  même  des 
droites  DI)'  et  DJ)\. 

»  Le-  (-'iniques  C  et  C  ont  leurs  quatre  points  d'intersection 
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sur  le  cercle  T;  en  effet,  chacune  d'elles  passe  par  les  points 
d'intersection  du  cercle  T  et  du  couple  de  sécantes  DDj. 
Soient  abcd  les  points  d'intersection  des  coniques  et  du  cercle. 
»  Cela  posé,  je  fais  passer  une  sphère  par  quatre  points  de 
l'intersection  des  deux  surfaces  S,  S'  ;  cette  sphère  passera 
par  le  cercle  T,  et,  par  suite,  par  les  points  a,  b,  c,  d. 
Elle  contiendra  donc  huit  points  de  l'intersection  des  sur- 
faces S,  S'  (les  quatre  points  considérés  à  distance  finie  et  les 
quatre  points  a,  b.  c,  d).  Par  suite  elle  passera  par  l'inter- 
section tout  entière  des  surfaces  S,  S'.  »  (*)  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  La  projection  de  l'intersection  de  deux  sur- 
faces de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent  sur  un  plan 
parallèle  au  plan  des  axes  est  une  conique. 

Lorsque  cette  conique  est  une  hyperbole  on  peut  en  déter- 
miner géométriquement  les  asymptotes. 

Nous  effectuerons  cette  détermination  en  deux  fois  : 

1°  Direction  des  asymptotes  (c'est-à-dire  détermination 
du  point  à  l'infini  sur  ces  droites); 

2°  Détermination  d'un  point  de  l'asymptote  (à  distance 
finie  |. 

1°  Direction  des  asymptotes.  —  Soient  S,  S' les  deux  surfaces 
de  révolution. 

Soient  en  outre  C,  G'  les  coniques  d'intersection  des  sur- 
faces S,  S'  par  le  plan  de  l'infini. 

Ces  coniques  C,  C  se  coupent  aux  quatre  points  ab,cd,  qui 
sont  deux  à  deux  sur  une  même  perpendiculaire  au  plan 
de  projection,  et  les  asymptotes  de  la  projection  de  l'inter- 
section des  deux  surfaces  passeront  par  les  projections  des 
points  ab.  cd. 

La  détermination  de  la  direction  des  asymptotes  revient 
donc  à  la  détermination  des  projections  des  points  ab,  cd, 
c'est-à-dire  à  la  détermination  des  points  d'intersection  des 
coniques  C,  C. 

Soient  S,,  St'  deux  surfaces  homothétiques  aux  surfaces 


•  Otto  généralisation  a  été  indiquée  par  M.  .1.  Kéyf.iii.e.  élève  à  l'École 
l>"lv  technique. 
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S,  S";  ces  deux  surfaces  passeront  par  les  coniques  G,  C,  et  par 
suite  la  projection  de  leur  intersection  passera  par  les  pro- 
jections des  points  ab,  cd.  Nous  pourrons  donc  pour  la 
détermination  de  ces  points,  remplacer  les  surfaces  S,  S'  par 
les  surfaces  S15  S1'. 

Nous  pouvons  en  outre  disposer  des  surfaces  S15  S/  de 
manière  qu'elles  soient  circonscrites  à  une  même  sphère, 
puisqu'elles  sont  toutes  deux  de  révolution.  Leur  intersec- 
tion se  composera  alors  de  deux  courbes  planes  dont  les 
plans  seront  perpendiculaires  au  plan  de  projection.  La  pro- 
jection de  l'intersection  des  deux  surfaces  St,  S/  se  compo- 
sera alors  de  deux  droites  A,  A' passant  par  les  points  ab,  cd, 
ces  droites  seront  parallèles  aux  asymptotes  de  la  projection 
de  l'intersection  des  surfaces  S,  S'. 

Pour  appliquer  cette  méthode  dans  la  pratique  nous  dis- 
tinguerons trois  cas  : 

1°  Aucune  des  surfaces  S,  S'  n'est  un  ellipsoïde.  On  tra- 
cera alors  dans  un  coin  de  l'épure  un  cercle  0  et  l'on  mè- 
nera à  ce  cercle  des  couples  de  tangentes  S1S1'  parallèles 
aux  génératrices  de  contour  apparent  des  cônes  asymptotes 
des  surfaces  S,  S'.  On  fera  en  sorte  queles  cônes  Sn  St'  soient 
circonscrits  à  la  sphère  0,  ce  qu'on  reconnaîtra  facilement 
en  remarquant  qu'alors  les  cordes  de  contact  sont  perpen- 
diculaires aux  axes  de  révolution. 

Les  sécantes  communes  A,  A'  des  coniques  S4,  St'  qui  pas- 
sent par  le  point  de  concours  des  cordes  de  contact  seront 
les  directions  des  asymptotes. 

2°  Une  seule  des  surfaces  est  un  ellipsoïde.  Soit  S 
l'ellipsoïde.  Pour  éviter  le  tracé  de  nouvelles  courbes  on 
conservera  l'ellipse  S,  on  construira  un  cercle  0  bitangent  à 
l'ellipse  et  pour  simplifier  on  pourra  le  prendre  concentrique 
à  l'ellipse. 

On  fera  en  sorte,  comme  précédemment,  que  la  sphère  0 
soil  circonscrite  à  l'ellipsoïde  S,  ce  qu'on  obtiendra  en  pre- 
nant pour  diamètre  du  cercle  0  l'axe  de  l'ellipse  qui  n'esl 
pas  l'axe  de  révolution;  on  mènera  alors  au  cercle  0  un  couple 
<lr  tangentes S'j  parallèles  aux  génératrices  de  contour  ap- 
parent, d'où  une  asj-mptote  de  S',  etc. 
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Remarque.  —  Si  l'une  des  surfaces  S'  était  un  paraboloïde 
de  révolution,  le  couple  de  tangentes  St'  correspondant  à  ce 
paraboloïde  se  composerait  de  deux  droites  parallèles  à  l'axe 
de  la  parabole  S'. 

3°  Enfin  les  deux  surfaces  sont  deux  ellipsoïdes.  On  effectue 
alors  la  construction  comme  précédemment;  seulement  on 
prend  pour  surface  S',,  un  ellipsoïde  homothétique  à  l'ellip- 
soïde S'  et  circonscrit  à  la  sphère  suivant  un  grand  cercle. 

Cette  discussion  va  nous  permettre  d'énoncer  dans  quel 
cas  la  projection  de  l'intersection  sera  une  hyperbole,  dans 
quel  cas  cette  projection  sera  une  ellipse. 

1°  Lorsque  aucune  des  surfaces  n'est  un  ellipsoïde  aplati, 
les  coniques  Sx,  S't  sont  toutes  deux  extérieures  au  cercle  0 
et  se  coupent  en  quatre  points  réels,  ce  qui  donne  deux 
asymptotes  A,  A'  réelles. 

Il  en  est  de  même  lorsque  les  deux  surfaces  sont  des 
ellipsoïdes  aplatis,  car  alors  les  deux  surfaces  sont  toutes 
deux  intérieures  au  cercle  0,  etc. 

2°  Lorsqu'une  seule  des  surfaces  S  est  un  ellipsoïde  aplati, 
les  coniques  Slt  S\  sont  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure 
au  cercle  0,  et  ne  se  coupent  pas  en  des  points  réels.  Le 
couple  AA  est  alors  imaginaire  et  la  projection  de  l'inter- 
section des  surfaces  S,  S'  est  une  ellipse. 

Détermination  d'un  point  de  l'asymptote.  —  Nous 
connaissons  la  direction  des  asymptotes  :  pour  achever 
de  déterminer  ces  asymptotes,  il  suffira  de  construire 
un  point  de  chacune  de  ces  asymptotes.  Pour  simplifier, 
nous  construirons  le  point  de  concours  de  ces  asymp- 
totes, c'est-à-dire  le  centre  de  la  conique  projection  de 
l'intersection  des  deux  surfac 

Soient  S.  S  ,  les  deux  surfaces,  I  le  point  de  concours  des 
axes  de  révolution  des  deux  surfaces  S,  S';  soit  0  la  sphère 
inscrite  à  la  surface  S  et  qui  a  son  centre  au  point  I:  cette 
sphère  coupe  la  surface  S  suivant  la  parallèle  double  EF 
et  la  surface  S  suivant  les  deux  parallèles  AB,  GD,  et  Tinter 
section  est  tangente  aux  deux  parallèles  CI).  AB  ;  soient 
m,  mt  les  points  de  l'intersection  situés  sur  la  droite  EF  :  les 
tangentes  aux  points  m,  ml  sont  précisément  les  droites  AH. 
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CD;  ces  tangentes  sont  parallèles;  donc  moij  est  un  diamètre 
en  grandeur  et  en  position. 


La  construction  du  centre  de  la  conique  projection  de  l'in- 
tersection est  maintenant  évidente. 

Remarque.  —  Le  diamètre  EF  et  ses  cordes  AB  sont  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  axes  des  surfaces.  On  pourra 
donc  dans  le  cas  de  l'ellipse,  en  appliquant  deux  fois  la 
construction  précédente,  construire  un  système  de  deux  dia- 
mètres conjugués  de  la  projection  de  l'intersection. 

Lu  construction  précédente  est  en  défaut  lorsque  le  cercle 
décrit  du  point  I  comme  centre  n'a  pas  un  double  contact 
réel  avec  la  conique  S. 

Nous  appliquerons  alors  la  construction  indiquée  ci-dessous 
et  qui  permet  de  construire,  avec  la  règle  et  le  compas,  la 
corde  de  contact  d'un  cercle  bitangent  à  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  déterminée  par  ses  axes,  ou  bitangent  h  une  para- 
bole dont  on  donne  l'axe  et  le  paramètre. 
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Lemme  I.  —  Si  d'un  point  pris  sur  l'axe  d'une  conique 
à  centre,  on  mène  les  normales,  les  points  d'incidence  des 
deux  normales  (autres  que  l'axe)  se  trouvent  sur  une  perpen- 
diculaire à  l'axe. 

Si  l'on  désigne  par  ;,  ^  les  distances  du  centre  de  la  courbe 
à  la  droite  qui  joint  les  points  d*incidence  des  normales  et 
au  point  d'où  partent  les  normales,  si  l'on  désigne  en  outre 
par  a,  y  les  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  sommets 
et  aux  fovers  situés  sur  l'axe  considéré,  on  a  la  relation 


Soit  en  efTet  P  le  point  d'où  sont  issues  les  normales,  MM 
les  points  d'incidence.  Menons  la  tangente  au  point  M,  cette 
tangente  rencontre  l'axe   au  point  R  qui  est  évidemment  le 


pôle  de  la  droite  MM',  les  points  R  et  Q  sont  donc  conjugués 
harmoniques  par  rapport  au  segment  AA  ;  on  a  donc 

OQ  .  OR  =  ÛA2 
c'est-à-dire  \ .  OR  =  a'2,  i  I  i 

Suicnt  maintenant  F  et  F'  les  foyers  situés  sur  l'axe  consi- 
déré; les  droites  MP,  MR  sont  l'une  normale,  l'autre  tangente 
au  point  P,  et  le  faisceau  (M,RFPF)  est  harmonique,  les 
points  P  et  R  sont  donc  conjugués  harmoniquos  par  rapport 
au  segment  FF'  et  l'on  a 

OP.OP  =TTF2 
c'est-à-dire  £, . OR  =  y-,  l 
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Divisant  l'égalité  (1)  par  l'égalité  (2)  il  vient  enfin 


Pour  étendre  cette  propriété  au  cas  de  l'axe  non  focal,  nous 
remarquerons  qu'il  existe  sur  cet  axe  deux  foyers  imagi- 
naires Ft,  Ft'  et  qu'on  démontre  que  la  somme  ou  la  différence 
des  distances  de  chaque  point  de  la  courbe  à  ces  deux  points 
est  constante. 

Cela  posé,  lorsqu'on  a  démontré  que  la  tangente  et  la 
normale  en  un  point  d'une  conique  sont  bissectrices  de 
l'angle  des  rayons  vecteurs,  on  s'est  appuyé  uniquement  sur 
ce  que  la  somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  est 
constante. 

Le  raisonnement  précédent  subsiste  entièrement  et  la 
formule  est  générale. 

Cette  formule  permet  de  construire  la  corde  qui  joint  les 
poiuts  d'incidence  de  deux  normales  issues  d'un  point  situé 
sur  l'un  des  axes  sans  qu'il  soit  besoin  de  construire  ces 
normales. 

Lorsque  la  courbe  est  une  parabole,  la  droite  qui  joint  les 
points  d'incidence  de  deux  normales  issues  d'un  point  situé 
sur  l'axe,  s'obtient  immédiatement  lorsqu'on  remarque  que 
la  sous-normale  est  constante  et  égale  au  paramètre. 

Lemme  II.  —  Cela  posé,  considérons  deux  surfaces  de 
révolution  dont  les  axes  se  rencontrent  en  P.  La  projection 
de  leur  intersection  sur  un  plan  parallèle  au  plan  des  axes 
est  une  conique. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  centre  de  cette  conique. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  allons  construire  deux 
diamètres  de  cette  courbe,  et  pour  cela  je  considère  la  sphère 
inscrite  dans  la  surface  0  par  exemple  et  ayant  son  centre 
au  point  de  rencontre  des  axes;  cette  sphère  se  projette  sui- 
vant un  cercle  bitangent  à  la  courbe  méridienne  de  la  surface 
<>,  le  cercle  de  contact  se  projettera  suivant  la  droite  AB 
qui  joint  les  points  d'incidence  des  normales  à  la  conique  0 
issues  du  point  P. 

•I''  dis  que  cette  droite  est  un  diamètre  de  la  projection  de 
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l'intersection.  En  effet,  on  a  démontré  en  géométrie  descriptive 
que  les  tangentes  aux  points  situés  sur  le  cercle  de  contact 


•l'une  des  sphères  circonscrites  sont  les  tangentes  aux  cercles 
d'intersection  de  cette  sphère   limite  avec  la  surface  pour 

laquelle  elle  est  sécante; 
il  est  aisé  de  voir  que  les 
tangentes  aux  points  M, 
M',  situés  sur  la  droite 
AB,  sont  les  cordes  com- 
munes au  cercle  PQ  et  à 
la  conique  0'  (cordes  per- 
pendiculaires à  l'axe  PO';; 
ces  deux  tangentes  étant 
parallèles,  il  en  résulte 
que  la  droite  AB  est  un 
diamètre. 

Mais  d'après  le  lemme 
démontréprécédemment, 
il  suffît  pour  construire 
la  droite  AB,  d'appliquer 

la  formule  : 


dans  laquelle  ;  désigne  la  distance  du  centre  0  de  la  courbe 
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à  la  droite  AB,  ;'  la  distance  01,  et  a  et  y  les  distances  de  ce 
même  point  0  aux  sommets  et  aux  foyers  de  la  courbe  (réels 
ou  imaginaires)  situés  sur  l'axe  OP. 

Cette  construction  appliquée  successivement  aux  surfaces 
0  et  0'  fera  connaître  le  centre  de  la  conique  projection  de  l'in- 
tersection des  surfaces  0  et  0'. 

Celte  construction  n'exige  nullement  le  tracé  du  cercle  P. 

Lorsque  le  cercle  P  aura  été  tracé,  on  obtiendra  le  centre 
plus  simplement  en  prenant  le  milieu  du  segment  MM' 
lorsqu'on  saura  construire  les  points  MM'. 

Remarque.  —  Si  l'une  des  surfaces  était  un  paraboloïde, 
pour   construire   le    diamètre    correspondant,  on    prendrait 

PQ  =  P, 

et  l'on  mènerait  AB  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole, 
puisque,  dans  la  parabole,  la  sous-normale  est  constante  et 
égale  au  paramètre. 

Supposons  maintenant  que  les  axes  de  révolution  devien- 
nent parallèles  ;  les  constructions  précédentes  s'appliquent 
encore  et  la  conique  intersection  qui  a  deux  diamètres 
parallèles,  puisqu'ils  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  droites  parallèles  01,  01',  est  une  parabole. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  projection  de  l'intersection  de  deux  sur- 
faces de  révolution  dont  les  axes  sont  parallèles,  sur  un  plan 
parallèle  au  plan  des  axes,  est  une  parabole. 

Corollaire.  —  La  projection  de  l'intersection  d'une  sur- 
face de  révolution  et  d'une  sphère,  sur  un  plan  parallèle  au 
plan  déterminé  par  l'axe  de  la  surface  et  le  centre  de  la 
sphère,  est  une  parabole. 

Car  on  peut  considérer  la  sphère  comme  une  surface  de 
révolution  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  de  la  surface 
proposée. 

Remarque.  —  L'axe  de  la  parabole  est  perpendiculaire  aux 
axes  de  révolution,  puisque  ces  axes  sont  perpendiculaires 
au  diamètre  AB,  et  que,  dans  la  parabole,  tous  les  diamètres 
sont  parallèles  à  l'axe. 
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On  pouvait  démontrer  le  théorème  que  nous  avons  énoncé 
en  commençant,  par  des  considérations  à  priori  et  purement 
géométriques. 

Lemme.  —  Il  est  évident  que  l'intersection  de  deux 
surfaces  du  second  ordre  ayant  un  plan  principal  commun  se 
projette  sur  ce  plan  suivant  une  conique. 

Les  asymptotes  de  cette  conique  sont  parallèles  aux  traces 
des  plans  qui  déterminent  dans  ces  deux  surfaces  des  sections 
homothétiques. 

Soit  en  effet  D  la  trace  d'un  plan  déterminant  dans  les  deux 
surfaces  des  sections  homothétiques.  Pour  obtenir  les  points 
de  la  projection  de  l'intersection  situés  sur  cette  droite  D,  je 
considère  les  coniques  G,  C,  intersections  du  plan  D  et  des 
surfaces  S  et  S';  ces  coniques  C,  G'  se  coupent  en  quatre  points 
A,  A',  B,  B'  situés  deux  à  deux  symétriquement  par  rapport 
à  la  droite  D;  la  droite  D  rencontre  donc  la  conique  ï  pro- 
jection de  l'intersection  des  surfaces  S,  S'  en  deux  points  a,  b 
projections  des  points  AA'  et  BB'.  Mais  les  deux  coniques 
G,  G  étant  homothétiques,  les  points  B,  B'  sont  rejetés  à  l'infini 
et  aussi  le  point  b.  La  droite  D  rencontre  donc  la  conique  ï 
en  deux  points  dont  l'un  est  rejeté  à  l'infini;  la  droite  D  est 
donc  parallèle  à  une  asymptote  de  la  conique  T. 

De  là  résulte  le  théorème  de  la  page  186. 

En  ellet,  les  asymptotes  de  la  conique  ï  sont  parallèles  aux 
deux  directions  des  plans  qui  déterminent  dans  les  surfaces 
S,  S'  des  sections  homothétiques. 

Or  ces  deux  directions  se  confondent  alors  avec  la  direction 
double  des  plans  cycliques. 

L'intersection  T  des  deux  surfaces  S,  S'  se  projette  donc 
suivant  une  parabole  dont  l'axe  est  perpendiculaire  aux  axes 
des  surfaces  S.  S  . 

Remarque.  —  Du  lemme  précédent  on  peut  déduire  immé- 
diatement la  construction  des  asymptotes  de  la  projection  de 
l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se 
rencontrent. 
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CONCOURS  GENERAL  DE  1878 

Mathématiques  spéciales. 
Solution  par  M.  G.  Kœnigs.  élève  à  l'École  normale  supérieure. 


On  donne  trois  axes  rectangulaires  OA,  OB,  OC  :  de  part  et 
d'autre  du  point  0  on  porte  :  OA  =  OA'  =  a,  OB  =  OB'  =  b, 
OG  =  OC  =  c.  On  demande  : 

1°  Le  lieu  des  axes  de  révolution  des  surfaces  de  second  ordre 
de  révolution  qui  passent  par  les  six  points  A,  A',  B,  B',  G,  C'  ; 

2°  Le  lieu  des  points  D  où  ces  axes  percent  respectivement 
chacune  des  surfaces  qui  leur  correspondent  ; 

3°  La  projection  de  ce  lieu  sur  le  plan  AOB.  On  discutera 
cette  projection  en  supposant,  a  >  h  >■  c. 

Par  le  point  0  passent  trois  cordes  de  chaque  surface  de 
révolution,  et  chacune  y  a  son  milieu:  comme  ces  cordes  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan,  on  en  conclut  que  toutes  les 
surfaces  de  révolution  du  système  ont  leur  centre  à  l'origine. 
Prenons  OA,  OB,  OG  pour  axes  ox,  oy  et  oz.  Soit  OR  un  axe 
d'une  surface  de  révolution  S  du  système.  Si  par  les  six 
points  A,  B,  etc.,  on  mène  des  plans  perpendiculaires  à  la 
droite  OR  et  la  coupant  aux  points  a,  p,  y,  a',  p',  y'  respective- 
ment, ces  plans  coupent  la  surface  2  suivant  six  cercles  de 
centres  <x,  p,  etc.,  et  de  rayons  aA,  £B,  yC,  a'A',  6'B',  y'G'. 

Un  plan  quelconque  P  menée  par  OR  coupe  les  cercles 
suivant  douze  points  (à,,  ot»),  (S,,  %),  (yt,  y2),  (a',,  a'2),  (§\t  p't), 
(Yi>  Y  2)»  et  *a  surface  S  suivant  une  conique  S.  Les  axes  de 
cette  conique  sont  OR  et  la  perpendiculaire  OR' a  OR  dans  le 
plan  P:  en  posant  OD  =  p,  on  aura  20  pour  longueur  d'un 
axe,  j'appellerai  in  l'axe  confondu  avec  OR'.  L'équation  de  la 
conique  S  dans  son  plan  sera  donc  : 
Yî  Y2 

Mais  la  conique  S  passe  par  les  douze  points,  -at,  a2  etc.  El  de 
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plus  la  symétrie  de  cespoinls  relativement  au  point  0,  et  aux 
droites  OR,  OR'  montre  qu'il  suffit  d'exprimer  que  les  points 
y,,  %  et  Y£  sout  situés  sur  la  conique:  ainsi  pour  le  point  i, 

0»             y.-/," 
Oïl  aura  — i  =  o. 

f2  '  <ï2 

Mais  on  voit  que  1x04  =  oA,  et  d'autre  part  le  triangle  OxA 
donne  :  Oa  =  a  cos  À 

xA  =  a  s  in  X 
(À,  p.,  v)  désignant  les  angles  faits  par  OR  avec  OA,  OB,  OC. 

Ainsi  l'équation  précédente  devient 


a*  cos'2  /  a'1  sin1  X 


1   =   0. 


Les  points  p,  et  yt  donneront  deux  relations  analogues,  ce 
qui  conduit  aux-  trois  relations: 

tl 

p"         '         <72  //-    I 

cos2  v  sin2  v  1     \ 


cos2  À  sin2  a 

.1  _2 


cos1  \).  sin2  y. 

_2 


(2) 


+ 


Lu  éliminant  — -  et entre  ces  trois  équations,  on  a  le 


déterminant  nul  : 

cos'-  À    sin-À 

1 
a* 

cos-  /.     1 

I 

a* 

cos*  y.    sin*jx 

1 
IF 

=  0  ou 

COS2   y.    I 

1 
1? 

cos2  v    sin2v 

1 

COS2    /     I 

1 
"c7 

Les  équations  de  OR  sont  du  reste 
x  a 


COS  À  COS a  COSv 

et  l'élimination  des  cosinus  entre  ces  équations  et  la  précé- 
dente donne  le  cône  lieu  des  axes  de  révolution  : 
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!/'-     i 


ou  en  développa  ni 

"  ("F  "F)  +  *'!  ("F  -  f)  +  ^  ("F  -7) = °  <3> 

Les  équations  (2)  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 


COS2  A 

I 

1 

a2 

1 

pS 

sin2  À 

sin2  À 

COS2  y. 

1 

1 

1 

pï 

sin2  y. 

b*   * 

sin2  y. 

COS2  V 

1 

1 

-     m 

c2  sin2  v  c2  sm2  v  rP- 

l)u  reste,  en  appelant  (x,  y,  -J  les  coordonnées  du  point  1), 
on  a  les  relations  suivantes  : 

x  =  p  cos  À,     y  =  p  cos  a,     s  =  c  cos  v,     ps  =  x'1  -\-  y9  -f-  s2 
d'où  on  tire  : 

f  sin2  À  =  y2  -f-  z*,  -J  sin2  y.  =  z-  -f  ./•-.  ps  sin2  v  =  ce1  -|-  y2. 
Les  équations  (2')  deviennent  ainsi  : 

x2  1  cs  1 


'f  +  *' 


If  +  j* 

1 


-f-x2 


s2  -f-  J?2 
1 


x2  +  y2    '    p"  c2     x2  -f-  \f  J    {'' 

Mais  on  peut  les  simplifier.  Les  équations  (2)  s'écrivent  : 


a-  cos2  À 


a2  sm-  À 
c2  cos2  v  — 

c2  sin2  v 
a1  cos2  À  — 

p2  —  a2 

C2  COS2    v   — 


62  COS-  a  —  c2 
6'  sin2  '7. 


b1  COS2  y.  —  ps 
c2  —  //- 


w 


«s 


—  p'- 
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ou 

en 

fin 

a2 

sin2  À          b2  sii 

l2  a 

-  b2 

■  = 

c2  sin'2  v 

T2 

P* 

—  a1           p2  - 

-î     

C2 

P* 

^2 

el 

pai 

•  suite  en  multipli 

ant 

par 

,2    . 

o 

a2  (y2  -f  s») 

= 

62 

(s2  +  U 

;2) 

s-  -f  2/2  +  *2  - 

a2 

£C»  + 

.'/'  +  ■" 

6a 

c2  ^as2  -f  if) 

P    8 

œ'  -f  î/2  -f-  =2  —  ^         p2  —  *2  ('  ^ 

Les  équations  (3)  (où  p  =  œ2  -f-  y2  -}-  s2)  représentent  dans 
l'espace  le  lieu  du  point  D  aussi  Lien  que  les  équations  (3); 
mais  c'est  à  ces  dernières  évidemment  qu'il  est  préférable  de 
s'arrêter,  vu  leur  simplicité. 

En  éliminant  s2  entre  ces  équations,  on  arrivera  à  l'équa- 
tion de  la  projection  du  lieu  sur  le  plan  xy.  Le  calcul  est 
sans  difficultés.  On  pose 

A  =  (a2  —  62)c2  +  (c2  —  b2)a2,    B  =  (a2  —  62)c2  +  (a2  —  c«)6», 
G  =  (a2  —  c2)b2  +  a2c2,  E  =  (a2  —  ô*)a2&sc* 

V)=(b2  —  c>2  -f  b2c2 

Les  hypothèses  a  >  c  >  6  entraînent  des  inégalités 
A  >  o,  B  >  o,  G  >  o,  E  >  o. 

On   trouve  (Ax-2  -f  By2)  (Cx2  —  Vy2)  =  E(y2  —  x*). 

On  discutera  la  courbe  en  posant  x  =  uy 

E 
—  u2  —  1 1 

On  aura  y2  = 


(Au2  +  B)  (V  -  ■§-)      ■ 

On  distinguera  trois  cas  :  1°  D  >  o  (2  asymptotes  réelles); 
4°  D  =0  (x  =  o  est  asymptote  double)  ;   3°  D   <  o  ([tas 

d'asymptote  réelle);  du  reste,  dans  tous  les  cas,  on  a  -—  <  1. 

u 

On  obtient  ainsi  trois  formes  de  courbes  représentées  ci- 
dessous. 

Il  est  facile  de  distinguer  les  points  de  la  courbe  qui  cor- 
respondent à  des  ellipsoïdes  de  révolution ,  de  ceux  qui 
correspondent  à  des  hyperboloïdes. 

Reportons-nous  aux  équations  (e),  elles  s'écrivent  : 


—  ïô~2 


&* 


</- 


COS-   <J. 


6* 


COS-  v  — 


sin*  À  sin2  (i  sin2  v  g2 

on  en    déduit,  en    faisant  la  somme  des  numérateurs  et  des 
dénominateurs  : 


Les  points  D  extérieurs  ù  la  sphère 


(a;2  +  y*  +  ^ 


+  ^+^)-—0 


sont  des  sommets  d'ellipsoïdes,  car  alors  —  >  o. 

g2 

Les  points  D  intérieurs  à  la  même  sphère  sont  des  sommets 

d'hyperboloïdes,  car  alors  -±—   <  o. 

a'1 

Tout  dépend  donc  du  signe  de  la  fonction  des  coordonnées 
du  point  D, 

v  =  (a,  +  ï.  +  ,.)(J_+_L.+_L)_1. 

Ces  coordonnées  satisfont    à   l'équation  (3),  on  en    tirera 
;J,  <•<•  qui  donnera  : 


Y  = 


Ë 


•(a262  +  62c2  -f  a2c2)  —  i 
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Ax2  +  B(/2  y2  —  x2         .      ,,, 

et  tirant É — —  =  — 7-; 7— -,  de    1  équation  de  la 

B  Cx2  —  uy* 

courbe  en  projection,  on  trouvera  : 

y  _       ?/    ~  x (a*b*  +  62CS  4-  e2r/2)  —   1, 

C.x2  —  1)//-  ^  ' 

ou  en  réduisant 

(a2  4-  c2)  62//2  —  (h1  -f-  c2)  a2x2 


V  = 


Cx-2    -  Dy2 
rt2  (è2  +  c2)  .x-2  —  62  (a8  -f  c2)   !/' 


Considérons  donc  la  branche  de  courbe  située  par  exemple 
dans  l'angle  yox  :  elle  est  comprise  entre  la  bissectrice  OT 
des  axes,  qui  lui  est  tangente  à  l'origine,  et  l'asymptote 
PM  :  V  =  o  représente  deux  droites,  l'une  d'elles  ON  est 
située  dans  l'angle  yox  ;  on  peut  môme  voir  qu'elle  est  com- 
prise dans  l'angle  MOT  :  elle  divise  donc  l'arc  de  courbe 
en  deux  parties,  l'une  donnant  des  ellipsoïdes,  et  l'autre 
des  hyperboloïdes:  la  branche  indéfinie  correspondra  à  la 
première  variété  :  la  branche  finie  comprise  entre  OT  et  ON 
correspondra  à  la  seconde:  les  points  à  l'infini  correspon- 
dent à  des  ellipsoïdes  dégénérés  en  cylindres.  Enfin  les 
[joints  oii  les  droites  Y  =  o  rencontrent  la  courbe  correspon- 
dent à  des  systèmes  de  plans  parallèles  (ABC  et  ABC). 
(ABC  et  ABC),  etc.  Les  points  de  la  courbe  à  l'origine 
correspondent  aux  cônes  de  révolution  du  système. 


VARIÉTÉS 


ESSAIS  POUR  LES  CONIQUES  DE  PASCAL 

AVEC 

Des  notes  par  M.  Ch.  Laurens,  professeur  honoraire. 


Introduction.  —  Les  manuscrits  que  Pascal  avait  pré- 
parés pour  rédiger  un  traité  complet  sur  les  coniques  dans 
le  style  géométrique  des  anciens,  ont  été  perdus,  à  l'exception 
de  quelques  pages  que  nous  reproduisons,  d'après  l'édition 
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des  œuvres  de  Pascal  publiée  en  186o  par  la  maison  Hachette. 

Ces  pages  que  Pascal  a  intitulées  :  Essais  pour  les  coniques, 
ne  contiennent  que  des  énoncés  sans  démonstration.  Nous 
croyons  être  utile  aux  élèves  studieux  de  mathématiques 
élémentaires,  en  rétablissant  les  démonstrations  des  énoncés 
de  Pascal,  sous  la  forme  géométrique  qu'il  aurait  employée 
lui-même,  et  ajoutant  quelques  applications  qui  leur  per- 
mettront de  comprendre  ce  qu'aurait  pu  être  un  ouvrage 
que  la  science  regrette  à  bon  droit. 

Aujourd'hui  nous  possédons  le  premier  volume  du  Traité 
des  coniques  de  M.  Chasles.  C'est  un  des  derniers  mots  de 
la  géométrie  moderne  sur  la  théorie  des  coniques;  mais  les 
efforts  de  Pascal,  à  la  suite  de  ceux  de  Désargues,  pour 
dépasser  les  travaux  d'Apollonius  ne  sont  pas  seulement 
remarquables  au  point  de  vue  historique  ;  ils  ont  une  valeur 
intrinsèque  que  l'on  ne  peut  négliger.  Xous  engageons 
vivement  nos  lecteurs  à  parcourir  les  pages  de  l'aperçu 
historique  que  M.  Chasles  a  consacré  à  l'histoire  de  la 
géométrie  du  commencement  du  xvne  siècle. 

Les  élèves  trouveront  dans  ce  qui  suit  d'utiles  exercices, 
les  familiarisant  avec  la  méthode  si  féconde  des  transversales; 
ils  comprendront  mieux  la  théorie  des  coniques  que  le  pro- 
gramme leur  impose,  mais  malheureusement  sous  une  forme 
étroite,  sans  aucun  avantage  de  simplicité  ou  de  rigueur, 
et  se  prépareront  efficacement  à  l'étude  analytique  de  ces 
courbes,  partie  importante  du  cours  de  mathématiques 
spéciales. 

Avant  de  reproduire  l'opuscule  de  Pascal,  nous  croyons 
devoir  résumer  la  lettre  que  Leibnitz  a  écrite  en  1G70  sur  la 
mise  en  ordre  des  manuscrits  de  notre  auteur. 

En  première  ligne,  il  a  placé  un  écrit  intitulé  :  Generatio 
coni sectionum,  tangentium  et  secantium  :  seuprojectioperipheriœ, 
tangentium  et  secantium  circuit',  in  quibuscumque  oculi,  plani  ac 
tabellœ  positionibus. 

Le  manuscrit  placé  à  la  suite  porte  d'après  Pascal  le  nom 
à'Hexagramme  mystique;  il  contenait  la  propriété  remarquable 
de  l'hexagone  inscrit  dans  une  conique,  dont  les  côtés 
opposés  se  rencontrent  en  trois  points  en  ligne  droite.  Au 
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dire  du  père  Mersenne,  Pascal  en  avait  déduit  quatre  cents 
corollaires. 

En  troisième  ligne  Leibnilz  a  mis  un  opuscule  portant  1« 
titre  suivant  :  De  quatuor  tangentibus  et  rectis  puncta  tactuum 
jungentibus,  unde  reclarum  harmonica  sectarum  et  diametrorum 
proprietates  oriantur.  Pascal ,  dans  cet  écrit ,  faisait  une 
appplication  continuelle  de  l'hexagramme  mystique. 

Leibnitzplaceà  la  suite  de  cet  écrit  un  manuscrit  intitulé  : 
De  proportionibus  segmenlorum  et  tangentium;  auquel  il  adjoi- 
gnait une  feuille  séparée  qui  avait  pour  titre  :  De  correspon- 
dentibus  diametrorum;  la  troisième  page  de  cette  feuille 
traitait  de  summà  et  differentiâ  lalerum  seu  de  focis. 

Le  cinquième  traité  portait  le  titre  :  De  tactionibus  conicis; 
c'est-à-dire  (dit  Leibnitz),  pour  que  le  titre  ne  trompe  pas, 
de  punctis  et  rectis  quos  sectio  conica  attingit. 

Au  dire  de  Leibnitz,  ces  cinq  écrits  formaient  un  traité 
complet  des  coniques  ;  mais  il  avait  encore  sous  les  yeux 
d'autres  écrits  renfermant  différents  problèmes  et  aussi  les 
quelques  pages  que  nous  reproduisons  et  qui  ont  été  publiés 
pour  la  première  fois  en  1779  par  Bossut  dans  son  édition 
des  œuvres  de  Pascal.  La  publication  de  ce  petit  travail 
confirmera  le  dire  de  Leibnilz. 

§  1er.  —  «  Définition  /r;.  — Quand  plusieurs  lignes  concourent 
au  même  point,  ou  sont  toutes  parallèles  entre  elles,  toutes 
ces  lignes  sont  dites  de  même  ordre  ou  de  même  ordonnance, 
et  la  multitude  de  ces  lignes  est  dite  ordre  de  lignes  ou  or- 
donnance de  lignes.  » 

«  Définition  2.  —  Par  le  mot  de  section  de  cône,  nous  enten- 
dons la  circonférence  de  cercle,  l'ellipse,  l'hyperbole,  la 
parabole  et  l'angle  rectiligne,  d'autant  qu'un  cône  coupé 
parallèlement  à  sa  base  ou  par  son  sommet,  ou  des  trois 
autres  sens  qui  engendrent  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  para- 
bole, donne  dans  sa  superficie,  ou  la  circonférence  d'un 
cercle,  ou  un  angle,  ou  l'ellipse,  ou  l'hyperbole,  ou  la  para- 
bole. » 

«  Définition  3.  —  Par  le  mot  de  droite  mis  seul,  nous  enten- 
dons la  ligne  droite.   » 

«  Lemme  I. — Si  dans  le  planMSQ  (fig.  i),  du  point  M  par- 
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tent  les  deux  droites  ilK,  MV,  et  du  point  S  partent  les  deux 
droites  SK,  SY  ;  que  K  soit  le  concours  des  droites  MK,  SK  ; 
A*  le  point  de  concours  des  droites  MT,  SV;  A  le  concours 
des  droites  MK,  SV;  M  le  point  de  concours  des  droites  MV, 
SK,  et  que  par  deux  des  quatre  points  A,  K,  M,  V,  qui  ne 


Fig.  i. 

sont  pas  en  ligne  droite  avec  les  points  M,  S,  comme  par 
K  et  V,  passe  la  circonférence  d'un  cercle  coupant  les  droites 
MV,  MA,  SV,  SK,  aux  points  0,  P,  Q,  N,  je  dis  que  les 
droites  MS,  NO,  PQ  sont  de  même  ordre.  » 

Note  i.  —  Ce  lemme  n'est  autre  que  le  théorème  sur  l'hexa- 
gone inscrit  qui  porte  le  nom  de  Pascal  et  qu'il  avait  appelé 
hexagramme  mystique  à  cause  des  nombreuses  conséquences 
que  l'on  peut  en  déduire.  Considérons  en  effet  (fig.  1) 
l'hexagone  KNOVQPK;  les  côtés  opposés  KN  et  VQ  se  ren- 
contrent en  S;  les  côtés  VO,  PK  en  M;  NO  et  PQ  en  R:  le 
théorème  de  Pascal,  tel  qu'on  l'énonce  habituellement,  con- 
siste en  ceci,  que  les  trois  points  R,  M,  S,  sont  en  ligne 
droite;  c'est-à-dire  que  les  droites  PQ,  NO,  MS  se  rencon- 
trent en  un  môme  point  ou  sont  parallèles,  c'est-à-dire, 
d'après  l'énoncé  de  Pascal,  sont  de  même  ordre. 
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Nous  ne  sommes  pas  éloigné  de  croire  que  Pascal  a 
obtenu  cet  important  théorème  en  considérant  un  hexagone 
inscrit  dans  un  cercle  ayant  deux  couples  de  côtés  opposés 
parallèles,  ce  qui  entraine  le  parallélisme  des  deux  autres 
côtés  ;  mais  la  place  de  ce  théorème  dans  l'ordre  des  énoncés 
de  Pascal  parait  exclure  dans  la  démonstration  que  l'au- 
teur avait  adoptée,  l'emploi  de  la  méthode  des  projections 
que  lui  et  Désargues  employaient  cependant  fréquem- 
ment, et  que  dans  l'un  des  lemmes  suivants,  Pascal  em- 
ploie pour  étendre  aux  coniques  le  théorème  établi  pour  le 
cercle. 

Nous  croyons  que  la  démonstration  de  l'hexagramme  mys- 
tique relatif  au  cercle  devait  être  fondée  sur  la  théorie 
des  transversales  ;  nous  reproduisons  la  démonstration 
connue. 

Dans  l'hexagone  PKXOVQP,  considérons  le  triangle  LTA 
formé  par  trois  côtés  njii  consécutifs  PK.  ~SO,  VQ.  Il  est 
coupé  par  les  trois  autres  côtés  KN,  OV,  PQ;le  théorème  des 
transversales  appliqué  à  ces  trois  droites  donne  les  trois 
égalités  : 
LK     TN      AS  AV     TO     LM  _      AQ     LP    TR  _ 

Tk~'Tn~'Ts~~  i:  W'TcPâm-  ,:T(T-  ap  "  lh"—  l' 

Si  uous  concevons  qu'on  ait  multiplié  membre  à  membre 

ces   trois   égalités,    et  simplifié   le   résultat    en    remarquant 

que  : 

LK  .  LP  =  LN  .  LO  :  TN  .  TO  =  TV  .  TQ  ;  HQ  .  AV  =  AP  .  AK  : 

AS       TR       LM 
on  obtient:  -^  .  —  .  -^  =  i, 

identité  qui  exprime  que  les  trois  points  S,  M.  R.  sont  en 
ligne  droite,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

£  2.  —  a  Lemme  II.  —  Si  par  la  même  droite  passent  plusieurs 
plans  qui  soient  coupés  par  un  autre  plan,  toutes  les  lignes 
des  sections  de  ces  plans  sont  de  même  ordre  avec  la  droite 
par  laquelle  passent  les  dits  plans.  » 

«Ces  deux  lemmes  posés  et  quelques  faciles  conséquences 
tirées  d'ieeux,  nous  démontrerons  que  les  mêmes  choses  étant 
posées  qu'au  premier  lemme,  si  par  les  points  K.  V,  de  la 
figure  du  lemme  I  passe  une  section  quelconque  du   cône 
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qui  coupe  les  droites  MK,  MV,  SK,  SV,  aux  points  P,  0,  N,  Q, 
les  droites  MS,  XO,  PQ;  seront  de  même  ordre.  Cela  sera  un 
troisième  lemme.  » 

<t  Ensuite  de  ces  trois  lemmes  et  de  quelques  consé- 
quences d'iceux,  nous  donnerons  des  éléments  coniques 
complets  :  à  savoir  toutes  les  propriétés  des  diamètres  et  des 
côtés  droits,  des  tangentes  et  la  restitution  du  cône  presque 
sur  toutes  les  données,  la  description  des  sections  du  cône 
par  points.  » 

Noie  2. — Le  second  lemme  est  le  point  de  départ  de  la  théorie 
des  projections  centrales;  on  peut  l'énoncer  ainsi:  Les 
perspectives  d'un  système  quelconque  de  droites  parallèles 
ou  concourantes  sont  parallèles  ou  concourantes.  Xous  n'in- 
sisterons pas  sur  la  démonstration.  On  sait  que  les  projec- 
tions centrales  ont  été  surtout  étudiées  par  Poncelet,  dans 
son  bel  ouvrage  des  propriétés  projectives  des  figures , 
et  on  peut  voir  dans  ce  livre  toute  la  fécondité  de  cette 
théorie. 

Le  troisième  lemme  est  une  conséquence  immédiate  des 
deux  premiers.  Concevons  un  cône  ayant  pour  base  la  cir- 
conférence de  la  figure  1,  et  des  plans  passant  par  le  som- 
met du  cône  et  les  côtés  de  l'hexagone  inscrit  dans  le 
cercle;  si  nous  coupons  le  cône  et  les  plans  par  un  nouveau 
plan  arbitraire,  nous  obtiendrons  une  conique  dans  laquelle 
sera  inscrit  un  nouvel  hexagone;  les  points  de  rencontre  des 
côtés  opposés  du  nouvel  hexagone  seront  évidemment  en 
ligne  droite.  Ainsi  se  trouve  étendu  à  toutes  les  coniques 
l'hexagone  mystique  de  Pascal,  fondement  du  traité  qu'a 
préparé  Pascal. 

Nous  indiquerons  rapidement  quelques  applications 
importantes  de  ce  théorème. 

lu  Construire  une  conique  par  points. 

Soient  BAFED  cinq  points  d'une  conique  (fig.  2);  menons 
par  D  une  droite  quelconque,  et  proposons-nous  de  trouver 
sur  cette  droite  le  point  C  inconnu  appartenant  à  la  conique. 
Ce  point  C  forme  avec  les  points  donnés  un  hexagone  ins- 
crit dans  la  conique.  AB  et  ED  se  rencontrent  en  M;  AF 
cl  DG,dont  les  directions  sont  connues, se  rencontrent  en  N; 
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donc  le  côté  EF,  et  le  côté  BC  dont  la  direction  est  inconnue, 
doivent  se   rencontrer  en  N 

un  point  P  situé  sur  MX; 
or,  EF  rencontre  MN  au 
point  P,  donc  la  direction 
PBC  sera  celle  du  côté  BG, 
et  le  point  G  où  PB  ren- 
contre DG  sera  le  point 
cherché. 

2°  Mener  une  tangente  à 
une  conique  par  un  point 
pris  sur  la  courbe. 

A,  G,  D,  E,  F  étant  cinq 
points  d'une  conique,  pro- 
posons-nous de  mener  par 
Aune  tangente  à  la  courbe; 
on  peut  regarder  (fig.  3)\a 
tangente  au  point  A  comme 
étant  le  sixième  côté  infiniment  petit  d'un  hexagone  inscrit 
dans  la  conique  que  déterminent  les  cinq  points,  les  côtés 
opposés  de  cet  hexagone,  à  savoir  AF  et  GD,  AG  et  FE,  se 


Fig.  s. 

rencontrent  en  N  et  M,  donc  le  point  de  concours  de  la  tan- 
gente en  A  et  du  côté  ED  doit  se  trouver  sur  MN  ;  ED  ren- 
contre MN  au  point  P,  donc  AP  sera  la  tangente. 

3°  La  propriété  du  centre  des  coniques  découle  de  l'hexa- 
gramme  mystique. 

Gonsidérons  (fig.  -i)  une  des  coniques, ellipse  ou  hyperbole. 
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à  laquelle  on  peut  mener  deux  tangentes  parallèles  ;  soient 

B  et  F  les  deux  points  de 
de  contact  et  0  le  milieu 
BF;  0  est  le  centre  de  la 
conique,  qui  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes 
passant  par  ce  point.  Soit 
pris  en  effet  un  point  A  quel- 
conque sur  la  courbe  que 
nous  joignons  au  point  B. 
Par  F  menons  une  parallèle 
AF  à  BD;  joignons  AF,  BD: 


Fig. 


le  quadrilatère  ABDF  peut  être  regardé  comme  un  hexa- 
gone ABCDEFA  ayant  deux  côtés  BC7  FE  infiniment  petits 
se  confondant  avec  les  tangentes  en  ces  points. 

Les  côtés  AB,  FD  parallèles  ont  leur  point  de  concours  à 
l'infini,  il  en  est  de  même  des  tangentes  BC,  FE  ;  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  étant  à  l'infini,  les  côtés  BD,  AF 
se  rencontreront  sur  une  droite  à  l'infini,  et  par  suite  sont 
parallèles.  La  figure  ABDF  est  un  parallélogramme,  et  la 
corde  AD  passant  par  le  milieu  Ode  BF  est  partagée  en  ce 
point  en  deux  parties  égales. 

4°  Les  milieux  d'un  système  de  cordes  parallèles  dans  une 
conique  sont  en  ligne  droite. 


^ 


- 


Fig.  s. 

Soient  (fig.  5)  AB,  GF,  Al)  trois  cordes  parallèles  quel- 
conques.  Considérons  l'hexagone  ABCDEFA.  Les  côtés  op- 
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posés  AB,  DE  sont  parallèles  et  se  rencontrent  à  l'infini;  BU 
et  EF  concourent  en  M  ;  AF  et  CD  en  N;  donc  MN  est  paral- 
lèle aux  droites  AB,  ED,  par  suite  à  CF. 

La  droite  HK  qui  joint  le  milieu  de  AB  au  milieu  de  CF 
passe  par  le  point  I  intersection  des  diagonales  du  trapèze 
ABCF  et  par  suite  par  le  milieu  G  de  MX  parallèle  à  AB. 

La  droite  KO,  qui  joint  le  milieu  de  CF  au  milieu  de  ED 
passe  par  le  point  de  concours  des  diagonales  CD,  EF  du 
trapèze  CFED  et  par  suite  par  le  milieu  G  de  MN  paral- 
lèle à  ED.  Donc  les  trois  points  H,  K,  N  des  trois  cordes  pa- 
rallèles sont  sur  une  ligne  droite  NP,  diamètre  de  la  courbe. 

On  prévoit  qu'il  n'est  pas  difficile  de  conclure  que  les  tan- 
gentes aux  extrémités  NP  du  diamètre  sont  paralèlles  aux 
cordes  divisées  par  le  diamètre  en  deux  parties  égales, 
qu'il  existe  une  iiilinité  de  diamètres  conjugués,  et  un  sys- 
tème d'axes  ou  diamètres  conjugués  rectangulaires.  Nous 
ne  croyons  pas  devoir  insister.  (A  suivre.) 


QUESTION   143. 

Solution  \\i\v  M.  Henrioi/k,  élève  du  Lycée  de  Bordeaux. 


Par  un  point  fixe  A  on  mène  une  droite  coupant  deux  parallèles 
données  en  V  et  Q.  Par  les  points  P  et  Q  on  mène  des  droites  respec- 
tivement parallèles  a  des  droites  donnée*  et  le  coupant  en  B. 
Prouver  que  le  lieu  de  B  e->7  une  droite. 

Posons  AC  =  o  et  soit   QD   =  //    la    distance    des    deux 
parallèles.  La  droite  QD 
prolongée  rencontre  PB 
en  B. 

Soit  k  l'angle  constant 
BPX. 

A  cause  des  triangles 
Bemblables  ACP  et  PQD 
PD  h 

CD"  ~"  o  -+-  h  ' 


on  a 


—  142  — 
Or  PD  =  DB  cotgoc 

a  VB  h      \ 

donc  — — —  =   ; — —  tga. 

CD  a  -\-h     s 

Le  rapport  étant  constant  et  l'angle  CDB  étant  droit, 

C  L) 

le  triangle  CDB  est  toujours  semblable  à  lui-même  et  par 

suite  l'angle  DCB  est  constant.  Donc  le  lieu  du  point  B  est 

la  droite  CB. 

Le  triangle  QBR  a  ses*  côtés  parallèles  respectivement  à 

des  directions  constantes,  et  deux  de  ses  sommets  Q  et  B  se 

meuvent  respectivement  sur  les  droites  HQ  et  HB  ;  donc  le 

troisième  sommet  se  meut  sur  la  droite  HR. 


QUESTION  165. 

"Solution  par  M.  Bûcheron   élève  du  Lycée  de  Moulins. 


b  et  c  sont  deux  côtés  d'un  triangle,  1  et  1  les  bissectrices 
intérieures  et  extérieures  de  l'angle  compris.  Il  existe  entre  ces 
quatre  longueurs  la  relation 

b2c2  4=  l2  (b  +  c)8  -f-  l'*(b  —  cf.     (Launoy.) 

Ona  i.  =  fc_      ** 

(b  +  cf 

a*6c 

et  P  =- —  —  bc. 

(c  —  by 

Éliminant  ■/-/■'  entre  ces  formules,  on  a  : 
bc  (b  +  c)*  —  l*  {b  -f  c)2  =  /'-  (c  —  by  -f-  bc  (c  —  by- ; 
efrectuanl  et  réduisant  on  a  : 

46«c9  =  /2  (b  -f  c)2  +  /  -  (6  —  c)\ 

Nota,  —  Oui  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  à  Grenoble;  Objois,  à 
Moulins;  Girod,  à  lîellcy  ;  Deslais,  au  Mans;  Elie.  Collège  Stanislas  ;  Cadot. 
Lycée  Saint-Louis;  Longueville.  à  Charleville;  Ferber,  à  Lyon;  Gino  Loria.  à 
Mantouc  Italie);  Schlesser,  à  Saint-Quentin;  Blessel,  piqueur  au  service  des 
ponts  et  chaussées,  à  Paris;  Boulogne,  à  Saint-Quentin. 
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QUESTION  168. 

Solution  par  M.   Mabw.  él»ve  du  Lycée  d 


Étant  donné  m  trapèze  isoseèle  trouver  par  la  géométrie  un* 

relation  entre  sa  hauteur,  sa  surface,  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit et  l'un  des  côtés  non  parallèles. 

Soit  ABCD  un  trapèze  isoseèle  inscrit  dans  un  cercle  0  :  et 
soient  HK  =  h  sa  hauteur,  DC 
=  a  et  r  le  rayon  du  cercle  0. 

On  a    S  =  2NN.  h. 

Mais  les  triangles  semblables 
\\"i)  et  EDG  donnent 
XX  // 

XO     ~~     a 

Or    NÔ*=r« ^-, 

a- 


XO 


y 


r 


XX 


î 
__)  4'"—  "• 

2  a 
XX  =  ±.  f^ 


a- 


(l'iiii 

Alors 
d'où 

et  par  suite 

N"T.\.  — Ont  résolu  l.i  même  question:  MM.  Deslais,  du  Mans;  Longuerille 
i\r  Charlerille. 

QUESTIONS    PROPOSÉES 


h2     ,r 

S  =  —  y  4'    —  (l' 


Mathématiques   élémentaires. 

229.  —  Construire  un  triangle  ABC  connaissant  les  points 
M,  N.  P,  milieux  des  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  BC,  AC. 
AB  dans  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 
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230.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  les  points  de 
rencontre  du  cercle  circonscrit  avec  les  hauteurs  du  triangle. 

231.  — Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  construit 
les  carrés  ABED,  ACGF,  BCHI.  Connaissant  les  points  de 
rencontre  des  droites  ED,  FG,  HI,  construire  le  triangle. 

232.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  les  points  de 
rencontre  a,  p,  y  du  cercle  circonscrit  avec  la  bissectrice,  la 
médiane  et  la  hauteur  issues  d'un  même  sommet. 


Mathématiques  spéciales. 

233.  — Du  centre  d'un  cercle,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires OTsur  les  tangentes  à  un  autre  cercle,  et  sur  chacune 
d'elles  on  prend,  à  partir  du  point  T  et  de  part  et  d'autre 
de  la  tangente,  des  longueurs  égales  TP  =  TP',  telles  que 
l'on  ait  OP,  OP'  =  K2.  Trouver  le  lieu  des  points  P  et  P'. 

234.  —  Un  diamètre  d'une  ellipse  est  donné  en  grandeur  et 
en  position.  Son  conjugué  est  donné  en  grandeur  seulement. 
Trouver  le  lieu  des  foyers. 

235.  — Connaissant  un  foyer  d'une  ellipse,  l'excentricité  et 
un  point,  trouver  l'enveloppe  des  directrices. 

236. —  Lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  les  deux  côtés 
issus  du  sommet  louchent  une  conique  donnée,  tandis  que 
les  deux  autres  sommets  parcourent  une  seconde  conique 
donnée. 

237.  —  Étant  donnée  une  conique  à  centre  rapportée  à  un 
foyer,  trouver  l'expression  de  la  longueur  de  l'axe  non  focal. 
Applications  au  lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  ont  un 
foyer  et  un  point  communs,  et  pour  lesquelles  la  longueur  du 
petit  axe  est  la  même. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KOEHLER. 


IMPRIMERIE    CENTRALE    DES    CHEMINS    DE    FER.    —    A.    I  HA1X   El    C" 
RIE   BBHGÈHE,   20,   A    PARI».    —   1388*0. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

ET   DE    LEURS   PROPRIÉTÉS 
ParM.Iiaunoy,  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Grami. 
[Suite,  voir  p.  97  et  suiv.) 


XXIII.  Problème.  —  Construire  les  normales  à  l'ellipse 
issues  d'un  point  donné  du  petit  axe. 

Si  dans  l'équation  du  théorème  précédent,  on  fait  l  =  c, 
le  point  R  se  confond  avec  le  centre  de  l'ellipse  et  le  point 
P  se  trouve  sur  le  petit  axe  ;  on  a  pour  RP  deux  valeurs 
nulles  auxquelles  correspondent  deux  normales  qui  coïn- 
cident avec  le  petit  axe  et  deux  autres  valeurs  données  par 
l'équation      a2  RD2  —  a*cz  +  fc2((Z2  +  c2)  =  o. 

Le  point  R  du  théorème  précédent  coïncidant  avec  le 
point  O,  on  a  (fig.  10)  dans  le  triangle  OPD 

PD2  =  d*  +  ÔD2, 
et  en  substituant  dans  l'équation  la  valeur  de  OD2  tirée  do 
cette  relation,  on  a 

a«(PD2j-  d1)  —  an-c2  -f  62(c/2  -f  c»)  =  o 
ou  a2PD2  =  c"(d"  +  c2)  =  c2PF 

ce  qui  donne  la  proportion 
PD  PF 

c  (/ 

Le  point  P  étant  donné,  on 
construit  les  normales  issues  de 
ce  point  de  la  manière  suivante  : 
on  prend  sur  PF  et  PF'  une  lon- 
gueur égale  à  a  par  un  arc  de 
cercle  de  centre  P,  ou  joint  les 
points  obtenus,  et  la  ligne  qui 
joint  ces  deux  points  est  coupée 
par  le  cercle  décrit  du  point  P 
Vi'J-  l0-  comme  centre  avec  c  pour  rayon 

JOURNAL   DE   MATH.    1880.  |(J 
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en  deux  points  qu'il  suffît  de  joindre  au  point  P  pour  avoir 
deux  normales  répondant  à  la  question. 

Remarque.  —  Celte  construction  peut  s'appliquer  seule 
lorsque  l'ellipse  est  tracée,  à  la  place  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  PFF'  qui  donne  également  le  point  M;  mais  si 
l'ellipse  n'est  pas  tracée,  les  deux  constructions  simultanées 
sont  nécessaires  et  donnent  le  point  M  avec  sa  normale  et 
sa  tangente. 

XXIV.  Théorème.  —  Le  cercle  qui  pause  parles  trois  points 
M,  D,  F  (fig.  10)  est  tangent  à  la  droite  PF. 

On  a  démontré  (Journal  de  Math,  élém.,  3e  année,  p.  199, 

PF  c 

III    la  relation  -rrrr  =  — 

'  PM  a 

et  on  vient  de  trouver  par  le  problème  XXIII 

PF  a 


PB  c  ' 

on  en  déduit,  en  multipliant  membre  à  membre, 

PP=PDxPM; 
donc  la  droite  PF  est   bien  tangente    au  cercle   PDM.  Le 
centre  de  ce  cercle  est  évidemment  sur  FT'  perpendiculaire 
a  PF;  il  se  trouve  donc  au  point  C  où  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  MF  vient  rencontrer  FT'. 

Corollaire  I.  —  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
M,  1),  F' est  aussi  tangent  à  PF',  puisque  PF'  =  PF,  et  son 
centre  C  est  à  l'intersection  de  FT  et  de  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  MF'. 

Corollaire  II.  —  La  ligne  CC  que  l'on  vient  de  définir 
est  perpendiculaire  à  la  normale  MI),  car  elle  forme  la  ligne 
des  centres  de  deux  cercles  qui  ont  la  ligne  MD  pour  corde 
commune;  de  plus,  CC  partage  la  longueur  MD  en  deux 
parties  égales. 

Corollaire  III.  — Soit  ()'  le  point  où  se  coupent  les  perpen- 
diculaires élevées  sur  les  milieux  des  rayons  vecteurs;  0'  se 
trouve  évidemment  sur  le  petit  axe  de  la  courbe,  puisque 
c'est  le  centre  du  cercle  qui  passe  parles  points  F  ,P,  F,  M,  T. 
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L'angle  COC'  est  supplémentaire  de  FMF'et  par  suite  de  son 
égal  GT'G  ;  le  quadrilatère  CO'G'T'  est  inscriptiblc  dans  un 
cercle. 

XXV.  Théorème.  —  Si  par  les  points  où  les  normales 
issues  d'un  point  P  et  menées  à  une  ellipse  rencontrent  le  grand 
axe,  on  mène  des  parallèles  aux  rayons  vecteurs  du  point  cor- 
respondant et  quon  abaisse  des  perpendiculaires  du  point  P  sur 
ces  parallèles,  les  points  obtenus  sont  sur  un  cercle  de  centre  P. 

Pour  le  démontrer,  il  faut  se  reporter  à  la  figure  9;  les 
triangles  PRD  et  MDH,  étant  semblables,  donnent  la  propor- 
PR  M  H 

tl0U  TD    =  1ÏD  ; 

ATH 
on  a  posé  PR  =  (/,  et  on  a  trouvé  (XXII)  pour  le  rapport 


MD 


a  sin  x  .  , 

la  valeur ,  ce  qui  donne 


PR  a  sin  a 


PD  c 

de 


d'où  PD  sin  x  : 

a 

Soit  DK  parallèle  à  MF'  et  PK  perpendiculaire  sur  cette 

parallèle,  L'angle  PDK  étant  égal  à  -/.,  on  a 

de 
PK  =  PD  sin  x  =  — — . 
a 

La  longueur  PK  ne  dépend  donc  que  de  la  distance  d; 
or,  on  sait  que,  dans  le  cas  général,  on  peut  du  point  P  mener 
quatre  normales  à  l'ellipse;  à  chacune  de  ces  normales  cor- 
respondent deux  parallèles  analogues  à  DK,  et  par  suite  huit 
points  tels  que  K  dont  la  distance  au  point  P  est  la  même, 
c'est-à-dire  qu'ils  sont  tous  sur  un  cercle  décrit  du  point  P 

comme  centre  avec  pour  rayon,  et  ce  rayon  sera  le  même 

pour  tous  les  cercles  pareils  dont  les  centres  seront  sur  une 
parallèle  au  grand  axe  menée  à  la  distance  d. 

XXVI.  Théorème.  —  Si  deux  normales  issu,  s  d'un  point 
du  plan  d'une  ellipse  ont  même  longueur,  d  désignant  la  dis- 
tance de  ce  point  au  grand  axe,  ix  et  2a  les  angles  des  )-ayons 
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vecteurs  des  points  où  aboutissent  les  normales,  on  a  la  relation 

%  4-  x  de 

tg  x  tg  x  tg =  —  . 

En  se  reportant  à  la  figure  9,  théorème  XXII,  on  voit  que 
PM  =  PD  +  DM  : 

or  (XX)  DM 


et  (XXV.  PD  = 


a  cos  x 
de 


a  sm  x 
de 

d'Où  PM  =  : 


a  sm  x         a  cos  x 
De  même,  PM'  étant  une  seconde  normale, 

de  b2 


PM' 


a  sin  x         a  cos  x 
et  la  condition  PM  =  PM'  donnée  dans  l'énoncé  conduit  à 
la  suivante  : 

de    f      i  i     \  b"-  f     i  i 


'/      \  sm  a  sin  x  /  a    \cos  x  cos  a 

de  (sin  x  —  sin  x)  b'2  (cos  a  —  cos  x) 

sin  x  sin  x  cos  x  cos  x 

x    —  X  x    -\-  X 

or  sin  x  —  sin  x  =  2    sm  cos  


ou 


x  — f—  X 

cos  a  —  cos  x  = — 2  sm sm  


2 
x  —  1 

2    —  y 


2  sm   sm   — ■ . 

2  2 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente  et 

divisant  les  deux  membres  de  celte  relation  par  le  facteur 

X     — 


on  trouve 

t  7-  ~h  a  »,    •      *  4-  « 

de  cos  ■ 62  sin  ■ 


sm  /  sin  K  eus  a  COS  x 

d'oïl  l'on  déduit  la  relation  cherchée 

a  -f  a'  (2c 

Ur  y.  tg  y.    tg   =  — — 

D  n  2  6* 
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XXVII.  Rayon  et  centre  du  cercle  oscillateur  en  un  point 
d'une  ellipse. 

Si  du  point  P  défini  dans  le  théorème  précédent  par  cette 
condition  que  deux  des  normales  issues  de  ce  point  sont 
égales,  on  décrit  un  cercle  de  rayon  égal  à  leur  longueur 
commune,  ce  cercle  sera  tangent  à  l'ellipse  aux  deux  points 
où  aboutissent  les  normales;  il  sera  alors  doublement  lan- 
gent à  l'ellipse. 

Gela  étant,  soient  PM  et  PM'  ces  deux  normales  ;  si  la 
première  reste  fixe  et  si  l'on  suppose  que  le  point  P  se  meut 
sur  elle  de  telle  sorte  que  les  normales  qui  partent  de  ce 
point  soient  toujours  égales,  il  arrivera  un  moment  où  le 
point  P  occupera  sur  PM  une  position  telle  que  les  deux  nor- 
males PM  et  PM'  n'en  formeront  plus  qu'une;  comme  elles 
n'auront  point  cessé  d'être  égales,  la  relation  du  théorème 
précédent  sera  encore  vraie  et  la  position  du  point  P  sur 
la  normale  PM  sera  définie  par  cette  môme  relation  dans 
laquelle  a  =  -i,  c'est-à-dire  par 

tg3..  =  — •  (1) 

La  parallèle  au  grand  axe  menée  à  la  distance  cl  ainsi 
définie  rencontrera  la  normale  PM  au  point  P. 

Le  cercle  considéré  ci-dessus  sera  devenu  le  cercle  oscu- 
lateur  à  l'ellipse  au  point  M,  et  le  point  P  que  l'on  vient  de 
construire  sera  son  centre. 

Gomme  à.  la  valeur  de  a  ne  correspond  qu'une  seule 
valeur  pour  d,  on  en  conclut  que  la  normale  PM  ne  contient 
qu'un  seul  point  jouissant  de  cette  propriété  que  deux  des 
normales  issues  de  ce  point  et  menées  à  l'ellipse  sont  con- 
fondues. Chaque  normale  à  l'ellipse  contient  un  pareil 
point  et  le  lieu  de  tous  ces  points  constitue  la  développée  de 
l'ellipse. 

Quant  à  la  valeur  R  du  rayon  du  cercle  osculateur  au 
point  M,  elle  sera  donnée  par  l'expression 

n  =  —±—  +  — b— . 

a  sin  a.  a  cos  a 

d  avant  la  valeur  donnée  par  la  relation  (1). 
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Ra  sin  oc  =  de  ~\-  b2  tg  a 


Ou  a 
et  comme  eu  vertu  de  (1) 

de  =  b2  ter3  a 


il  vicut  Ra  siu  a  =  b2  tg  a(i  -J-  tg2*)  = 

b2 


b2  siu  a 
cos3  a 


d'où  R  = 

Si  l'on  remarque  que 

N== 


a  cos3  a 
6* 


(XX), 


a  cos  a 
on  obtient  une  seconde  expression  de  R,  savoir 


COS-  a 
d'où  la  construction  suivante  de  R  :  MD  f/ty.  //J   étant  la 

normale  en  M,  en  D  on 
élève  une  perpendicu- 
laire à  MD,  qui  rencontre 
le  rayon  vecteur  MF'  au 
point  I;  eu  ce  point  on 
élève  uue  perpendiculaire 
àF'M;  cette  perpendicu- 
laire coupe  la  normale 
MD  au  point  R  tel  que 
N 


Fig.  11. 


MR  = 


COS2  a 


Enfin,  on  a  obtenu  (VIII,  remarque) 

b 

COS  7.  =  — - , 

b 

b'3 
on  en  déduit  R  =  — -— . 

ab 

On  trouvera  la  construction  de  R,  parlant  de  cette  expres- 
sion, dans  le  Journal,  3e  année,  p.  165  et  suivantes. 

XXVIII.  Théorème.  —  Il  existe  entre  les  rayons  vecteurs 
MF  et  MF' d'un  point  M  d'une  ellipse,  le  rayon  lî  du  eerele  os- 
cillateur en  ce  point  et  k  le  demi-angle  des  rayons  secteurs,  la 

I  I  2 

relation  - -  + 


MF 


MF' 


R  cas  a 
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En    effet,  si  dans  la  première  expression  de  R  que  l'on 
vient  d'obtenir,  on  remplace  —  parle  produit  MF  X^IF 


cosa  -j. 


(V)  et  si  l'on  remarque  que 


on  peut  écrire 


a  = 


R  = 


MF  -j-  MF' 


2MF  x  MF' 


cos  y.  (MF  x  MF) 

MF  --  MF  2 


ou 


.MF  X  MF    "  "   R  cos  x  ' 
relation  qui  conduit  immédiatement  à  celle  de  l'énoncé. 

Remarque.  —  Soil  (fig.  12)  un  cercle  de  centre  0,  PAR  un 
diamètre,  l'M  une  tangente  et  MO  la  corde  des    contacts; 


Fig.  /•>. 

le  triangle   rectangle  PMO  donne 

PM2  ou  l'A  X  PB  =  PQ  X  PO  ; 

PA  +  Pli 


or 


PO 


donc  l'A  X  PB  =  PQ'x 

d'où  l'on  déduit  facilement 


PA  -f  PP. 


l'A     '     PB         PQ  * 
Cela  étant,  soient  (fig.  /•'/    MI'"  et  MF'  les  rayons  vecteurs 
du  point  AT  d'une  ellipse;  sur  MF'  on  prend  une  longueur 
MF,  =  MF  et  si  I  est  le  milieu  de  FF, 

=    MF+MF,  =  ^ 


—  m  — 

Si  TQ  est  la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues  du 
point  M  et  menées  au  cercle  décrit  du  point  I  comme  centre 
avec  IF'  pour  rayon,  on  a,  comme  on  rient  de  le  voir, 


MF  ^~ 


MFt         MQ 


et  par  suite 


d"oii 


MQ 


R  = 


R  cos  % 

MQ 


COS  X 

La  polaire  TQ  prolongée  rencontre  précisément  la  nor- 
male en  M  au  point  R  tel  que 
MR  =  R,  c'est-à-dire  au  centre 
du  cercle  osculateur  en  M. 

On  déduit  alors  la  construc- 
tion suivante  du  rayon  MR  : 
sur  l'un  des  rayons  vecteurs 
MF'  on  prend  une  longueur 
MI  =  a  ;  avec  IF'  pour  rayon 
on  décrit  un  cercle  de  centre 

I  ;  on  prend  MI'  =  —    et  du 

point  F  comme  centre  avec  IM 
pour  rayon  on  décrit  un  nouveau  cercle;  la  corde  TQ  com- 
mune à  ces  deux  cercles  rencontre  la  normale  en  M  au 
point  R  tel  que  MR  =  R.  (A  suivre.) 


Fig.  13. 


NOTE  D'ALGEBRE 

Par  M.  Pajon,  Professeur  au  Lycée  de  Cahors. 


Loi  des  variations  de  la  fraction  du  premier  degré 
ax  -f-  b 

y  =    a  x  -f  b  ' 
x  croissant  d'une  manière  continue  depuis  —  oo  jusqu'à  -f-  oo . 

Los  variations  de  la  fraction  du  premier  degré  sont  sou- 
mises à  une  loi  générale  très  simple  dont  l'application  est 
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utile  dans  la  discussion  de  toute  une  classe  de  formules. 
Cette  loi  n'étant  ni  établie,  ni  énoncée  dans   les  ouvrages 
classiques  d'algèbre,  nous  croyons  devoir  traiter  cette  ques- 
tion dans  l'intérêt  des  élèves. 
Nous  supposons  évidemment  qu'entre  les  coefficients  a,  b, 

a  b  . 

a  .  b'  on  n'a  pas  la  relation  — r  =  -rr-  On  sait  que  dans  ce 

a  b 

i    -,     a 
cas  la  fraction  est  constante  et  égale  a  — 7-. 

I.  Continuité  de  la  [onction.  —  On  démontre  d'abord  que  le 
binôme  Mx  -j-  N  est  continu  et  croit  depuis  —  co  jusqu'à 
-J-oo,  ou  décroit  depuis  -j-  00  jusqu'à  —  co  ,  selon  que  M 
est  positif  ou  négatif. 

De  la  continuité  des  deux  termes  on  déduit  aisément  celle 

de  la  fraction.   Soit  — =r-  la  valeur  déterminée  que  prend  y 

b' 
lorsqu'on  donne  a  x  une  valeur  quelconque  autre  que -; 

a,  (j,  k,  les  accroissements  positifs  ou  négatifs  de  A,  de  B  et 

de  — jt-  lorsque  x  augmente  d'une  quantité  positive  h  aussi 

petite  qu'on  voudra.  On  a  : 

A  -f  y.  A  By.  —  Ao 


k 


B  +  ê  B  B2  -h  BC  ' 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  k  tend  vers  zéro. 

Lorsque  la  variable  x  passe  par  la  valeur — ,  le  déno- 
minateur à'y  s'annule  en  changeant  de  signe,  le  numérateur 
conservant  le  sien  ;  la  fraction  passe  alors  par  l'infini  en 
changeant  de  signe  à  ce  passage. 

II.  La  fraction  du  premier  degré  varie  dans  le  même  sens 
que  la  variable  x  ou  en  sens  contraire  selon  que  ab'  —  ba'  est 
positif  ou  négatif.  —  La  fonction  y,  étant  continue  et  ne  pas- 
sant qu'une  seule  fois  par  chaque  valeur,  puisque  à  une 
valeur  d'y  ne  répond  qu'une  seule  valeur  d'x,  est  toujours 
croissante  ou  toujours  décroissante.  Il  suffit  donc  de  déter- 
miner le  sens  de  sa  variation  loisque  x  passe  par  deux 
valeurs  quelconques. 
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Or  pour  x  =  ±  oo    ou  a  ri  = — -.  Soit  le  l'accroissement 
1  J         a 

d'y  lorsque  x  croit  de  n  à  -f-  oo,  n  élaut  aussi  grand  qu'où 
voudra.  Ou  a  : 

a  an  -j-  b  ab'  —  ba 

a  an  -f-  b'  a"-n  -\-  ab' 

le  dénominateur  étant  positif;  si  n  est  suffisamment  grand, 
le  signe  de  /;  est  le  même  que  celui  de  ab'  —  ba'. 

Donc  selon  que  ab'  —  ba  est  positif  ou  négatif,  la  fonc- 
tion varie  dans  le  même  sens  que  la  variable  ou  en  sens 
contraire.  • 

III.  Loi  générale  des  variations  de  la  fraction.  —  Nous  avons 
supposé  que  x  croît  depuis  —  oo  jusqu'à  -f~  oo.  Si  ab'  —  ba 

est  positif,  y  croit  depuis  — -  jusqu'à  -j-  oo  ,  passe  brusque- 

a 
ment  à  —  co   et  croit  depuis  —  oc  jusqu'à  — —.  Si  ab'  —  ba' 

est  négatif,  y  décroit  depuis  — —  jusqu'à  —    co,  passe  brus- 

•  •  »v     a 

quemeut  a  -J-  oo  et  décroît  depuis  -\-  20  jusqu  a  — -■ 

IV.    Applications.    —    1°   Discuter   la  formule    des    miroirs 

concaves  p  =  — ; — -. 

p  — 1 

On  a  :  ab'  —  ba  =  —  /'2;  donc  p   varie  en  sens  inverse 

de  p.  Supposons  que  p  décroisse  depuis  -j-  00  jusqu'à  zéro, 

la  formule  donne  les  valeurs  correspondantes  : 

jp  =  4.  00        p  =  if       p  =  f  p  =  o 

\p'  =  f  p'  =    2/'  p'  =  ±    co  p'  =   o 

et  l'on  conclut  immédiatement  les  sepl  cas  donnés  dans  Les 
traités  de  physique. 

n    .-.  ,  .  m  -4-  10        ,  .        .      ».    . 

20  Liant  donne  sin  x  =  — ,   déterminer  les  limites 

21U  -j-    1 

de  m,  l'angle  \  restant  compris  entre  o°  et  1800. 

On  a:  ab' —  ba   =  —  19;  donc  m  varie  en    sens    inverse 

de  sin  ,r.  La  formule  donne  les  valeurs  correspondantes: 

sin  x  =  o    sin  x  =  1 

m  =  —  10  m  =  g 


I  .... 
lO.j    — 

Donc  sin  x  croissant  depuis  zéro  jusqu'à  i,  m  décroît  de 
—  10  à  —  oo,  passe  brusquement  à  -J-  co  et  décroit  ensuite 
jusqu'à  o- 

3"  Couper  une  sphère  par  un  plan  de  manière  que  le  volume 
de  l'un  des  segments  ainsi  obtenus  soit  une  fraction  donnée  k 
du  volume  du  cylindre  qui  aurait  même  hase  et  même  hauteur 
que  le  segment  sphérique. 

Entre  quelles  limites  peut  varier  k  ? 

(Baccalauréat  es  sciences,  Montpellier,  li  juillet  1879.) 

La  hauteur  du  segment  sphérique  étant  représentée  parce, 
on  trouve  la  formule: 

3R  (2K—  i) 

3R   étant  constante,  x    varie   dans   le   même  sens  que   la 

2K  —  1 

fraction  — ,  et  comme  cette  fraction  donne  :  ab  —  ba 

3  k  —  1 

=  i,scet  K  varient  dans  le  même  sens.  Or,  la  formule  donne: 
(  x  =    0         x  =  2R 

/  K  =  —        K  =  00 

Donc  ce  croissant  de  o  à  2R,  K  croit  depuis  — jusqu'à 
4-00. 

i  Dans  quelle  direction  faut-il  lancer  une  bille  élastique p  \ir 
qu'après  trois  réflexions  sur  un  billard  circulaire  elle  revienne 
au  point  de  départ? Examiner  le  cm  ou  la  bille  place,' en  dehors 
pourrait  pénétrer  librement  dans  l'intérieur  da  cercle  et  revenir 
librement  au  point  de  départ. 

Il  suflit  évidemment  de  déterminer  le  premier  point  d'inci- 
dence, le  second  point  étant  à  l'extrémité  du  diamètre  passant 
par  la  position  initiale  de  la  bille,  et  le  troisième  étunt 
symétrique  du  premier  par  rapport  à  ce  diamètre. 

R  étant  le  rayon  donné  du  billard,  d  la  distance  donnée 
de  la  bille  au  centre,  x  la  projection  du  rayon  mené  au  pre- 
mier point  d'incidence  sur  le  diamètre  qui  passe  parla  bille, 
on  obtient  la  formule: 

R  (R  —  d, 

x  = — . 

2d 
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La  fraction  ; donnant  ab'  —  ba  =  —  2R,  a  et  x 

varient  en  sens  inverse  l'un  de  l'autre.  Or,  d'après  la  formule, 

si  x  =  R,  on  a  d  =  —r-,  et   si  d   =  oo ,   on  a  x  = . 

5  2 

r> 

Donc  si  d  croit  depuis  son  minimum  —  jusqu'à  -j-  x  ,    x 

r> 

décroit  depuis  son  maximum  R  jusqu'à sonminimum, 

et  l'on  a  le  tableau  des  valeurs  principales  : 

d  =  -r-        d=  —        d  =  R        d  =  -f-  x 
3  2 

p                   R                                        R 
x=  R  ac=  —        x  =  o        œ== 


Remarque  générale. 

Lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  par  les  méthodes  élémentaires 
les  limites  d'une  fonction  ou  de  sa  variable  dans  des  con- 
ditions particulières,  la  loi  des  variations  de  cette  fonction 
fournit,  en  général,  un  moyen  plus  simple  et  plus  sur  que 
l'emploi  des  inégalités.  La  question  suivante  posée  aux 
examens  oraux  pour  Saint-Cyr  (1879)  en  offre  un  exemple 
assez  remarquable. 

Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  la  surface  du  trapèze 
formé  dans  une  ellipse  par  la  distance  focale,  deux  rayons 
vecteurs  parallèles  et  de  même  sens  et  la  droite  qui  joint  leurs 
extrémités. 

a  désignant  l'angle  des  rayons  vecteurs  cherchés  avec  le 
grand  axe  2a,  26  le  petit  axe  et  2c  la  distance  focale,  l'ex- 
pression de  la  surface  de  ce  trapèze  est 

2abic  sin  x 
b-  -\-  c-  sin2  y.  ' 
et  h  cause  de  la  quantité  constante  2a62c,  il  s'agit  de  trouver 
le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction 


.'/  = 


&'  -\-  c2  sin2  x 
Lorsque   sin  x  croit  depuis  o  jusqu'à  1.  Dansces  limites, // 


—  m  — 

est  toujours  posilif  et  l'on  a  les  valeurs  correspondantes: 
(  sin  7.  =  o        sin  k  =  i 

)  i 

)         ?y  =  o  y  =  — — ; 

(  l>*  +  c 

Lo  minimum  cherché  est  donc  zéro,  et  le  maximum  sérail 

si  pendant  que  sinv.  croît  de  o  à  i,  y  croissait  cons- 


62  -f-  c'2 
ta  m  ment. 

Or,  si  l'on  cherche  les  variations  d'y  en  remplaçant  sin  a 
par  une  variable  indépendante  z,  croissant  depuis  —  oc  jus- 
qu'à -f  «  ,  on  trouve  que  la  fonction  y  croit  depuis  o  jusqu'à 

son  maximum  algébrique  — - —  lorsque  z  croît  depuis  o  jus- 
qu'à i — .  Il  faut  donc  distinguer  trois  cas  : 

1°  —  <  i .  On  a  les  valeurs  correspondantes  : 
c 

b 

c 
i  i 


y  =  o      y  =  — - —  maximum  ;  y 


2bc  ' J        b"-  +  c* 

Dans  ce   cas,  sin  a  croissant  depuis  o  jusqu'à   t,  y  croît 

depuis  o  jusqu'à  son  maximum  — - — etdécroitensuite  jusqu'à 
-.  Donc  le  maximum  du  trapèze  a  lieu  lorsque  sin  x 


=  — .  Sa  surface  est  alors  égale  à  ab,  et  les  rayons  vecteurs 

qui  forment  ses  bases  sont  parallèles  à  la  corde  qui  joint 
les  extrémités  des  deux  axes. 

2°  —  ;>  i .  On  a  les  valeurs  correspondantes  : 

b 

%  —  O  .3  —    I  Z    — 

c 

Dans  ce  cas,  sin  a  croissant  depuis  o  jusqu'à   i,  y  croit 
depuis  o  jusqu'à  „ ,  valeur  qui  devient  ainsi  son  maxi- 
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muni.  Le  trapèze  maximum  est  alors  un  rectangle  dont  la 

surface  est  ésrale  à  — . 

&  a 

3°  =  i.  On  a,  dans  ce  cas  : 

c 

__  b      _ 

c 

I  I  ! 

y  —  °      y  —  2fjc  —  b.,_  _j_  cj  —    2l}2 

Le  trapèze  maximum  est  encore  un  rectangle,  et  sa  sur- 
face est  éerale  à  ab. 


ÉTUDE  SUR  UNE  LIGNE  REMARQUABLE  DU  TRIANGLE 

ANTIBISSECTRICE 

Par  Maurice  tl'Ocagne,  élève  en  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Fontanes. 


Définition.  —  Cette  note  a  pour  but  l'exposé  des  principales 
propriétés  d'un  élément  nouveau  que  je  propose  d'introduire 
dans  l'étude  du  triangle. 

Cet  élément  est  la  droite  qui  joint  un  sommet  d'un  triangle 
au  symétrique,  sur  le  côté  opposé,  du  pied  de  la  bissectrice  cor- 
respondante, par  rapport  au  milieu  de  ce  côté. 

Je  dois  ajouter  que,  dans  ce  qui  suit,  je  donne  à  cette  ligne 
le  nom  d'antibissectrice  relative  au  sommet  considéré. 

Propriétés  de  l'antibissectrice.  — Je  me  contenterai  d'énon- 
cer les  propriétés  suivantes  dont  les  démonstrations  sont 
assez  simples  pour  que  j'aie  cru  pouvoir  me  dispenser  de  les 
donner  ici. 

I.  —  Les  distances  d'un  point  quelconque  d'une  antibissectrice 
aux  côtés  adjacents  du  triangle,  sont  inversement  proportionnelle* 
aux  carrés  de  ces  côtés. 

Il  suffit  pourle  démontrer  d'abaisser,  du  pied  de  l'antibis- 
sectrice et  du  pied  de  la  bissectrice  sur  l'un  des  cùlés,  des 
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perpendiculaires  sur  les  deux  autres  côtés.  On  a  des  triangles 
semblables  qui  donnent  la  propriété  énoncée. 

II.  —  Les  distances  du  pied  d'une  antibissectrice  aux  côtés 
adjacents  du  triangle  sont  proportionnelles  aux  carrés  des  seg- 
ments déterminés  sur  la  base  par  ce  point. 

III.  —  Les  trois  antibissectrices  d'un  triangle  concourent  en 
un  même  point,  dont  les  distances  d',  d",  d"'  aux  côtés  a,  b,  c 
sont  liées  par  la  relation  a2d'  =  b2d"  =  c-d" . 

IV.  —  Le  point  de  concours  des  antibissectrices  est  le  barg- 
centre  des  sommets  du  triangle  affectés  des  coefficients  coséc  A, 
coséc  B,  coséc  G. 

Relations  métriques.  —  1°  Longueur  de  ?  antibissectrice.  Si 
on  considère,  dans  le  triangle  ABC  In  hauteur  AH,  la  bissec- 
trice AD,  la  médiane  AM  et  l'anlibissectrice  AI,  on  remarque 
que  AM  est  médiane,  dans  le  triangle  DAI. 

77p 

Donc  Al'2  -f  AD'2  =  2AM2  -] 

2 

cl  "AT2  —  Â~D2  =  2DI  X  HM. 

Ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

fjp 

2ÂÏ2  =  2AM2  -I I-2HMXDI. 

2 

Remplaçant  AM,  DI,  HM  par  leurs  valeurs  que  l'on   sait 

calculer,  on  trouve  en  posant  AI  =  / 

t  _  y» + <a  -  H«2 + ^  +  c^r       m 

2°  Angles  de  la  bissectrice  avec  les  côtés  adjacents.  En  posant 
IAB  =  p,  IAG  =  y,  on  voit  facilement  que 
sin  p  b2 

1ÛTV  =  IF*  (1) 

De  plus  p  -(-  y  =  A 

ou  cos  (3  cos  y  —  sin  p  sin  y  =  cos  A.  (2) 

De  (1)  et  (2)  on  déduit 

b*  sin  A 

sin  S  = 


sin  v  = 


Yb>  +  c4  +  2b2c-  cos  A 
c-  sin  A 

Yb'  +  c4  +  26-c2cos  A 


(II) 
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3°  Distances  du  point  de  concours  des  antibissectrices  aux 
côtés  du  triangle.  La  formule  de  la  propriété  (II)  jointe  à  la 
relation  évidente  ad'  -f  bd"  +  cdm  =  2S  (S  étant  la  surface  du 

triangle)  donne        d'  =  — — — r r—r~. ■..  (III) 

0    '  a(ab  -f  ac  -f-  bc) 

De  même  pour  d"  et  d". 

Remarque.  —  On  peut  considérer  Y  antibissectrice  extérieure 
correspondant  à  la  bissectrice  extérieure  comme  Yantibissec- 
trice  intérieure  correspond  à  la  bissectrice  intérieure. 

Les  deux  antibissectrices  sont  conjuguées  barmoniques  par 
rapport  aux  côtés  du  triangle. 

L'antibissectrice  extérieure  donne  lieu  à  une  étude  analogue 
à  celle  que  nous  venons  de  résumer  pour  l'antibissectrice 
intérieure. 

Applications.  —  Xous  allons  maintenant  donner  quelques 
applications  des  théorèmes  contenus  dans  cette  note,  de 
manière  à  faire  ressortir  leur  utilité. 

Problème  I.  —  Deux  points  A  et  B  se  meuvent  respective- 
ment sur  deux  droites  fixes  Ox  et  Oy,  de  façon  que  la  somme 
OA  -f-  OB  reste  constante. 

Déterminer  l'enveloppe  de  la  droite  AB. 
Nous  allons  d'abord  établir  une  relation  dont  nous  ferons 

plusieurs  fois  usage  au  cours 
de  la  question. 

Considérons  deux  positions 
quelconques  AB,  A'B',  de  la 
droite  mobile,  qui  se  coupent 
en  M,  Nous  avons 

OA  -f-  OB   =  OA'  +  OB' 
ou 

OB  —  OB   =  OA'  —  OA 
c'est-à-dire 

BB'  =  A' A. 

Les  triangles  MAA',  MBB  ayant,  par  suite,  même  base  sout 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs 

MAA'  Mil 


«h-   11 


MBB' 


MI 
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Mais  ces   triangles  ayant  aussi  même  angle  au  sommet, 

MAA'  MA  X  MA' 

on  a 


Donc 


MBB'  MB  X  MB' 

MH  MA  X  MA' 


Ml  MB  x  MB' 

Gela  posé,  nous  allons  diviser  la  solution  du  problème  en 
deux  parties. 

1°  Déterminons  le  point  où  la  droite  AB  touche  son  enve- 
loppe. 

Pour  cela,  considérons  la  position  très  voisine  A'B',  qui 
coupe  AB  en  M,  et  cherchons  le  point  m  vers  lequel  M  tend 
sur  AB,  lorsque  A'B'  vient  se  confondre  avec  cette  droite. 

D'après  la  relation  précédemment  établie,  on  a,  si  MH  et 
MI  sont  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  oy  et  ox, 
MH  MAX  MA' 

"MF  —  MB  x  MB'  " 
De  plus,  Lim  MA  =  Lim  MA'  =  mA 

Lim  MB  =  Lim  MB'  =  ?»B. 
Par  suite,  si  mh  et  mi  sont  les  distances  du  point  m  ù  oy 

mh  m  A2 

et  ox,  ?  =  ■ — ,■ . 

vu  mB2 

D'après  la  propriété  II,  le  point  m  est  donc  le  pied  de  l'an- 
libisscctrice  du  triangle  OAB  issue  de  0. 

Gonséqucmment,  si  on  mène  la  bissectrice  de  l'angle  xoy, 
oz,  qui  rencontre  AB  en  P,  on  a,  d'après  la  définition  mémo 
de  l'antibissectrice,  AP  =  Bm. 

2°  Cherchons  maintenant  l'enveloppe  de  la  droite  AB. 

Pour  cela,  considérons  la  position  particulière  CD  de  la 
droite  mobile  perpendiculaire  à  OZ,  c'est-à-dire  telle  que 
OG  =  OD.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  voit  que  l'enve- 
loppe est  tangente  à  cette  droite  en  son  point  d'intersection 
S  avec  OZ.  Gomme  d'ailleurs  cette  enveloppe  a  évidemment 
OZ  pour  axe,  le  point  S  est  sommet  de  la  courbe. 

Si  N  est  le  point  où  CD  coupe  AB  et  si  de  ce  point  nous 
abaissons  les  perpendiculaires  NR  et  NQ  sur  OY  et  OX,  nous 
avons,  toujours  d'après  la  relation  fondamentale, 
NR  ND X  XA 
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Mais  RND  =  SOY 

comme  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires, 


et 

QNG  =  SOX 

pour  la 

même 

raison. 

Donc 

RND  =  QNG 

et  on  a 

ND           NR 
NG           NQ 

Par  suite, 

NA 
NB   ' 

ou 

NA  =  NB. 

Mais  nous  avons  vu  que  mB  =  PA, 
donc  Nw  =  NP . 

Par  conséquent,  si   L  est  le  pied  de  la   perpendiculaire 
abaissée  de  m  sur  OZ, 
on  a  SL  =  SP, 

c'est-à-dire  que  la  sous-tangente  à  la  courbe  enveloppe  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  le  sommet  de  la  courbe  ; 
celte  enveloppe  est  donc  une  parabole.  On  voit,  de  plus, 
immédiatement  que  cette  parabole  est  tangente  à  OX  et  à  OY. 

Problème  II.  —  On  prend  à  l'intérieur  du  triangle  ABG 
un  point  M,  et  sur  les  triangles  MAB,  MAC,  MBC,  on  construit 
des  prismes  ayant  des  hauteurs  proportionnelles  à  AB,  AG,  BG. 
Déterminer  la  position  du  point  M  de  façon  que  ces  trois  prismes 
soient  équivalents. 

J'appellerai  Me,  Mb,  Ma,  les  perpendiculaires  abaissées  de 
M  respectivement  sur  AB,  AC,   BG.  Si  alors  je  représenle 
par  V,  Y',  V"  les  volumes  des  trois  prismes,  par  H,  H',  H" 
leurs  hauteurs,  j'ai, 
Y_ABxMc     H .y-,  ACxM6     H>.  ^  _._  BG  X  Ma     H„ 

2  2  2 

Il  faut  donc  que  : 
AB  x  Me  X  H  =  AC  x  M6  X  H  =  BG  X  Ma  X  H" 
ou,  comme  H,  H',  H",  sont  proportionnelles  à  AB,  AG,  BG, 
Me  X  ÂB2  =  M6  X  ÂC2  =  Ma  X  BG2. 
Par  suite,  d'après  la  propriété  III,  la  position  cherchée  pour 
le  point  M  est  le  point  de  concours  des  anlibissectrices  du 
triangle  ABG. 
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Théorème.  —  Si  on  considère  une  droite  AB  découpa). i 
sur  une  courbe  C  quelconque  un  arc  de  grandeur  constante,  le 
point  où  AB  touche  son  enveloppe  est  le  pied  de  l' antibissectrice 
du  triangle  formé  par  la  droite  AB  et  les  tangentes  h  la  courbe 
G  aux  points  A  et.  B  où  elle  est  coupée  par  AB. 
Prenons  la  position  AB  de  la  droite  mobile  et  la  position 

infiniment  voisine 
AB'  qui  coupe  la 
première  en  M.  Du 
point  M  abaissons 
les  perpendiculai- 
res MH  et  MJ  sur 
les  sécantes  AA'  et 
BB'. 

Les   arcs  AB   et 
AB'  étant   égaux , 
par  hypothèse, il  en 
arc  AA'  =  arc  BB'. 
Mais  ces  arcs,  étant  infiniment  petits,  se  confondent  sensi- 
blement avec  leurs  cordes  et  celles-ci  sont  égales,  à  moins 
d'un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Dès  lors,  les  triangles  MA  A',  MBB'  ayant  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs.  Mais,  ayant  même  angle 
au  sommet,  ils  sont  aussi  entre  eux  comme  les  produits  des 
côtés  qui  comprennent  cet  angle. 

MH  MA  X  MA' 

D°nC'  TET  =    MB  X  MA'  ' 

A  la  limite,  lorsque  A'B'  vient  se  confondre  avec  AB,  on  a 
MA  =  MA    MB'  =  MB. 

MA? 


résulte  que 


Par  suite, 


Lim 


MH 


MI  MB* 

C'est-à-dire  que  la  limite  cherchée  de  la  position  du  point 
M,  sur  AB,  est  le  pied  de  L'antibissectrice  du  triangle 
avec  lequel  se  confond  alors  le  triangle  PAB  ;  mais,  à  la 
limite,  les  sécantes  PA  et  PB  viennent  coïncider  avec  les 
tangentes  à  la  courbe  l!  aux  points  A  et  B  ;  le  théorème  est 
donc  démontré. 
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La  première  partie  du  problème  I  est  un  cas  particulier 
de  ce  théorème;  mais  cette  particularité  entraînant  des  con- 
séquences intéressantes  qui  ne  sont  pas  réalisées  dans  les 
autres  cas,  j'ai  voulu  traiter  le  problème  à  part,  avant  d'en 
faire  connaître  la  généralisation. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET    LEURS   APPLICATIONS  EX  GÉOMÉTRIE 
Par  M.  E.hI.  Boquel. 

[Suite,  voir  p.  79). 


Le  théorème  précédent  conduit  immédiatement  à  la  pro- 
priété fondamentale  de  la  forme  adjointe. 
Si  l'on  fait  dans  f  la  substitution  suivante  : 

iXt  =  3ii'/£i  — (—  a12CC  2  -f-    .  .  .    -f-  X|nû2;i 


\   OCn  —  rJ-n\3C  i  -j-  rJ.n<>,X  2  ~\~    •  •  •   ~j~  OCmuE  n 

la  forme  /"sera  transformée  en  une  autre  forme  /". 

Soit  F'  la  forme  adjointe  de  cette  nouvelle  forme/",  F  dési- 
gnant toujours  la  forme  adjointe  de  la  première  forme  f. 
Je  dis  qu'on  aura  identiquement  : 

F'(X\,  X'2,  . . .  X'„  )  =  R2F(Xt,  X2,  . . .  X„  ), 
R  désignant  le  module  de  la   transformation   (c.-à-d.    le 
déterminant  de  la  substitution),  sous  la  condition  que  l'on 
suppose  X't,  X'2,  . . .  X'h  ,  liées  à  X^  X2,  ...  X»  par  les  rela- 
tions 

XA  =  ^nXi  -f-  a2lX2  -)-...-)-  a,i|X,( 
X'jj  =  7.12X2  -f-  x22X2  +   •  •  •  +  a,12Xn 

(2) 


X  n  =  04nX,  -f-  XanX,  -f-   ...  -f-  KfinXfi 
Pour  établir  cette  proposition,  formons  F  en  considérant, 
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d'après  le  théorème  précédent,  la  forme 

f  =  0/'  —  faXj.  +  ÛC2X2  -f   ...    -\-  Xn  X«  )2. 

Prenons  l'invariant  de  cp,  que  nous  appellerons  A(<p);  nous 
avons  vu  qu'on  a  : 

A(?)  =  o»  A  —  0»  -  «F(X4J  X2,  ...  X«  ). 

Faisons  dans  <p  la  substitution  (1),  en  considérant  0  et  les 
variables  X  comme  de  simples  coefficients.  Il  viendra  : 

?'  =  8f  —  [Xi(*n*'i  +  ai2«'2  +  •  •  •  +  Un»"  )  +  •  •  ■?• 
Pour  former  ce  carré,  multiplions  les  équations  (1)   par 
Xj,  X2,  ...  X„  ,  et  ajoutons  ;  nous  aurons  : 
XiXt  +  œ2X2  -f-  ...  +  œn  X» 

=  ^'i(7-iixi  +  «siXj  +  • .  •  -f-  a"|X»  » 

-j-  aj^OjjXj  +  a22X2  -j-  . .  .  -f"  «nsXn  ) 


-\- :r  u  ("/|„Xt  -f-  y-in^-,  -{"•••  ~f-  '/i,„X„  ) 

Les  quantités  entre  parenthèses  dans  le  deuxième  membre 
sont  précisément  X'j,  X'2,  . . .  X'»  ;  nous  aurons  donc  : 
x^  -f  x2X2  4~  •  •  •  4~  xn  X„  =  a-'iX'i  4-  x-'2X'2  4-  ...  4-  œ'n  X* 

En  faisant  dans  o  la  substitution  (1),  on  aura  donc  : 
9  =  0/"  —  (x\X\  4-  rc'aX'9  4-  . . .  +  x'„  X'„  )» . 

Donc       A(V)  =  0„  A'  —  0"  -  i  F  (  X\,  X'a,  . . .  X'„  ). 

Or  nous  avons  établi  au  début  que,  si  l'on  fait  une  substi- 
Lution  linéaire  dans  une  forme  quadratique,  l'invariant  de 
la  nouvelle  forme  obtenue  est  égal  au  produit  de  l'invariant 
de  la  première  forme  par  le  carré  du  module  de  la  transfor- 
mation; donc  A  (ç)  =  R2  A  (tp). 

Par  conséquent  0„  A'  —  0»  -  <  F  =  R2  (0"  A  —  0"  -  '  F). 

Supprimant  0n  -  *,  et  remarquant  que  A'  =  R2  A,  il  rient  : 
F'  =  R2  F,  c.  q.  f.  d. 

—  On  peut  donner  de  cette  propriété  fondamentale  un  autre 
énoncé,  plus  commode  que  le  précédent  dans  les  applica- 
tions. 

Puisque  l'on  a:  F'  (X\,  X'„  ...X'„)=  R2  F  .X,.  X3,  ...X„), 
si  l'on  remplaçait  X',,  X'2,  . . .  X'„  parleurs  valeurs  données 
par  les  équations  (2),  on  aurait  une  identité. 

Faisons  l'opération  inverse,  c'est-à-dire  remplaçons  Xn 
X.2,   ...  Xn    par  leurs  valeurs  tirées    des   équations  (2),  en 
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observant  que  le  déterminant  de  ces  équations  est  R.  Il 
viendra,  en  désignant  par  R'xu,  R'a12.  ...  les  dérivées  de  R 
par  rapport  aux  éléments  respectifs  xu,  al2,   ...  : 

RXj  =  R'ouX'i  -f  R'a12  X'2  -f  .  .  .    f  Rain  X'„ 
De  même     RXa  =  R'x21  X\  -\-  R'x22  X'2  +  ...  +  R'*22  X'n 


RX„  =  R'ani  X't  +  R'a„2  X't  -f  . . .  +  R'x,m  X'». 
D'ailleurs,  F  étant  homogène  et  du  2e  degré,  on  a  : 
R2F  =  F(RX1?  RX2,   . . .  RX„  ) 
et  par  suite,  la  substitution  des  valeurs  précédentes  donne  : 

F'(X'lf  X2,  . . .  XV,  )  =  F(R'au  X\  +  R'a12  X'2  +  . . .  ) 
résultat  qu'on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  considère  la  substitution  (1),  et  que  Von  appelle  substi- 
tution adjointe  la  substitution 

X±  =  R'au  x\  -f-  R  *i2  x\  -\-    .  .  .   -f-  R'ain  Xn 
Xz  =  R'oCjj,  x\  -f-  R'^22   x\~\-    •  •  •    ~f~   R'**'!  Xn 

Xn  =  R'x»i  X\  -f-   R'a;î2   X2  -\-    .  .  .   -f-   R'*mi  œ'ti 

Si  /a  /orme  f  es£  changée  en  la  forme  f  par  Za  substitution  (l), 
/a  /orme  F,  adjointe  de  f,  sera  changée  en  la  forme  F',  adjointe 
de  f,  par  /a  substitution  (1)'  adjointe  de  la  substitution  (1). 

—  Application  des  théorèmes  précédents  à  la  forme  ternaire 
Ax2  -f-  A'y2  -j-  A"z2  -f-  2l3yz  +  2B'zx  -f  2B"xy. 

Soit /"la  forme  proposée;   nous  allons  chercher  sa  forme 
adjointe.  Posons,  conformément  à  la  définition  : 
r  Ax    +  B"y  -f  B'z    =  X 
(1)  B'œ  +  A'y  +  Bz    =  Y 

(  B'x  -f  B(/  -j-  A"*  =  Z 
A  B"B' 
B"  A'  B 
B'  B  A" 
que  nous  supposerons  différent  de  zéro. 

On  peut  lirer  des  équations  (1)  les  valeurs  de  x,  y,  s,  en 
fonction  de  X,  Y,  Z  ;  il  vient  ainsi  : 


Soit  A  le  déterminant 


(invariant  de  la  forme/") 


X  = 


X  B"  B' 

Y  A'B 
Z  B  A" 


y  = 
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A  X  B 
B"  Y  B 
B'  Z  A" 


A  B  X 
B"  A'  Y 
B'  B    Z 


A  A  A 

Si  l'on  reporte  ces  valeurs  dans  f  mise  sous  la  forme 

f=  jcX  +  yY  +  *Z, 

le  numérateur  de  la    nouvelle    valeur    de   f    sera    la  forme 
adjointe.  On  a  ainsi  : 


X 


X  B  '  B' 

Y  A'  B 
Z   B  A' 


+  Y 


A  XB' 
B'Y  B 
B'  Z  A' 


+  z 


A  B'X 
B  A  Y 
B'  B  Z 


et  la  forme  adjointe  de  f  est,  par  conséquent  : 

F  =  X*  (AA"  —  B2)  -f  Y3  (A A  —  B'2)  +  Z*  (AA  —  B'') 
-f  2YZ(B'B'  —  AB)-f-  2ZX(B'B—  A'B')  +  2XY  ŒB'  —  A'B") 

—  On  doit  à  Cauchy  (Exercices  mathématiques)  une  remarque 
intéressante,  et  susceptible  de  nombreuses  applications.  Si 
l'on  fait  dans  /"la  substitution  particulière 
I  x  =  ->.t   -(-  pu 
<  y  =  %t  -f-  P'w 
1  %  =  a  t  -f-  p  U 
on  obtient   une  autre   forme    Mi2    -f-  zN'fu   -j-  Mu2,   dont 
l'invariant  est  MM'  —  X"2. 
Si  l'on  considère,  d'autre  part,  la  substitution  générale 
fx  =  at  -f"  pu   -f-  yu 
j  i/  =  xi  -f-  p'w  -f-  y'u 
(  5  =  -/'/  -f-  p'u  -|-  y*» 
la  forme  obtenue  se  composera  de  la  partie  Mf*  -f-  2N"/ti 
-|-  MV  et  des  trois  autres  termes  qu'il  est  inutile  d'écrire. 
Prenons  la  substitution  adjointe 

f  œ  =  R'a*  +  R'pw  +  R\v 
)  y  =  Kat  -f-  R'p'ti  +  R'y'U 

(  s  =  B  tt"/  +  R'V'W  +  RVa' 

ou  a  :    R'a  =  S'y"  —  y'S'.  R'i  =  y'*'  — x'y*,  Ry  =  rfT  —  pV. 
t  x  =  {pY—ifi")t  +  (y  Y'  —  *Y>  +  («F  -  ?'«)« 
Donc      |/  =  (â"y  —  y»'   +  (ï*«  —  «*y)«  +  (<*"P  —  /"a)y 

(  z  =  (py  —  tf')'  4-  (y*   —  *Y>  +  («P'  —  P«> 
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Nous  avons  vu  que  cette  substitution  transformera  la 
forme  F  adjointe  de  f,  en  la  forme  F'  adjointe  de  f. 

Or  la  forme  adjointe  de  f  est 

F'  =  (MM"  —  N2)/2  -f  .    .    .  .+  (MM'  —  N"2)u2  +  .    .   . 

Revenons  maintenant  à  la  première  substitution  considérée, 
où  n'entre  pas  v;  tous  les  termes  de  la  substitution  adjointe 
où  entrent  les  quantités  y,  y',  y"  sont  nuls,  et  cette  substi- 
tution se  réduit  à 

x  =  (-/S"  —  p'x")v ,      y  =  (-/S  —  p"y.)v,      %  =  (a(3'  —  Sx> . 

Or,  c'est  en  la  faisant  dans  F  qu'on  obtient  le  résultat 
F';  F'  se  réduit  d'ailleurs  dans  le  cas  actuel  à  u2  (MM'  — N*a]  : 
MM'  —  N"2  est  donc  le  coefficient  de  v2  dans  le  résultat  qu'on 
obtient  en  faisant  dans  la  première  forme  adjointe  F  la 
substitution  adjointe. 

Mais  la  forme  /',  quand  les  coefficients  de  v  sont  nuls, 
est  simplement  Mi2  -j-  2^\"tu  -f-  MV  ;  son  invariant  est 
MM'  —  N"2  ;  cet  invariant  est  donc  égal  au  coefficient  de  v1 
dans  F',   c'est-a-dire  a  la  valeur  même  que  prend  la  forme 

ADJOINTE  DE  LA  PROPOSÉE  QUAND  ON  Y  REMPLACE  £C,  y,  Z,  PARLES   BI- 
NOMES a'S"  —  S'a",  a"{3  —  (3"a  ET  vS  —  (3a\ 

Applications. 

Les  propriétés  des  formes  quadratiques,  qui  ont  été  beau- 
coup étudiées  à  l'étranger,  sont  susceptibles  d'applications 
intéressantes  et  variées  dans  toutes  les  branches  des  ma- 
thématiques. En  France,  M.  Hermite  en  a  tiré  un  merveilleux 
parti  dans  le  domaine  de  l'algèbre  pure,  et  le  P.  Joubert, 
dont  l'autorité  en  ces  matières  est  bien  connue,  en  a  fait, 
de  son  côté,  une  étude  approfondie.  Sans  vouloir  entrer  dans 
de  longs  détails  sur  des  travaux  qui  appartiennent  à  leur 
auteur,  et  qu'il  est  mieux  que  personne  à  même  de  vulga- 
riser en  les  publiant  s'il  le  juge  convenable,  nous  croyons 
qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  à  nos  lecteurs  une  idée 
de  la  méthode,  et  nous  choisirons  dans  ce  but  quelques 
questions  de  nature  à  les  intéresser  spécialement,  en  ce 
qu'elles  appartiennent  tout  à  fait  à  la  géométrie  analytique. 

Nous  allons  montrer  d'abord  comment  le  P.  Joubert  a 
utilisé  l'observation  de  Cauchy  pour  calculer  avec  une  extrême 
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simplicité  la  distance  d'un  point  à  une  droite  dans  l'espace, 
en  coordonnées  obliques,  calcul  que  nos  lecteurs  savent  par 
expérience  être  très  pénible  par  les  procédés  habituels. 

Distance  d'un  point   (x  y'   z)  à  une  droite    (x  =  az   +  p, 
y  =  bz  -f-  <I)  e)l  coordonnées  obliques.  —  Le  carré  de  la  distance 
du  point  (x  y'  z')  à  un  point  quelconque  (x,  y,  z)  de  la  droite 
considérée  est  l'expression 
F  =  (x  —  x'f  +  (y— y')2  +  (a  —  z)2  +  2(y  —  y')(z  —  z) 

cos  X  -j-  2(z  —  z')(x  —  x)  C(>s  V-  +  2(x  — ■r'H'J  —  y)  cos  v- 
Le  minimum  de  cette  expression,  dans  laquelle  ce  et  y  sont 
des  fonctions  de  z  déterminées  parles  équations  delà  droite 
donnée,  est  précisément  la  valeur  du  carré  de  la  distance 
cherchée. 

o2  est  en  réalité    égal  à  (az  -f-  p  —  x')2  +  (bz  -|-  q  —  y')2 

-f- ce  que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

o2  =  [a(z  —  z)  —  (.x;'—  az  —p)]--\-[b(z—z)  —{y  —bz  —q^ 

+  (*  -  *? 

+  2[b(z  —  z)  —  (y'  —  bz  —  q)](z  —  z)  cos  À 

-f-  2 [a(x-  —  x')  —  (x  —  az  —  p)]( z  —  z)  cos  a 

-f-  2[a(z. —  z)  —  (ce' — az — p)][b(z —  z') — {y — bz  — r/)]cosv. 

o2  est  donc  de  la  forme  M  (z  —  a')2  -f-  2N'(a  —  a')  +  M' 

i    r                          T-       MM'  —  N"2 
C.-à-d.  de  la  forme  —    M(a  —  z)  +  N"    H g 

La   valeur  qui  rend  o2  minimum  est  celle  pour  laquelle 

M(a   —  a')    -f-  N"  est  nul,  et  le  minimum  est  précisément 

MM'-X"' 
— ;  il  faut  donc  calculer  cette  quantité. 

observons  que  l'expression  M(a  —  a')s  +  2N"(a  —  s')  -f-M' 
provient  de  la  forme  quadratique 

f  =  x*  -f-  y*  -\-  z-  -f-  21/z  cos  a  -j-  zzx  cos  [*  +  2'7/  cos  v 
quand  on  y  remplace     x  par  a(a  —  s')  —  (x'  —  az  — p) 
y  par  b(z  —  s)  —  (y   —  bz  —  ç) 
et  s  par  a  —  a'. 
C'est  là  une  substitution  tout  ù  fait  analogue  à  celle  dont 
il  s'agit  dans  la  remarque  de  Cauchy,  /  représentant  ;  —  r', 
u  représentant  l'unité,  et  les  coefficients  étant 
a  =  G,      a    =  b,      a    =   i . 

p  =  —  (X'  —  az  —  p),    p'  =  —  (y  —  &a'  —  q),    p'  =  o. 
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Or.  d'après  la  remarque  de  Cauchy,  on  sait  que  si  dans 
f(x,  y,  z)  on  fait  la  substitution  se  =  txt  -f-  pu,  y  =  a't-\-  p'u, 
z  =  x"t  -\-  p"u,  auquel  cas  f(x,  y,  z)  prend  la  forme  Mi2 
-f-  2ÎH"tu  -f-  M'w2,  on  a  : 

MM'  —  W*  =  F(-xV  —  p'a",   z"p  —  S'a,  otfi*  —  pa) 
F  désignant  la  forme  adjointe  de  f. 

Les  binômes  à  considérer  sont: 
x'p"  —  p'a"  =  y'  —  &s'  —  g,  a"3 —  p"a  =  —  (x — az' — p) 
et  -jS-j  —  pa  =—(;/'  —  6;'  —  ç)a  -f-  (a?  —  a-'  —  p)6 

=  6(05'  —  p)  —  ati/'  —  q). 

Xous  obtiendrons  MM' —  N'2  en  remplaçant,  dans  la  forme 
adjointe  de  f,  les  variables  x,  y,  z  par  ces  binômes. 

Or  la  forme  adjointe  F  de  /"est,  comme  nous  l'avons  va  : 
F  =  œ»(A'A'  —  B2)  -f  y*{A.'A.  —  B'2)  -f  js*(AA.'  —  B"2) 

-f-  2yz(B'B'  —  ABi  +  2zx(B"B  —  A'B')  -f-  2xy(BB'  —  A"B") 
c'est-à-dire  dans  le  cas  actuel  : 
F  =  x2  sin2  À  +  y2  sin2  y.  -f-  s2  sin2  v  -j-  2y^(cos  a  cos  v  —  cos  X) 

-j-  2ZX\  cos  v  cos  X  —  COS  ;x)  -f-  2xy(cos  A  COS  ;x  —  COS  v). 

Par  conséquent, 
MM'  —  N*"  =  (y  —  bz'  —  q)*  sin2  À  +  (x  —  az  —  p)  sin2  u 

+  [H*  —  p)  —  al  y  —  qfY  sin2  v  -j- '. 

Le  dénominateur  de  o2  est  M;  or  la  quantité  M  obtenue  en 
remplaçant  dans  f,  x,  y  et  z  par  xt  -)-  $u,  x't  -j-  i'u,  x"t  -f-  6"w, 
est  le  coefficient  de  V-  ;  c'est  donc 

x2  -{-  x 2  -j-  y. 2  -j-  2a'a*  cos  À  +  2a*a  cos  a  -j-  2xa'  cos  v 
c.-à-d.  que  l'on  a,  d'après  les  valeurs  de  x,  x ,  x'  : 

M  =  a2  -f-  &2  -f-  i  +  2&  cos  X  -f-  2a  cos  [*  ~~\~  2fl^  cos  v- 
Le  carré  de  la  distance  cherchée  est  donc  : 

E-sin2À  -\-  G'2sin2a -|- Hïsin2v-|- 2GH(cosu.cosv  —  cosÀ) 

4-  2HE(C0SvC0sX  —  COS;x)  -j-  2EG(C0SÀC0S;x  —  cosv) 


a2  -f-  62  -j-  i  — j—  26  cos  À  -j-  2a  cos  a  -j-  2ab  cos  v 
formule  dans  laquelle  E,  G,  H  désignent  les  valeurs  que 
prennent  les  premiers  membres  des  équations  des  projection* 
de  la  droite  considérée  sur  les  trois  plans  coordonnés  quand  on 
y  remplace  les  coordonnées  courantes  par  les  coordonnées  parti- 
culières x',  y',  z  du  point  considéré. 

(A  suivre.) 
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RECHERCHES 

SUR  LES 

COURBES  PLANES   DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

AYANT  AU  MOINS  UNE  ASYMPTOTE  A  DISTANCE  FINIE 

Par  M.  &.  Colliu,  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique. 
Professeur  de  Mathématiques. 

[Suite,  voir  p.  74.) 


Courbes  dépourvues  de  point  singulier. 

Ces  courbes  sont  représentées  par  une  équation  de  l'une 
des  formes  suivantes  : 
(y  —  mx)  (y  —  m'x)  (y  —  m'x) 

=  ky*  -f-  Bxy  +  Cx2  +  Dy  +  Ex  -\-  F 
(y  —  mx)2  (y  —  m'x) 

=  A.(y  —  mx)  (y  —  px)  +  Dy  +  Ex  +  F 
(y  —  mec)2  (y  —  m"x) 

=  Aï/2  +  Bxy  +  Cx2  -f  By  +  Ex  +  F 
l  y  —  : 

=  A(y  —  mx)  (y  —  px)  +  Lty  +  Ex  -f  F 

Du  reste,  dans  les  courbes  (1),  parmi  les  trois  directions 
asyniptotiques,  il  peut  y  en  avoir  soit  trois  réelles,  soit 
deux  imaginaires  m  et  m,  et  une  réelle  m".  En  outre,  dans 
les  courbes  (2),  nous  supposons  indifféremment  p  >  m  ou 
=  m,  tandis  que  dans  les  courbes  (4)  forcément  on  a  p  >  m. 

Cela  posé: 

Théorème  I.  —  Toute  courbe  (I  )  ou  (3)  peut  en  principe 
se  mettre  sous  la  forme  mi-décomposée. 

ax     -  bv  +  1_ 


(1) 

\            0 

'  Asympt 

(2) 

i         a 

)          V'JC. 

(3) 

\             o 

'  Asympt 

y       à 

.'       1'  oc- 

(y  —  mx)  (y  —  m  x)  y  —  m  x  —  n 

II  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  l'on  prenne  pour  origine  le 

point  de  contact  de  l'une  des  tangentes  issues  du  troisième  point 

d'intersection  I  de  la  courbe  avec  son  asymptote  de  direction  m". 
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Que  cela  soit  nécessaire  c'est  évident;  il  n'y  a  pour  s'en 
rendre  compte,  qu'à  regarder  l'équation  (M). 

Mais,  de  plus,  cela  suffit.  En  effet  considérons  une  courbe 
(1),  et  prenons  pour  origine  l'un  des  points  indiqués. 
L'équation  de  la  courbe  sera  forcément  de  l'une  des  deux 
formes  (y  —  mx)(y  —  m'x)(y  —  m"x  —  cl") 

=  (a'x  -f-  b'y)(y  —  m"x  —  n)  (y.) 

ou  (y  —  mx)(y  —  mx)(y  —  m"x  —  cl") 

=  a' (y  —  m"x)(y  —  m"x  —  n")  {%') 

suivant  que  I  est  à  distance  finie  ou  à  1'  x.  Or  l'identifica- 
tion de  ces  équations  avec  (M)  est  toujours  possible  et  très 
simplement. 

Remarque.  —  Cette  identification  ne  manifeste  encore 
aucune  impossibilité,  si  l'on  suppose  d"  =  o,  de  sorte  que  I 
semble  convenir  lui-môme  pour  transformer  l'équation  de 
la  courbe.  Mais  il  faut  remarquer  que,  si  l'on  prend  I  pour 
origine,  l'équation  de  la  courbe  n'est  pas  forcément  de  la 
forme  (a). 

Ainsi,  pour  qu'une  courbe  (1)  ou  (3)  puisse  se  mettre  sous 
la  forme  (M),  il  suffit  que  du  point  I  on  puisse  mener  une 
tangente  réelle  à  la  courbe.  Or,  il  est  facile  de  s'assurer  que 
cette  tangente  réelle  existe,  sauf  quelquefois  pour  des  courbes 
des  formes      (y  —  mx)(y  —  m'x)  (y  —  m'x) 

=  A('?/  —  mx)(y  —  m'x)  -\-Tfy-\-Ex    (Et) 
(y  —  mx)2(y  —  m'x) 
=  k(y  —  mrMy  —  px)  -f-  D(y  —  m'x)  +  F     (Ea) 
et  jamais  pour  les  courbes 
(y  —  mx){y  —  m'a)(y  —  m'x)  =  T)y  -j-  Ex  (E3) 

On  peut  donc  donner  sous  forme  de  corollaire,  cet  autre 
énoncé  du  théorème  : 

Corollaire  :  Toute  courbe  (1)  ou  (3)  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (M),  pourvu  qu'elle  ne  contienne  pas  le  point  de  rencontre 
de  deux  asymptotes. 

Remarque.  — Si  m  et  m'  sont  réels,  on  peut  leur  faire  jouer 
un  rôle  analogue  à  celui  de  m"  dans  l'équation  (M).  On  peut 
aussi  alors  passer  à  la  forme  entièrement  décomposée. 
Cette  remarque  ne  regarde  que  les  courbes  (i). 
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Théorème  I  bis.  —  Toute  courbe  (2)  ou  (4)  peut  toujours 
se  mettre  sous  la  forme  mi-décomposée  : 

_  ax  +  t>y 1 

(y  —  mxXy  —  m"x)      >      y  —  mx  —  n  *' 

11  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  Von  prenne  pour  origine  l'un 
quelconque  de  ses  points,  sauf  celui  où  l'asymptote  de  direction 
m"  coupe  la  courbe,  ceux  où  la  tangente  est  parallèle  à  m",  et  les 
points  de  contact  des  tangentes  issues  des  points  où  la  tangente 
est  parallèle  à  m. 

Que  cela  soit  nécessaire,  c'est  évident  d'après  l'équa  lionpij. 

Pour  démontrer  que  cela  suffît,  prenons  une  courbe  (2)  et 
essayons  de  l'identifier  avec  (Mt).  Nous  trouverons  facilement 
que  l'identification  est  possible,  en  général,  et  qu'il  n'y  a 
qu'à  prendre 

AE(»  —  m")      ,  AD(»  —  m")  Dm"  +  E 

0  = :— ^ — : — tt-     n  = 


Dm'  -(-  E  Dm"  -j-  E  A(p —  m) 

A»D(p  —  m'y-  -f  kHp  —  m")(Dm"  +  E)  —  (Dm"  +  E)a 
—  A(p  — -  m")(Dm"  +  E) 

avec  la  seule  condition  F  =  o. 

L'identification  n'est  donc  impossible  que  si,  supposant 
Y  =  o,  l'on  a  : 

4°  A  =  o,  ou  p  —  m"  =  o,  c.-à-d.  si  l'origine  est  le  point 
ou  l'asymptote  de  direction  m"  coupe  la  courbe. 

2°  Dm"  -f-  E  =  o,  c.-à-d.  si  l'origine  est  un  des  points  où 
la  tangente  est  parallèle  à  m". 

3°  A*D(p  —  ni'f  -f  k-(p  —  m)(Dm'  +  E)  —  (Dm"  +  E/- 
=  o,  c.-à-d.  si  l'origine  est  le  point  de  contact  d'une  tangente 
issue  de  l'un  des  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  m. 
Pour  interpréter  en  effet  cette  relation,  il  suffit  de  prendre 
pour  axe  des  y  la  tangente  à  l'origine,  et  pour  axe  des  x  une 
parallèle  à  la  direction  m". 

Remarque.  —  Aucune  courbe  (2)  ne  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (M),  ni  aucune  courbe  (3)  sous  la  forme  (Mt).  C'est 
une  conséquence  du  théorème  bien  connu  de  la  divisibilité, 
en  vertu  duquel  si  un  facteur  divise  une  partie  d'une  somme, 
etc. 


—  174  — 

Des  formes  (M)  et  (M4)  on  peut  déduire  deux  méthodes  de 
construction  pour  les  courbes  qui  nous  occupent. 
La  lre  méthode  repose  sur  le  problème  suivant  : 

Problème.  —  Construire  les  deux  points  d'intersection  dune 
courbe  à  point  singulier,  ayant  au  moins  une  asymptote  à  distance 
finie,  par  une  droite  parallèle  à  cette  asymptote. 

Soit  (C)  la  conique  directrice,  DD  l'asymptote  directrice, 
SS  la  sécante.  Coupons  la  conique  par  une  droite  auxiliaire 
AA  parallèle  à  cette  asymptote,  et  dont  la  distance  au  point 
singulier  origine  0  soit  égale  à  la  distance  de  l'asymptote 
directrice  et  de  la  sécante.  Nous  aurons  ainsi  deux  points 
Mt  et  M/  (réels  et  distincts,  réels  ou  confondus,  ou  imagi- 
naires). Menant  alors  les  rayons  0^<l±  et  OMt'  et  les  prolon- 
geant jusqu'à  leur  rencontre  avec  SS,  nous  obtiendrons  en 
Mt  M/  les  points  cherchés. 

Gela  posé  : 

Théorème  II.  —  Toute  courbe  (M)  ou  (Mt)  peut  se  cons- 
truire à  l'aide  d'une  conique  fixe  et  d'une  droite  qui  se  meut 
parallèlement  à  elle-même. 

En  effet,  toute  courbe 

ax  -j-  by  l 


{y  —  mx){y  —  mx)  y  —  m  x  —  n 

peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  d'intersection 
des  deux  séries  de  courbes  suivantes  : 

l(n  +  À) 

|  _  ax  -f-  by À 

{y  —  mx){y  —  m'x)  y  —  m"x 

y  —  m'x  =  n  -f-  X  (c^) 

Or  les  courbes  (c)  sont  des  courbes  à  point  singulier, 
ayant  même  conique  directrice  et  pour  droite  directrice  des 
droites  parallèles.  D'autre  part,  les  droites  (<7,)sont  parallèles 
aux  droites  directrices  des  courbes  (a).  La  construction  des 
courbes  (M)  et  (M^  revient  donc  à  l'application  répétée  du 
problème  précédeut. 

Remarque  1.  —  Cette  construction  est  une  construction 
directe;  car  elle   revient  à  se  donner  l'abscisse  et  à  cous- 


-  175  — 

truire  l'ordonnée  dans  le  système  d'axes  où  l'axe  des  y  serait 
parallèle  à  m",  et  où  l'axe  des  x  serait  d'ailleurs  l'axe  actuel. 

Remarque  IL  — Il  parait  naturel  d'appeler  encore  ici  conique 
directrice  de  la  courbe  (M)  ou  (Mt)  la  conique  directrice 
commune  aux  courbes  (g)  et  droite  asymptotique  directrice  la 
droite  y  —  m'x  =  l  -f-  n. 

Théorème  II  bis.  —  Même  théorème  pour  les  courbes  (E,) 
et  (E,). 

En  effet,  les  courbes  (Et)  peuvent  être  considérées  comme 
définies  par 

Dy  +  Ex  .    X(A  +  i  —  X) 

i//  —  mx)(y  —  m'x)  y  —  m'x 

y  —  m"x  =  a 

et  les  courbes  (E3)  par 

D//  -f-  Ex  )  !  i  —  X) 


(y  —  mx)(y  —  m  x  </  —  »u 

y  —  m'x  =  i  —  /.. 

Théorème  III.  —  La  tangente  en  un  point  quelconque  M0 
d'une  courbe  plane,  du  3e  degré,  définie  comme  lieu  d'intersection 
des  deux  séries  de  courbes 

S    _    ,     f© 


(C)      {  P.Q     '       R 

À  =  ■b(R) 

(où  P,  Q,  R,  S,  sonf  cteô1  polynômes  linéaires  homogènes  en  x  e/ 
y),  passe  par  le  point  d'intersection  de  deux  droites  que  l'on  peut 
construire. 

En  effet,  la  tangente  en  un  point  M0  de  cette  courbe  a 
pour  équation 

,™    '!o(goQ  +  Q,P)-  S.PqQq  [  /,R„>  -  R0/"(R0)  / 

(  '  ÎVTÔ7  +'     ( iv ) 

=  i  -  r  (r.) 

en  posant  o}-|(R)j  =  /"(R). 

D'autre  part,  l'équation  de  la   tangente  au  point  M9  à  la 
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courbe  pourvue  de  point  singulier. 


(Ct)  i  = 


PQ    '      R 


o.t     ^    S0(P0Q  +  QnP)-S.P0.Q0     ,      R 

est   (El) ïy^ +  -r7Aû) 

Si  nous  coupons  (E)  par  la  droite 

Po2)l-f  (Ro)( 


(a)  R  = 


/•(R0)-Ro  f(R0) 
le  point  d'intersection  sera  sur 

(p)  S0(P0Q  +  Q0P)-S.P0Q0  =o. 

Or  cette  droite  ((3)  passe  d'une  part  par  l'origine,  et  d'autre 
part  au  point  d'intersection  de  (E,)  et  de 

R  2 

Remarque.  —  Les  droites  (a),  (y)  seraient  difficiles  à  cons- 
truire, si  f(R)  était  compliqué;  mais,  d'après  ce  qui  précède, 
pour  les  courbes  qui  nous  occupent,  f(R)  est  de  l'une  des 
formes  simples  suivantes 

/R 

.,  R(i-R),  R(A  +  i-R). 


R  —  n 


(A  suiiTe.) 


VARIÉTÉS 


ESSAIS  POUR  LES  CONIQUES  DE  PASCAL 

AVEC 

Des  notes  par  M.  Ch.  Laureiis,  professeur  honoraire. 

(Suite,  voir  page  133.) 


§  3.  —  «  Quoi  faisant,  nous  énonçons  les  propriétés  que 
nous  en  touchons  d'une  manière  plus  universelle  qu'à  l'or- 
dinaire, par  exemple  celle-ci:  si  dans  le  plan  MSQ  (fuj.  (!) 
dans  la  section  de  cône  PKV  sont  menées  les  droites  AK, 
AV  atteignantes  la  section  aux  points  P,  K,  Q,  V,  et  que 
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de  deux  de  ces  quatre  points  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite 
avec  le  point  A,  comme  par  les  points  K,  V  et  par  deux 
points  N,  0  pris  dans  le  Lord  de  la  section  soient  menées 
quatre  droites  KX,  KO,  VN,  VO  coupantes  les  droites  AV, 
AP  aux  points  L,  M,  T,  S.  Je  dis  que  la  raison  composée 


Fig.  C. 


des  raisons  de  la  droite  PM  à  la  droite  MA,  et  de  la  droite 
AS  à  la  droite  SQ  est  la  même  que  la  raison  composée  de 
la  droite  PL  à  la  droite  LA  et  de  la  droite  AT  à  la  droite 
TQ.  » 

Note  S.  —  On  peut  énoncer  ainsi  le  théorème  précédent  : 
si  l'on  joint  deux  points  quelconques  V  et  K  de  la  conique 
à  quatre  points  Q,  P,  M,  0  de  la  courbe,  ces  droites  ren- 
contrent PK,  QV  suivant  deux  séries  de  quatre  point-  A. 
P,  L,  M  ;  A,  Q,  T,  S;  on  propose  de  démontrer  que 
PM  AS  PL  AT 

A  M     '     yS     ~"    AL     '     QT  " 
L'hexagone  de  Pascal  et  le  théorème  sur  les  transversales 
fournissent  une  démonstration  très  simple  de  ce  théorème. 

Considérons  l'hexagone  inscrit  KOXYQPK  dans  la  conique. 

JOURSAL   1)E   MATH.    1880.  19 


—  178  — 

Les  côtés  opposés  KO,  YQ  se  rencontrent  en  T;  VN  et  PK  au 
point  L:  OX  et  PQ  en  R:  les  trois  points  T,  L,  Rsont  en  ligne 
droite:  donc  QP,  OX,  TL  se  rencontrent  en  un  point  R  situé 
sur  MS  d'après  la  note  1. 

Le  triangle  APQ  est  coupé  par  les  deux  transversales  MS, 
LT,  par  suite  : 

PM        QR        AS      _  PL        QR_       AT 

AM    '  ~PR~  '  ~QST~  X'     "AL"  "  ~PR~  '  "QT"  = 
égalant  les  deux  nombres  et  supprimant  le  facteur  commun 

,  on  obtient  : 

PM        AS  PL         AT 

ÂM    '  ~QS"  ""    AL    '    QT  °'  q' 

Remarque.  —  On  peut  écrire  la  relation  précédente  sous  la 
PM        LA  QS         AT 

forme:  am  ■tp-  =  -js-  gr; 

PM        PL  PM        AL 

or  -r^cr  .  —7-  =    ...«■    •    TAT    ,  relation    entre    les    rapports 
AM        AL  AM        PL 

des   distances    des    points    M    et    L    aux    points    P    et    A, 

a   été   appelé   par  M.   Cbasles    rapport    anbarmonique    des 

QS         AP 
quatre  points  M.  L,  P,  A.  De  même  .    "        est  le  rapport 

anharmonique  des  quatre  points  A,  Q,  T,  S.  Le  théorème 
énoncé  par  Pascal  revient  donc  à  celui-ci  :  les  deux  faisceaux 
de  droites  joignant  V  et  K,  deuxpoints  d'une  conique  à  quatre 
points  quelconques  Q,  P,  N,  0,  déterminent  sur  PK  et  QV 
deux  séries  de  quatre  points  ayant  le  même  rapport  anhar- 
monique, c'est-à-dire  étant  homo graphiques.  Cette  propriété 
est  précisément  celle  que  M.  Chasles  a  choisie  comme  base 
de  sa  théorie  nouvelle  des  coniques,  propriété  plus  féconde 
encore  que  celle  de  l'hexagrainnie  mystique  de  Pascal, 

§  î.  —  <(  Nous  démontrerons  aussi  que  s'il  y  a  trois  droites 
DF,  DG,  DH  que  les  droites  AP,  AK  coupent  aux  points  F,  G, 
H;  G,  y,B  ;  et  que  dans  la  droite  I)G,soit  déterminé  le  point  E; 
la  raison  composée  des  raisons  du  rectangle  deEF  et  FG,  au 
rectangle  de  EG  et  Cy  et  de  la  droite  Ay  à  la  droite  AG,  est 
la  même  que  la  composée  des  raisons  du  rectangle  de  EF  et 
FH,  au  rectangle  de  EG  et  GB  et  de  la  droite  A13  à  la  droite 
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AH  et  elle  est  aussi  la  même  que  la  raison  du  rectangle  des 
droites  FE,  FD  au  rectangle  des  droites  CE,  CD.  » 

Note  4.  —  Soit  (/?</.  7)  les  côtés  de  l'angle  A  coupés  par 
les  trois  droites  DF,  DG,  DH;  aux  points  F,  G,  H;  C,  y,  B; 


Fig.  7. 

et  un  point  arbitraire  E  pris  sur  l'une  des  droites  DF,  Pascal 
énonce  la  relation  suivante  : 

Kl"  .  FG         Ay  EF  .  FH         AB  EF  .  FD 


E<  :  .  Cy     '    AG   ~       EC  .  CB     '    AH    "       EC  .  CD  ' 
le  triangle  AFC  est  coupé  par  les  deux  transversales  DG, 
DH,  on  a  donc  : 

FG        CD         Ai 


AG 
FH 


CD 


AH    -    FD    " 

d'où  l'on  conclut 
FG 


AB 
HIT 


A- 


=  i     ou 


ou 


FD 
CD 

FD 
"CD7 


FH        AB 


AG 


Cv 


multipliant  par 
EF        FG 


el; 


ag 


EF 
EC 

Ay 


AH    ' 
on  obtient  : 
EF         FH 


CB 


FG 
AG 
FH 
AH" 

FD 
CD 


Lï 


AB 
CB 


EC 


AH 


AB 

CB 


EF 
EC 


FD 

7jF 
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qui  devient  en    changeant  l'ordre   des  facteurs  la  relation 
énoncée  par  Pascal. 

Cette  relation  sert  à  Pascal  à  démontrer  le  théorème  énoncé 
dans  le  >;  -v>. 

Remarque.  —  Si  l'on  considère  l'égalité  : 
FG         A-  FH        AB 


AG 
FG 


AH 


AH 
Cy 


CB 

AB 


on  peut  l'écrire.    ^        FR  .    ^  , 

qui  exprime  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
A,  F,  G,  H  égale  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
A,  C,  y,  B,  ou  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
en  ligne  droite  n'est  pas  altéré  par  la  projection  centrale. 
§  o.  —  «  Partant,  si  par  les  points  E,  D  passe  une  section 
de  cône   qui  coupe  les  droites    AH,  AB  (fig.  8)  aux  points 


Fig.  s. 

P,   K.  li.  X.  la  raison  composée   des  rectangles  EF,  FG  au 
rectangle  des  droites  EC,  Cy  et  de  la  droite  yA  à  la   droite 
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AG,  sera  la  même  que  la  composée  des  raisons  du  rectangle 
des  droites  FK,  FP  au  rectangle  des  droites  CR,  CX  et  du 
rectangle  des  droites  AR,  AX  au  rectangle  des  droites  AK, 
AP.  » 

Note  o-  —  Le  théorème  énoncé  par  Pascal  peut  se  traduire 
ainsi.  Par  un  point  Aon  mené  dans  une  conique  (fig.  8)  deux 
sécantes  APK,  ARX;  par  un  point  D  de  la  courbe  on  mène 
deux  cordes  quelconques  DF,  DG,  on  a  la  relation  : 
EF        FG        Av  FK.FP        AR.AX 

"ËC"  '  ~C7~  '  HT-1  CR.CX  '  AK.AP  ' 
Considérons  l'hexagone  EPKXRDE,  d'après  le  théorème 
de  Pascal,  EP,  XR,  se  rencontrant  en  M;  PK,  DR.  en  N; 
KX,  DE,  en  S;  les  trois  points  M,N,  S  sont  en  ligne  droite, 
c'est-à-dire  que  les  droites  MN,  DE,  KX  concourent  en  un 
point  S. 

Cela  posé,  le  Iriangle  ACF  est  rencontré  par  les  transver- 
sales EM,  NP,  KX,  MN;  on  aura  donc  les  relations 

PF        CE        AM  „  ,    PF        CE  MC  tMy 

=  »  d0UTp   •  ff7=mT(1) 

AR        DC         AN 

=  I  d0U-RC   -TF  =  ^7(2) 

FK        AX         FS    _, 
=  ld0U  AK    "-CX  =-CS(3) 

A  M    '    NF    '    CS    =  1  (4) 

multipliant  les  trois  égalités  (1)  (2j  (3)  on  a  : 

PF.CE         AR.DC        FK.AX  _      MC       ^X_       FS 
AP.FE     '    RC.FD     '    AK.CX   =~  ~MA    '    XF   '  "CS    ; 
mais  en  vertu  de  (-4)  le  second  nombre  égale   i,  donc  : 
PF.CE         AR  PC        FK.AX 
AP.FE     "     RC.FD     "    AK.CX 
égalité  que  l'on  peut  écrire: 

PF.FK      AR.AX  FE.FD 

CR.CX  '   AP.AK      =    CE. CD  ' 
Mais,  d'après    la  note  -i,   si  par  I)  on  mène    une   sécante 
quelconque  DyG  on  a  la  relation  : 

FE.FG.Ay  FE.FD 

CE.AG.Cy    "=    CE. CD  : 


AP 

'  FE 

'  CM 

AR 

DC 

NF 

RC 

FD 

AN 

FK 

AX 

CS 

AK 

"  CX 

'  FS 

MC 

AN 

FS 
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à  cause  de  (6)  on  conclut  la  relation  énoncée  par  Pascal  : 
FE.FG.A-;  DF.FK      AR.AX 

CE.AG.Cy    ~~    CR.CX  '  AP.AK  ' 
La  relation  (o)  qui  s'écrit,  en  changeant  l'ordre  des  facteurs, 
AR.AX      FP.FK      CE.  CD 
CR.CX  *  AP.AK  -  FE.FD  ~=  *' 
est  précisément  le  théorème   de   Carnot   sur  les   relations 
entre  les  segments  déterminés  par  une  conique  sur  les  trois 
côtés  d'un  triangle. 

Ce  théorème  contient  comme  cas  particulier  la  relation 
cartésienne    qui    lie    les    différents    points    d'une    conique 

(fig-  9). 


Fig.  9. 

Supposons  que  le  point  A  s'éloigne  indéfiniment 
AR  AX 


donc 


AP 
PF.FK 


AK 

CE.  CD 


=  i, 


CR.CX  *  FE.FD 
alors  PK  et  RX  sont  parallèles.  Prenons  pour  ED  le  diamètre 
qui  divise  les  cordes  PK,  RX  en  deux  parties  égales,  alors 
PF  =  FK,  CR  =  CX;  la  relation  se  réduit  à 

PF2      CE.  CD 


ou 


CRS 

PF2 


FE.FD 
CR 


FE.FD    '       CE. CD 
qui  exprime  que  le  carré  d'uue  demi-corde  est  au  produit 
•  1rs    deux    segments    du    diamètre   correspondant    dans   un 
rapport  constant,  le  diamètre  restant  fixe. 
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Si  le  point  D  s'éloigne  indéfiniment,  le  rapport 


FD 
CD 


tend 


vers  l'unité;  donc  dans  une  parabole  on  a  pour  un  diamètre 

PF2  RC2 

quelconque  T^     =  ■  ^,,     =  const. 


EF 


EC 


(A  suivre.' 


QUESTION  162. 

Solution    par  M.  Jolly.  élève  du  Collège  de  Vassy. 


Titant  donnés  deux  points  P  et  P'  à  l'intérieur  d'un  cercle,  sur- 
un  même  diamètre  et  à  égale  distance  du  centre,  on  propose  de  mener 
deux  parallèles  PQ,  P  Q'  terminées  à  la  circonférence  et  telles 
que  le  trapèze  PQP'Q'  soit  maximum. 

Les  angles  en  Q  et  Q'  étant  droits,  la  surface  PQP'Q'  a 
pour  expression 

PQ  +  P'Q 


ou 


S  = 


S  = 


QQ' 


B-j-6 


en  posant  PQ  =  B,  P'Q'  =  6, 
QQ'  =  h.  Par  0  menons  OH 
parallèle  à  PQ.  On  a  OH  =  x 

B+6 


Dès  lors  (1)  S  =  x.h;  expression  dont  il  s'agit  de  trouver 
le  maximum.  Joignons  00;  on  a  dans  le  triangle  rectangle 

QQH,  *2  =  R2  -  -Ai  =    •**-/«' 
4  4 


Elevons  (1)   au  carré,    remplaçant   X*  par  sa  valeur  on  a, 
toutes  réductions  faites, 

/i4  —  4R2A*  -f  4S«  =  o, 
d'où  h  =  ±^2R»±  \41V  —  4>«: 

pour  que  h  soit  réel,  il  faut  que 

4R4  —  4S*>o, 
d'où  S  -s:  R*. 
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Le  minimum  de  S  a  donc  lieu  pour  S  =  R2. 

Dès  lors  h  =  RV2  ; 

h  est  donc  la  diagonale  d'un  carré  qui  a  R  pour  côté. 

Si  PP'  >  h,  il  y  aura   un  second  trapèze    symétrique   du 
premier  par  rapport  à  MN. 

Si  PP'  =  h,  PQ  et  P'Q'  sont  perpendiculaires  à  MN;  il  y  a 
encore  deux  solutions. 

Enfin  si  PP'  <  h,  il  n'y  a  plus  de  solution  et  le  problème 

est  impossible. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Gelinet.  d'Orléans;  Elie.  Collège 
Stanislas;  Combebiac,  à  Montauban;  Objois,  à  Moulins;  Detraz.  à  Bourg; 
Hugot,  à  Lyon;  Pecquery.  au  Havre;  Yermond,  Scblesser,  Corbeau,  à  Saint- 
Quentiu  ;  Lannes.  à  Tarbes;  Dupuy.  à  Grenoble;  llontéron.  à  Pau. 


QUESTION  166. 

Solution  par  M.  Hugot,  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


On  donne  une  ellipse  dans  laquelle  la  longueur  du  petit  axe 
est  moyenne  proportionnelle  entre  celle  du  grand  axe  et  la  dis- 
tance focale. 

Le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  formé  par  les  deux 
foyers  et  un  point  quelconque  de  l'ellipse  partage  la  normale  en 
ce  point  en  moyenne  et  extrême  raison.  (Launoy.) 

Soient  F,  F'  les  foyers  de  l'ellipse  donnée;  M  un  point  de 

la  courbe,  MP  la  normale  en  ce 
point,  I  le  centre  du  cercle  ins- 
crit au  triangle  MFF'.  Dans  le 
triangle  PFM,  on  a 

PF  IP 


et  dans  PFM, 


donc 


d'oii 


IP 

FM   "       IM 
PF' 

IM 

FM  " 

IP 

PF  _j_  pp'           c 

IM 

MF  +  MF'           a 

IM 

IM                a 

IP  -f  IM 


MP 


a  -f-  c 
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or  b2  =  ac  ou       (a  -f-  c)  (a  —  c)  =  ac, 


d'où 

a               a  —  c 

c 

a  -j-  c              c 

a 

donc 

IP           IM 
IM          MP 

cl  par  suite 

ÎM2  =  IP  MP 

et  la  droite  MP  est  partagée  en   I  en  moyenne  et  extrême 
raison. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.   Longueville.  de  Charleville; 
Corbeau,  Vermand,  Schlesser,  de  Saint-Quentin  ;  Deslais,  au  Mans. 


QUESTION  107. 

Solution  par  M.  Deslais.  élève  du  Lycée  du  Mans. 


Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté,  un  angle  adja- 
cent et  le  rapport  de  la  surface  ds  ce  triangle  à  celle  du  triangle 
formé  par  les  deux  bissectrices  de  l'angle  donné  et  le  côté  opposé. 
Examiner  le  cas  où  ce  rapport  est  égal  à  2.  (Launoy.) 

Soit  ABC  le  triangle  demandé;  AB  =  x,  CB  =  y,  AC  =  a. 
Soient  /  et  i  les  bissectrices  AE,  AE'  de  l'angle  donné  BAC: 


/  =  -^-    / 


on  a  1  =    (i  N'  apx  (p—y) 


l'  = v  (ix  (P  —  a)  (p  —  x 

a  —  x  r         '  v 


// 


par  suite  =  — \'  p  (p  —  a)  (p  —  x)  (p  —  y)  ' 

2  a*  —  x 

Désignons  par le  rapport  de   la    surface    du    triangle 

cherché  à  celle  du  triangle  l'ormé  par  les  bissectrices  ;  on  aura, 

a*  —  a  •"-         m 
après  réductions,  =  — 

2(l.f  II 

ou  nx*  -f~  ^o>mx  —  rr-n=o, 

—  ain  ±  a  \!  mn-  -f-  n- 

d'oii  X  = : . 

n 
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Si  l'on  désigne  par  h  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle 

dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  m  et  »,  on  a 

—  am  ±  ah 
x  = 

n 

x  est  évidemment  positif,  donc  on  doit  avoir  ah  >  am. 
La  valeur  de  x  sera  donc 

a  (h  —  m) 

x  =  . 

n 

Cette  expression  se  construit  facilement  ;  c'est  une  qua- 
trième proportionnelle  à  h  —  m,  a  et  ». 

Connaissant  dès  lors  les  deux  côtés  AB  et  AC  et  l'angle 
qu'ils  forment,  le  triangle  est  déterminé. 

Considérons  maintenant  le  cas  où =  2. 


Dans  ce  cas  x  =  a  vT —  ia  ou  a  (vHT" —  r)  —  a. 
Il  est  facile  d'obtenir  cette  droite. 

En  effet,  soit  AG  le  côté  donné.  En  A  menons  AB  faisant 

avec  AC  un  angle  égal  à 
l'angle  donné.  Puis  pro- 
longeons AG  d'une  lon- 
gueur AD  =  AC. 

En  C  menons  CO  perpen- 
diculaire sur  AC  et  égale 
à  a.  Décrivons  du  point  0 
comme    centre    avec    C  0 
pour  rayon  une  circonfé- 
renceet  joignons  DO.  Cette 
droite  coupe  la  circonfé- 
rence en  E".  Décrivons  avec  DE"  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
AC  en  B'.  AB'  est  la  longueur  cherchée.  Il  ne  reste  plus  qu'à 
la  porter  sur  AB  et  le  triangle  est  déterminé. 
iï0TA-_  M.  Longuevillc,  du  Collège  de  Charlevillo.  a  résolu  la  même  question. 
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QUESTION  210. 

Solution  par  M.  Lestoqlot.  do  Lycée  de  Saint-Quenti 
La  valeur  de  la  série 

+  ,_   ,    ai — -+•• 


in. 


a,  +    i.  (at  -f    i)(a2    +  i) 

est  un  si  le  produit 

(at  }i)(a2+  i)   ...  (an  +  i) 
est  infini:  ce  qui  a  lieu  si  la  série  à  termes  positifs 

ai  +  a2  +  a3  +  ••• 
est  divergente. 

La  série  précédente  est  convergente  si  le  produit  tend  vers  une 
limite  .déterminée;  elle  est  divergente  si  le  produit  est  nul  ou 
indéterminé.  (Laurent.) 

Considérons  les  n  premiers  termes  de  la  série  et  cherchons 
à  en  faire  la  somme 


S    =  I '1 

at  +  i     '     (a,  +   i)(a,  -f-   i)        (a1+i)...(fl»4-i) 

Remarquons  que  l'on  a  : 


a,  i 


«1  +  I 

i                              i 

(«1  +   !){«■   +    0 

a,  -f   i          (a,  —  i  ((a,  -f  i) 

I 

i)(a,  -f-  i)(a,  -f-  i) 

i 

<"i    +    '  Ka*   +    l) 

(a,  —  i  ((«,+  i)(a3  +  i) 

a 

(a,  -   i  !.. 
i 

.(On  -  i  -f-   «)(<*«  +   !  ( 

i 

(a,  +  i). .  .(a„  -  i  -f  i)  <"i  +  *)••  -(a»  +   *) 

Ajoutons  membre  à  membre,  il  vient 

s  =  ï i — ; 1 

(II.    -f    I  ).  .  .<a„  4-    I) 
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Si  l'on  fait  croître  n  indéfiniment  et  que  le  produit 

(2)  («4  +  i)...(o»  +  i) 

tende  vers  l'infini,  le  second  terme  de  S,(  tendra  vers  0  et 
on  aura  Lim.  S„  =   i. 

Soit  maintenant  la  série  à  termes  positifs 

(3)  _    ax  +  a,  +   ... 

Supposer  celte  série  divergente,  c'est  dire  que  la  somme 
des  ;;  premiers  termes  croit  indéfiniment  quand  p  tend  vers 
l'infini  ;  or  le  produit  des  p  premiers  termes  du  produit  se 
compose  de  la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  série  (3) 
plus  d'autres  termes  positifs  ;  donc  si  la  série  (3)  est  diver- 
gente, il  en  est  de  même  du  produit. 

Soit                 P„  =  (a±  -J-  0  •  •  •  ia"  +  1  '• 
on  a  alors  S»  =  i — -. 

Si  P»  tend  vers  une  limite  P,  on  a 

Lim.  S„  =  i — , 

donc  cette  limite  existe,  c'est-à-dire  que  la  série  (1)  est  con- 
vergente. 

Si  P»  tend  vers  o,  S»  tend  vers  —  oc;  donc  la  série  (l) 
est  divergente. 

Si  P„  est  indéterminé,  Sfl  est  indéterminée,  et  par  suite 
n'a  pas  de  limite;  donc  la  série  (1)  est  divergente. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  m 'nie  question:  MM.  P.  Fabry,  élève  de  mathématiques 
spéciales  au  Collège  Chaptal  (classe  île  31.  Hauser);  L.  Legay,  élève  du  Lycée 

Saint-Louis;  G.  Papelier.  élève  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Reims. 


QUESTION  211. 

Solution  par  31.  Coignard,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Je  me  permettrai  de  faire  remarquer  que  l'énoncé  de  la 
question  n'est  pas  complètement  exact  si  K  est  quelconque  : 
il  y  a  lieu  de  le  modifier  de  la  manière  suivante  : 

L'équation  Kxm  ■] — ■ 1 — '- 1-  . . .  -f- 


P 
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-4-  ...  -| =o  ii  une   seule  racine  réelle  pour  m  impair. 

m 

Si  m  est  pair,  elle  a  deux  racines  réelles  au  p'us.  ' 

Trouver  la  condition  pour  que  ces  deux  racines  existent. 

_  i 

Posons  x  =  — . 

y 

L'équation    K+-^-+--£--f-...+-^-  =  o  (i) 

12  m 

admet  évidemment  le  même  nombre  de  solutions  réelles  que 
l'équation  proposée,  c'est  donc  cette  équation  plus  commode 
que  nous  allons  étudier. 

Egalons  à  o  la  dérivée  du  premier  membre  de  (1). 

M)  i  +  //  +  y9  +  •  •  •  +  r  - 1  =  o 

1°  m  est  pair.  —  (2)  n'a  qu'une  racine  réelle,  —  i,  car, 

(i  +  y  +  y2  +  •  •  •  +  ym  ~ 1)  (y  —  0  =  y'n  —  «■ 

Or  quand  m  est  pair,  y"1  —  i  —  o  admet  les  racines  -\-  i 
et  —  i,  mais  en  multipliant  par  y  —  i  on  a  introduit  la 
solution  y  =  -f-  i,  donc  (2)  n'admet  que  y  =  —  i. 

Les  résultats  des  substitutions  de  — oo  , —  i  ,-j-co  dans  (1) 
sont: — co  — i  -f-  oo 

+  R_I+J L+...  +  _L  + 

2  3  m 

Suivant  que  le  résultat  de  la  substitution  de  —  i  sera 
positif  ou  négatif,  l'équation  (1)  et  par  conséquent  l'équation 
proposée  admettra    o  ou  deux  racines    réelles  ;    si   K  —  i 

-j 1-  ...  -\ =o,  —  i  est  racine  de  la  dé- 

2  3  m 

rivée  et  appartient  comme  racine  double  à  l'équation  proposée. 
2°  Si  m  est  impair,  on  voit  que  —  oo  et  -|-  oc  donnent  des 
résultats  de  substitution  de  signes  contraires,  l'équation  a 
donc  toujours  au  moins  une  racine  réelle  ;  du  reste,  elle  n'en 
a  qu'une,  car  l'équation  dérivée  (2)  n'admet  pas  de  racines 
réelles. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  môme  question  :  UM.  G.  Papetier,  élève  de  mathéma- 
tiques spéciales  au  Lycée  de  Reims;  Maurice,  élève  de  spéciales  au  Lycée  Saint- 
Louis  'classe  de  M.  Lucas]  ;  1..  1  egaj .  élève  de  spéciales  an  Lycée  Saint-Louis; 
P.  Fabrj .  élève  de  spéciales  an  Collège  Cbaptal  [classe  de  M.  Hauser). 
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QUESTION  -214. 

(Solution,  par  M.  Maurice  d'OcAGNK.    élève  au  Lycée  Fontanes. 


Faire  voir  à  l'aide  de  la  seule  théorie  des  logarithmes  que  si 
l'on  trace  les  courbes  représentées  par  les  équations  y  =  ax  et 
y  =  bx ,  l'une  d'elles  deviendra  la  projection  de  l'autre  si  on 
fait  tourner  son  plan  d'un  angle  convenable  autour  de  l'axe  des 
y.  Exprimer  cet  angle  en  fonction  du  module  relatif  des  deux  sys- 
tèmes de  logarithmes  correspondants.  (Picquet.) 

Ces  deux  courbes  se  coupent  eu  un  même  point  de  l'axe 
des   y;  de  plus,  si  on  les  coupe  par  une  parallèle   à  l'axe 
des  x,  à  une  distance  h  de  cet  axe,  qui  les  rencontre  aux 
points  A  et  B  et  qui  coupe  l'axe  des  y  au  point  P,  on  a 
AP  lOfifa   h 

Supposons,  pour  fixer  les  idées  a  >  b;  alors  loga  b  <  i, 
et  si  on  fait  tourner  le  plan  de  la  courbe  (b)  de  l'angle  w 
tel  que  cos  m  =  loga  b,  la  courbe  (a)  sera  la  projection 
orthogonale  de  (b)  dans  sa  nouvelle  position. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

238.  —  Construire  un  triangle  connaissant  un  angle,  le 
cercle  circonscrit  et  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

239.  — Résoudre  un  quadrilatère  inscriptiblc  connaissant 
les  diagonales  et  les  côtés  opposés. 

240.  —  On  donne  les  cotés  égaux  c,  et  l'une  des  bases  a 
d'un  trapèze  isoscèle  ;  que  doit  être  la  seconde  base  pour  que 
le  volume  engendré  par  la  révolution  de  la  figure  autour  de 
la  première  base  soit  maximum:' 
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241.  —  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  tangentes 
menées  de  ce  point  à  deux  cercles  fixes  soient  dans  un 
rapport  donné. 

242.  —  On  donne  un  triangle  ABC  ;  une  droite  BL  pivote 
autour  du  sommet  B.  On  abaisse  des  perpendiculaires  AE, 
CD  des  doux  autres  sommets  sur  cette  droite;  on  joint  le 
point  E  au  milieu  K  de  AB,  et  le  point  D  au  milieu  I  de  BU. 
Trouver  le  lieu  du  point  M  de  rencontre  des  deux  droites 
KE  et  DI. 

Mathématiques    spéciales. 

243.  —  On  donne  une  parabole  y1  =  2px,  rapportée  aux 
axes  ordinaires  ;  autour  de  l'origine  on  fait  tourner  deux 
droites  rectangulaires,  rencontrant  la  parabole  aux  points 
A  et  B,  et  l'on  construit  une  hyperbole  II  ayant  pour  asym- 
ptotes OA  et  OB,  et  passant  par  un  point  fixe  K  situé  sur  la 
bissectrice  des  axes.  Trouver:  1°  le  lieu  du  pôle  de  AB  par 
rapport  à  H;  2°  le  lieu  -  des  points  de  rencontre  de  AB  avec 
H.  On  cherchera  les  points  de  i:  qui  se  trouvent  sur  les 
droites  x  =  2/j  et  y  =  X.  On  discutera  les  différentes 
formes  de  la  courbe  suivant  la  position  du  point  K  sur  la 
droite  y  =  x.  (de  Longclmmp.s.) 

244.  —  Etant  donnée  une  conique  qui  passe  à  l'origine 
des  axes,  supposés  rectangulaires,  on  considère  les  cordes  de 
cette  conique  qui  sont  vues  de  l'origine  sous  un  angle  droit; 
par  les  extrémités  de  chacune  de  ces  cordes  et  par  l'origine 
on  l'ait  passer  un  cercle  ;  on  demande  le  lieu  des  centres  de 
tous  ces  cercles. 

245.  —  Etant  données  deux  courbes  S  et  S  par  leurs  équa- 
tions dans  un  même  système  de  coordonnées  polaires,  on 
suppose  que  l'on  sache  construire  les  tangentes  à  ces  courbes 
en  deux  points  M  et  M,  situés  sur  un  même  rayon  vecteur; 
on  demande  d'en  déduire  la  tangente  au  point  M.,  situé  sur 
le  même  rayon  vecteur  dans  la  courbe  S.2  qui  est  le  lieu  des 
milieux  des  distances  telles  que  MM,  dans  les  deux  courbes 
proposées. 
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246.  —  Étant  données  deux  coniques  C  =  o  et  G'  =  o, 
trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  leurs  polaires  par 
rapport  à  ces  deux  coniques  se  coupent  sur  une  troisième 
courbe  donnée  f(x,  y)  =  o.  Étudier  la  question  en  particu- 
lier: 1°  quand  f(x,  y)  =  o  est  une  droite;  v2°  quand  f(x,y)  =  o 
est  un  cercle. 

247.  —  Étant  donnée  l'équation 

(x  —  %)•  -f-  (y  —  p)2  =  e-(x  cos  À  -f-  y  sin  À  —  p)2, 
on  demande  de  calculer  en  fonction  des  coefficients  de  cette 
équaLion  :  1°  les  carrés  des  demi-axes  de  la  courbe  qu'elle 
représente,  en  distinguant  dans  les  formules  le  grand  axe 
et  le  petit  axe  lorsqu'il  s'agit  d'une  ellipse  ;  2°  les  carrés 
a2  et  —  b2  du  demi-axe  transverse  et  du  demi-axe  imagi- 
naire lorsqu'il  s'agit  d"une  hyperbole.  —  En  conclure  le 
lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  ont  un  foyer,  un  point 
et  la  longueur  du  petit  axe  communs,  en  distinguant  les 
sommets  des  grands  axes  de  ceux  des  petits  axes,  et 
résoudre  le  même  problème  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

ET    DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 
Par  M.  Lannoy,  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Grjnd. 
Suite,  voir  p.  145  etsuiv.) 


3°  Normales  rectangulaires. 

XXIX.  Théorème.  —  2a  et  2a'  étant  les  angles  des  rayons 

vecteurs  de  deux  point.;  dont  les   normales  sont  rectangulaires, 

a2  4-  b2 

on  a  eus-  oc  -4~  cos2  a  =  ; . 

a2 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  se  reporter  au  théorème  XV; 
on  y  trouvera  pour  les  distances  OQ  et  OQ'  du  centre  ù 
deux  tangentes  rectangulaires  les  expressions  équivalentes 

l/"  c2  cos2  B 

=  a  y   t  — 


ir 


'•'-  si u-  8 


pour  OQ  a  cos  se 

pour  OQ'  a  cos  x  =  a   y  i 

et  en  additionnant  membre  ù  membre,  après  avoir  élevé  au 
carré,  il  vient     a2  (cos2  x  -f-  cos2  a')  =  a2  -\-  b2: 
d'où  l'expression  de  l'énoncé. 
On  peut  en  déduire  facilement 

c* 

sin2  x  -4-  siu2  a   =  . 

'  a* 

XXX.  Théorème.  —  N-X  étant  les  longueurs  des  normales 
limitées  au  grand  axe,  R  et  R'  celles  des  rayons  des  cercles 
oscillateurs  en  deux  points  dont  les  normales  sont  rectangulaires, 


on  a 


1° 

2° 

i               i            a2  -f-  b2 
X2      '      X'2                b* 
i               i            a2  +  b» 

1        >            1                            s      • 

R  s  R'«  lab)  s 

jourvxl  DE  matu    1880.  12 
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1°  On  a  obtenu  (XX)  la  relation 

N  = 


a  cos  oc 
62 


d'où  cos  a  = 

On  aurait  de  même  pour  un  poiut  défini  par  l'angle  2a' 

COS  a  =  — rr- 

aN 

et  par  substitution  dans  la  relation  du  théorème  précédent, 

il  vient  — —  -=r-  + 


a2  \N2     '    N2/  a2 

ir  a2  -f-  6S 

dou  i^r  + 


N2    '    N'2  6; 

2°  De  l'expression  obtenue  (XXVII) 

a  cos3  a 

62    \  * 


on  tire  cos  a  =  (  — —  1  3  ; 


de  même  cos  a'  - 

an 

et  par  une  substitution  analogue  à  la  précédente,  on  a 

\  aK  /  \  oR   /  a2 

et  en  divisant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 

on  arrive  à  la  relation  cherchée 

i  i       _   a2  -f  y- 

■2     ~~ '  2  i 


R  3         R  3  (a6) 


XXXI.  Théorèrae.  —  La  somme  des  carrés  des  inverses  des 
diamètres  conjugués  de  ceux  de  deux  points  dont  les  normales 
sont  rectangulaires,  est  constante. 

b'  étant  le  demi-diamètre  conjugué  de  celui  du  point  dé- 
fini par  l'angle    2%,  on  sait  (VII,  remarque)    que 

b 
cos  a  =  -77-; 
b 
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b\  étant  celai  qui  correspond  à  l'angle  2z,  on  a  également 

b 

COS    X     =   -77-, 

d'où  l'on  déduit,  en  vertu  de  la  relation 

a2  +  b1 

COS2  a  -4-  COS2  -x    =  , 

1  a2 

i  i  a2  +  b2 


62     '      6\2  a262 

II 

HYPERBOLE 

1°  Propriétés  des  tangentes. 

XXXII.  —  Dans   l'hyperbole   un   seul   axe  rencontre  la 
courbe,  et  sa  longueur  a  est  définie  par  la  relation 

MF'  -  MF  =  -J*a_  =  « 

w2  —  m2 

Pour  définir  complètement  la  courbe,  on  pose 

n-  —  m2 
et  ici  62  a  un  signe  contraire  à  celui  de  o2  qui  a  défini  la 
longueur  du  petit  axe  de  l'ellipse.  Si  dans  l'hyperbole  on 
porte  sur  l'axe  qui  ne  coupe  pas  la  courbe,  et  que  pour  cela 
on  appelle  axe  non  transverse,  une  longueur  égale  à  b  défini 
comme  on  vient  de  le  faire  et  de  part  et  d'autre  du  centre, 
les  deux  points  que  l'on  obtiendra  seront  considérés  comme 
les  extrémités  de  l'axe  non  transverse  de  l'hyperbole. 
Gela  étant,  on  déduit,  comme  on  l'a  fait  pour  l'ellipse, 

OF  =  y'  a-  +  b-  =  c,        —  =  — . 
1  n  c 

Si  l'on  désigne  par  ia  l'angle  des  rayons  vecteurs  d'un 

point  M  (fig.  14),  on  voit,  d'après  la  figure,  que  l'angle  FPD 

est  précisément  égal  à  a,  et  que  par  suite 

b2 
Mil  =  PD  =  —  cotg  x: 


car  FD  =  d  = 


c 
6« 
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Par  un  calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  pour  l'ellipse, 

on  trouverait  MF  X  MF'  =  — — - — 

Slll-    OC 


Fig.  U. 


Il  est  alors  facile  de  voir  que  toutes  les  relations  établies 
pour  l'ellipse  s'appliqueront  à  l'hyperbole  après  qu'on  y  aura 

changé  b-  en  —  b*  et  oc  en  — a.  On  va  les  passer  rapi- 
dement en  revue  et  montrer  comment  certaines  d'entre  elles 
doivent  s'interpréter. 

Les  propriétés  qui  forment  les  théorèmes  VI.  VII,  VIII,  X 
appartiennent  à  l'hyperbole;  toutefois,  dans  l'énoncé  du 
premier  théorème  d'Apollonius,  on  devra  remplacer  le  mot 
«  somme  »  par  «  différence  ».  Le  théorème  IX  n'existe  pas 
pour  l'hyperbole. 

La  relation  qui  donne  le  théorème  XI  devient 

rusa         ,  b' 

or  —  c-  = .  ,  n 

sm2  p 
62 


que  l'on  écrit  C2  —  OT"  = 

Sliï-    b 

et  qui  se  traduit  ainsi  :  Le  cercle  décrit  du  centre  avec  OT  pour 
rayon  est  langent  à  lu  parallèle  à  la  tangente  MT  menée  par 
tin  foyer,  au  point  ou  celte  parallèle  est  coupée  par  la  paral- 
lèle à  l'axe  transverse  menée  par  l'une  des  extrémités  de  l'axe 
non  transverse. 

Le  théorème  XII  s'applique  à  l'hyperbole;  le  suivant  con- 
duit à  la  relation     a-  tg2  6  —  OT  '  =  b'1 
et  peut  s'exprimer:  La  puissance  du  point  T,  par  rapport  au 
cercle  de  centre  O  et  de  raya  oT   esi  constante  et  égale  à  b"-. 
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Le  cercle  du  théorème  XIII  existe  ;  mais  son  rayon  est 
y  a2  —  b-  ;  le  théorème  XIV  donne  évidemment  lieu  à  un 
minimum  nul  qui  a  lieu  lorsque  la  tangente  passe  par  le 
centre,  et  le  théorème  XV  exprimé  par  la  relation 

ÛT*  +  CXF  =       °\ JL-. 

r  cos2  6  s in2  6 

s'énonce  ainsi  :  Le  carré  construit  sur  une  tangente  est  équivalent 

à  la  différence  des   carrés   construits  sur  les  parallèles  à  cette 

tangente  menées  par   les  extrémités  des  axes,    ces  trois  droites 

étant  limitées  aux  axes. 

2°  Propriétés  de  la  normale. 

XXXIII.  —  La  longueur  de  la  normale  a  pour  expression 

b* 

N  =  —? ■ 

a  si  n  % 

déduite  de  celle  de  l'ellipse  en  changeant  a  en x. 

On  peut  l'obtenir  également,  en  vertu  de  la  relation  (XVIII, 

remarque)  /-  _    ~UL  !51U      2 

b^- 
clans  laquelle  (XXXII) 

6c=MFxMF'  = 


sm"  k 
b  -  c  =  MF—  MF  =  2a; 

b2 


d'oïl  N  = 

a  sm  t 

Comme  pour  l'ellipse,    la  projection  de  N  sur  les  rayons 

b2 
recteurs  est  — . 

a 

Toutes  les  propriétés  de  la  normale    à  l'ellipse    appar- 
tiennent h  l'hyperbole. 

Le  théorème  XXVI  sera  exprimé  par  la  relation 

i  +  q  6* 

l&         2        ~"  de 
déduite  de  celle   qui  est    relative  h  l'ellipse  en  changeant  a 

en a,  abstraction  faite  des  signes  de  6*. 


tir  x  tir  a'  ter  — 
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Les  diverses  expressions  du  rayon  du  cercle  osculateur  en 
un  point  de  l'hyperbole  seront 

_         62  N  b'3 

a  sin3  a  sin2  a  ab 

N 
La  seconde  seule        R  =  — — — 

sm2  a 

donne  une  construction  simple  de  R  par  le  moyen  employé 

pour  l'ellipse  (XXVII). 

62 

De  la  première  R  = r- 7 — 

a  sin1*  a 

se  déduit,  pareillement  à  ce  qui  a  été  fait  pour  l'ellipse,  la 
relation 


FM  FM  R  sin  a   ' 

mais  cette  relation  ne  conduit  pas  à  la  construction  simple 
qui  a  été  donnée  pour  le  cas  de  l'ellipse. 

3°  Normales  rectangulaires. 

Pour  l'hyperbole,  la  relation  fondamentale  est 

,      .               fl2  —  b* 
sm2  a  -h  sin2  a  = . 

~  a2 

Elle  conduit  à  des  relations  identiques  à  celles  que  l'on  a 
trouvées  pour  l'ellipse. 

III 

ELLIPSE    ET    HYPERBOLE  HOMOFOCALES 

La  propriété  fondamentale  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole 
homofocales  consiste  en  ce  que,  aux  points  communs  à  ces 
deux  courbes,  la  tangente  à  l'une  et  la  normale  à  l'autre 
sont  confondues. 

XXXIV.  Théorème.  —  En  un  point  quelconque  du  plan 
passent  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales. 

Soient  M  (fig.  io)  ce  point,  F  et  F'  deux  points  quelconques 
choisis  pour  foyers  d'une  ellipse  qui  passe  par  le  point  M; 
ces  trois  points  suffisent  pour  déterminer  complètement 
l'ellipse. 

MH  étant  perpendiculaire  à  FF'  on  a  vu  (V)  que 

„TT  b2 

MH  =  tg  a. 
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Si  l'on  considère  une  hyperbole  ayant  les  foyers  F  et  F' et 
passaut  par  le   point  M,   on 
devra  avoir  (XXXII)  en  dési- 
gnant par  bl  la  longueur  de 
l'axe  non  transverse 

MH  =  —  cotga; 

c 

ces  deux  valeurs  de  MH  de- 
vant être  les  mômes,  il  faudra 

que  1  on  ait  tg2  oc  =  — - — . 


Fig.  15. 


Le  point  M  étant  choisi  ainsi  que  les  foyers  F  et  F'  on 
pourra  toujours  trouver  deux  valeurs  b  et  6t  satisfaisant  à 
la  relation  précédente;  ces  deux  valeurs  et  la  distance 
FF'  =  2C  déterminent  complètement  l'ellipse  et  l'hyperbole. 

Corollaire.  —  Si  l'on  considère  toutes    les   ellipses  et  les 

hyperboles  ayant  pour  foyers  deux  points  fixes  et  telles  que  le 

h,  . 

rapport  — —  soit  constant   pour  ces    courbes  considérées    deux 

à  deux,  le  lieu  de  leurs  points  communs  se  compose  de  deux  cercles 
passant  par  les  foyers. 

En  effet,  de  la  relation  qu'on  vient  d'établir,  il  résulte 
que  dans  cette  hypothèse  tg2  a  ou  tg  x  est  constant  et  par 
suite  l'angle  2-/.:  donc  les  points  communs  se  trouveront  sur 
deux  segments  capables  de  l'angle  2%  décrits  sur  FF'  l'un 
au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  cette  droite. 


XXXV.  Théorème.  —  On  considère  toutes  les  ellipses  et  les 
hyperboles  qui  ont  pour  foyers  communs  deux  points  donnés  et 
pour  lesquelles  la  différence  a2  —  at2  de  leurs  axes  focaux  est 
constante;  le  lieu  de  leurs  points  communs  est  une  lemniscate. 

Soient  p  et  a  les  rayons  vecteurs  d'un  point  commun  à 
deux  des  courbes  considérées;  on  sait  (XXXII)  que 

■       v 

-      _     sin»a' 

&!  désignant  la  moitié  delà  longueur  de  l'axe  non  transverse 
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de  l'hyperbole,  et  si  b  est  le  demi-petit  axe  de  l'ellipse  qui 
passe  au  point  défini  par  les  vecteurs  c  et  p',  on  a  CXXXIV) 


d'où  l'on  tire 


sm  a 


&i  b  v/^  +  6,2 


et  par  suite  sin2  a  = 

1  b2  -f  &±a  ' 

substituant  cette  valeur  de  sin2  a  dans  la  valeur   du  produit 

pp',  on  a  pp'  =  6a  -}-  V- 

Les  deux  courbes  considérées  étant  homofocales,  on  a 
a2  —  b2  =  a,2  4.  V, 
d'où  a2  —  a2  =  b2  -f  &t», 

et  partant  pp'  =  a2  —  a^. 

D'après  l'énoncé,  le  produit  pp'  est  constant,  et  comme  la 
lemniscate  est  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs 
distances  à  deux  points  fixes  est  constant,  le  lieu  cherché  est 
donc  une  lemniscate. 

XXXVI.  Théorème. —  Un  cercle  passant  par  les  deux  foyers 

d'une  ellipse  rencontre  cette  ellipse  en  quatre  points  symétrique* 
deux  à  deux  par  rapport  au  petit  axe;  on  considère  les  deua 
hyperboles  homofocales  de  l'ellipse  et  passant,  l'une  par  deux  des 
points  d 'inter 'section,  et  l'autre  par  les  deux  autres,  les  deux  derniers 
n'étant  pas  les  symétriques  des  deux  premiers;  soient  L\  tt  B2 
les  extrémités  des  axes  non  transverses  de  ces  hyperboles,  situées 
du  même  côté  du  centre;  la  puissance  de  ce  centre  par  rapport 
au  cercle  décrit  sur  B,B2  comme  diamètre  est  constante,  quel  que 
.  soit  If  rayon  du  cercle  d'intersection. 

SoientMet  M  deux  points  d'intersection  non  symétriques. 
2a   et   2a'   les   angles    de   leurs    rayons    vecteurs,    on    sait 

(XXXIII)   que      tg  a  =  A-        tg    a    =   A-, 

b,  blt  b\  ayant  les  significations  connues. 

Or    les    angles    2%    et    2a     sont    supplémentaires .    donc 
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par  suite  tg  a  =  cotg  *'; 

b     b 

dou  — =T7: 

et  b-  =  />,  b\. 

relation  qui  exprime  le  théorème  énoncé. 


i.l  suivre. 


FORMULES  TRIGONOMETRIQUES 

RELATIVES    AUX    ELEMENTS    D'UN    TRIANGLE    RECTILIGNE 


11  est  souvent  utile.de  connaître  des  relations  entre  coi  tains 
éléments  d'un  triangle  rectiligne,  ou  bien  encore,  à  l'inspection 

d'une  formule  donnée,  de  pouvoir  énoncer  à  priori  les  particu- 
larités ([ueprésente  ce  triangle.  Déjà,  dans  son  ouvrage  inti- 
tule: Questions  de  trigonométrie, ,M.  Desboves  a  établi  un  certain 
nombre  de  relations,  et  a  proposé  d'en  démontrer  quelques 
autres.  —  Un  second  ouvrage  du  même  auteur  a  de  plus 
présenté  les  solutions  de  ces  dernières.  —  Nous  allons  ici 
douuer  des  lui  mules  extraites  de  l'ouvrage  allemand  intitulé  : 
Recueil  de  problèmes  de  trigonométrie  et  stéréométrie,  par  Reidl, 
et  nous  indiquerons  rapidement  la  solution  de  ces  ques- 
tions. Nous  nous  proposons  ensuite  défaire  connaître,  en 
quelques  mots,  la  manière  de  résoudre  un  certain  nombre 
de  triangles,  d'après  des  données  élémentaires.  Nous  enga- 
gerons nos  lecteurs  à  faire  ce  que,  dans  son  recueil  d'énoncés, 
u  fait  l'auteurallemand  auquel  nousempruntonscescxercices. 
Chaque  énoncé  de  triangle  est  suivi  de  données  numériques. 
ce  qui  permet  de  compléter  un  problème  d'algèbre  par  un 
calcul  numérique.  C'est,  à  notre  avis,  une  excellente  prépa- 
ration aux  examens. 

A.  M. 
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RELATIONS  ENTRE  LES  ELEMENTS   D  UN    TRIANGLE    RECTANGLE 


1.  Si  dans  un  triangle,  on  a  la  relation 

sin  A  -f-  s  in  B 


s  in  G 


cos  A  -f-  cos  B 
le  triangle  est  7'ectangle  en  C. 

Car  on  a 

sin  G  =  sin  (A  -f-  B)  =  sin  A  cos  B  -f-  sin  B  cos  A. 
En  remplaçant  dans  la  relation  donnée,  on  trouve,  toute 
réduction  faite,  en  mettant  (sin  A  -f-  sin  B)  en  facteurs  : 
tgAtgB=  i. 
Donc  les  angles  A  et  B  sont  complémentaires. 

2.  Si  l'on  a  à  la  fois 

2 

i  -f-  cota  (s5  —  B)  = — ,     et    4S  =  c2' 

'        y    ^  1  —cotg  A  '  * 

le  triangle  est  rectangle  et  isoscële. 
Car  si  l'on  exprime  tout  en  fonction  de  la  tangente  seule, 

on  a  1  -f-  tg  (45  +  B)  =   tg2|g_\  . 

En  développant  tg  (45  -\-  B),  et  chassant  les  dénominateurs, 
on  trouve 

tg  A  —  1  =  tg  A  —  tg  A  tg  B, 
ce  qui  donne     tg  A  tg  B  =  1, 
et  les  angles  sont  complémentaires  ; 
en  outre  c2  =  aa  -f-  b~>      4$  =  2ab  =  c- 

Donc  a2  -f-  fr2  =  206,  ou  a  —  6=0. 

3.  Un  triangle  est  rectangle  si  l'on  a 

sin  A  —  cos  B  =  cos  G. 
Car  en  remplaçant  cos  G  par  sa  valeur  —  cos  (  A  -J-  B),  et 
développant,  il  vient 

sin  A  (i  —  sin  B)  =  cos  B  (1  —  cos  A). 
Je  multiplie  par  (1  -f-  sin  B)  (1  -f-  cos  A),  ce  qui  est  per- 
mis, puisque  aucun  des  facteurs  n'est  nul  ;  je  remplace  les 
déférences  de  carrés  par  leur  valeur,  et  je  trouve 

sin  A  (1  -)-  cos  A)  cos2  B  =  cos  B  (1  -f-  sin  B)  sin2  A 


—  203  — 

ou  enfin     (i  +  cos  A)  cos  B  =  (i  -f-  sin  B)  sin  A; 
en  développant  on  trouve 

cos  B  —  sin  A  =  cos  C  ; 
comparant  à  la  relation  primitive,  on  en  tire 
cos  G  =  o,  ou  G  =  go°. 

4.  Si  l'on  a  la  relation 

sin  A  +  cos  B  sin  A 

sin  B  +  cos  A  cos  A  ' 

le  triangle  est  rectangle. 
Car,  en  développant,  on  trouve 
cos  A  cos  B  —  sin  A  sin  B  =  o 
ou  cos  (A  +  B)  =  o 

Donc  A  +  B  =  900. 

5.  Quand  on  a  la  relation 

sin  A  .    „,  n  . 

— -  =  sin  G  +  cos  G  cota  A, 

cos  B     -  J 

le  triangle  est  rectangle. 

En  effet,  si  l'on  remplace  cos  B  par  —  cos  (A  -f-  C),  on 
trouve  après  réduction 

sin2  A  =  sin2  G  sin2  A  —  cos2  G  cos2  A 
==  1  —  cos2  A  —  cos2  G, 
<>u  bien  sin2  A  +  cos2  k.  =  1  —  cos'2  G  =  sin2  C. 

Donc  sin2  G  =  1. 

6.  Si  l'on  a  sin  A  -f-  ens  A  =  sin  B  -j-  cos  B.  A  et  B  étant 
différents,  le  triangle  est  rectangle. 

En  effet  on  en  tire 

sin  A  —  sin  B  =  cos  B  —  cos  A 

.     A— B  A  +  B  A  — B     .      A-hB 

ou        2  sin cos =  2  sin  sin . 


A  +  B  A  +  B 

Donc  sin =  cos    


A  +  B 
et  par  suite  =  4:»°. 

sin  A  eus  B 

7.  Si  l'on  a  la  relation  —. — —  =  — ,  le  triangle  est  rec- 

sm  B  cos  A 

t angle  ou  isoscèle. 
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Car  on  tire  facilement 

2  sin  À  cos  A  =  2  sin  B  cos  B, 
ou  sin  2À  =  sin  2B, 

ce  qui  donne  2A  =  2B,       ou  2A  +  2B  =  180". 

8.  'Nous    signalerons  encore  les  formules  suivantes,   qui 

ont  lieu  lorsque  le  triangle  est  rectangle  : 

,  ^  -  b  —  a 

[y.)  sec  2A  —  tg  2A  =  — ; — ; . 

v  &  b  -J-  a 

/-1  •  a 

Car  on  a,  puisque  tg  A  —  —  : 

b  —  a  ,  _  sin  (45  — A)  cos  A  —  sin  A 

-tg(45-A)- 


b  -f-  a  cos  (45  —  À)  cos  A  -f-  sin  A 

cos2  A  -(-  sin2  A  —  2  sin  A  cos  A 
cos2  A  —  sin2  A 
1  sin  2 A 


cos  2A.  cos  2A 

iê)  coséc  A  +  colg  A  =  r-. 

Vl  '         &  c  —  b 

En  effet,  on  a 

coséc  A  =  — ;  cotg  A  =  — . 
a  '        s  a 

Donc,  en  remplaçant,  et  chassant  les    dénominateurs,  il 

vient  c2  —  b~  =  a2, 

ce  qui  est  évident,  puisque  le  triangle  est  rectangle. 

1  \    •       a         '-"b  y  ■     *  a      b 

'y)  sin  2A  =  ;  car  sm  2  A  =  2  sin  A  cos  A  =  2 .  —  .  — . 

c2  ce 

10    On  a  aussi  — —  =  séc  A  —  cos  A 

bc 

1  —  cos2  A  sin2  A 

car  on  a   sec  A  —  cos   A 


cos  A  cos  A 

r\  ■     „     .  n~  b 

(>r         sin2  A  =  ;  cos  A  r=  — . 

c2  c 

Donc,  en  remplaçant,  on  trouvera  bien  une  identité. 

Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  partout 
désigné  l'angle  droit  par  C,  et  par  suilr,  L'hypoténuse  parc, 
comme  le  fait  Reidt  dans  son  recueil  de  problèmes. 

(A  suivre. 
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VARIATIONS  DES  FONCTIONS  BIGARRÉES 

DÉDUITES    DE      CELLES     DES     FONCTIONS     DU     SECOND     DEGRÉ 
Par  M.  Fajon,  professeur  au  Lycée  de  Cahors. 


I.  —  Trinôme  carré  y  =  axx  -(-  6x2  4"  c- 
DéterminatioT)  des  maximum  et  minimum. 

En  posant  x"1  =  z,  cotte  fonction  devient 
y  =  as*  -f  bz  -f  c. 

Si  x  croit  d'une  manière  continue  depuis  —  oo  jusqu'à 
-|-  oo  ,  z  décroît  d'une  manière  continue  depuis  -f- ^  Jus~ 
qu'à  o  et  croit  ensuite  depuis  o  jusqu'à  -f-  co  ,  la  fonction  y 
est  continue  el  les  valeurs  qu'elle  prend  pendant  que  z  va  de 
-p-  oo  à  o  se  reproduisent  dans  l'ordre  inverse  lorsque  r  croit 
de  o  à  -j-oo  .  Donc  lorsque  z  =  o,  y  passe  par  un  maximum 
ou  un  minimum  égal  à  c,  et  en  calculant  l'accroissement 
d'y  lorsque  z  croit  de  o  à  h,  quantité  positive  aussi  petite 
qu'on  voudra,  on  voil  facilement  que  c  est  minimum  ou 
maximum  selon  que  b  est  positif  ou  négatif. 

Pour  obtenir  les  autres  maximum  ou  minimum  dont  le 
trinôme  est  susceptible,  remarquons  que  si  z  parcourait 
l'échelle  complète  des  grandeurs  depuis  -J-  ai  jusqu'à  —  oo  . 
y    passerait   par    un    maximum    ou    un    minimum    égal    à 

c lorsque  z  serait  égal  a . 

4<ï  2a 

l)oii(5  lorsque  z  ne  parcourra  que  l'échelle  des   grandeurs 

positives,    y    passera    par    ce    maximum    ou    minimum    si 

est  positif,  c'est-à-dire,  si  a  et  b  ont  des  signes  con- 

2(1 

traires. 

Mais  si  a  et  b  ont  le  même  signe, ■  sera  négatif,  et 

;  ne  pouvant  passer  par  cette  valeur,  y  n'aura  d'autre  maxi- 
mum ou  minimum  que  c. 
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Lois  des  variations  du  trinôme  bicarré. 

Si  a  est  positif,  y  partant  de  -f-  oo  marche  vers  un  mini- 
mum ;  si  a  est  négatif,  y  partant  de  —  co  passe  d'abord  par 
un  maximum.  On  peut  donc  établir  dans  tous  les  cas  la 
marche  des  variations  du  trinôme. 

Soit,  par  exemple,  a  <   o,  b  >   o.   La  fonction  y  croit 

fc2 

depuis  —  oo  jusqu'à  c ,  décroît  ensuite  jusqu'à  c  pour 

4& 

b"1 

croître  de  nouveau  jusqu'à  c et    décroître    jusqu'à 

4# 

00  . 

Soit  encore  a  >  o,  b  >  o.  La  fonctioD  décroit  depuis 
-j-  oo  jusqu'à  c  et  croît  ensuite  jusqu'à  -f-  °°  • 

Si  la  variable  est  assujettie  à  rester  dans  certaines  limites, 
comme  un  sinus  par  exemple,  il  faut  examiner  si  la  valeur 
de  cette  variable,  correspondante  à  un  maximum  ou  mini- 
mum, est  ou  non  comprise  dans  les  limites  données,  et,  s'il 
y  a  lieu,  discuter  complètement.  La  recherche  du  minimum 
du  trinôme  a2  sin4  x  —  26*  sin2  x  -f-  c2  offre  un  exemple  de 
ce  cas. 

ax*  4-  bx*  4-  c 
II.  — Variations  de  la  fraction  bicarrée  y  = 


a'xi  -\-  bx3  -\-  c' 

Détermination  des  maximum  et  minimum. 

En  posant  ac2  =  z,  cette  fonction  devient  : 
az°-  +  bz  +  < 

y-az'+b-z+c  (i) 

Elle   est   continue,    et  l'on  voit  immédiatement,   comme 
pour  le  trinôme  bicarré,  qu'elle  passe  par  un  maximum  ou 

un  minimum  égal  à  — —  lorsque  z  =  o. 

c 
—7- est  minimum  ou  maximum  selon  que  bc — cb'  est  positif 
c 
ou  négatif.   En  effet,  soit  K  l'accroissement  d'y  lorsque  z 

passe  de  o  à  une  valeur  positive  h  aussi  petite  qu'on  voudra. 

On  a  : 

_      o/t2  +  bh  +  c  c  h[(ac  —  cà)h  +  (bc  —  cb')] 

~  ah*  +  b'h  +  c   '     T  ~  c'2  -f-  bch  +  a'c'h* 
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h  étant  infiniment  petit,  le  dénominateur  a  le  signe  de  c'2qui 
est  positif,  et  le  numérateur  celui  de  bc  —  cb'.  Donc  K  est 
positif  ou  négatif  selon  que  bc  —  cb'  est  négatif  ou  positif. 

c 

Si  c  =  o,  —r  =  oo  .  Dans  ce  cas,  lorsque  z  =  o,  y  passe 

par  -j-  °°  ou  par  —  oo   en  conservant  son  signe. 

Pour  déterminer  les  autres  maximum  et  minimum,  sup- 
posons que  z  décroisse  depuis  -f-  oo  jusqu'à  —  co .  On  sait 
qu'alors  y  n'est  susceptible  de  maximum  ou  minimum  que 
lorsque  l'équation  : 

(6'2  —  4a'c')t/a  —  2(66'  —  20c'  —  2ca)y  -j-  b2  —  ^ac  =  o  (2) 
a  ses  racines  réelles  et  inégales.  Soit  y  <  y".  Ces  deux 
racines  y  et  y'  sont  respectivement  maximum  et  minimum 
si  b'*  —  4<i'c  est  positif;  minimum  et  maximum  si  ce  coef- 
ficient est  négatif,  et,  s'il  est  nul,  l'une  des  racines  devenant 
infinie,  l'autre  racine  est  le  seul  maximum  ou  minimum. 

Les  valeurs  correspondantes  de  z  sont  données  par  l'é- 

b  -  b'y 

quation  :  z  =  — —, '■ — —  [3] 

*  i[a  y  —  a)  ' 

Puisque  z  ne  peut  varier  qu'entre  -f-  oc  et  o,  la  fonction  y 
passera  par  les  deux  maximum  et  minimum  y',  y",  par  l'un 
d'eux  seulement  ,ou  ne  passera  par  aucun  d'eux  selon  que 
z'  et  z",  valeurs  correspondantes  de  z,  seront  toutes  deux 
positives,  l'une  d'elles  seulement  positive,  ou  toutes  deux 
négatives. 

Donc  en  résolvant  successivement  les  équations  (2)  et  (3), 
on  peut,  dans  chaque  cas  particulier  et  lorsque  les  coefficients 
sont  numériques,  déterminer  les  maximum  et  minimum  d'y 

autres  que  —r' 
c 

Equation  en  z.  —  Condition  de  maximum  ou  minimum. 

On  peut  obtenir  une  équation  ayant  pour  racines  les  valeurs 
de  z  correspondantes  aux  maximum  et  minimum  de  la  fonc- 
tion, et  déduire  de  cette  équation  un  caractère  général  très 
simple  pourreconnaître  d'avance  l'existence  et  le  nombre 
de  ces  maximum  ou  minimum. 

Cette  équation,  que  j'ai  fuit  remarquer  dans  une  note  pré- 
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cédenle  (*),  s'obtient  en  éliminant  y  entre  les  équations  (2) 

et  (3),  ou,  plus  simplement,  entre  les  équations  (1)  et  (3), 

ce  qui  donne  : 

(ab'  —  6a')z2  -f-  2(ac  —  cd)z  -f-  (bc  —  cb')  =  o,    (4) 

équation  dont  la  loi  de  formation  est  bien  simple. 

Or,  on  a  l'égalité  : 

(bb'  —  lac  —  2cà)i  —  (b2  —  40c)  (b'2  —  ^dc)  = 

4[(ac  —  cdy  —  (ab'  —  bd)  (bc  —  cb')]; 

l'équation  (4)  a  donc  ses  racines  réelles  et  inégales,   égales 

ou  imaginaires,  en  même  temps  que  l'équation  (3),  et  l'on 

conclut  la  condition  suivante  du  maximum  ou  minimum  : 

Pour  que  la  fraction  bicarrée  ait  d'autres  maximum  ou  mini- 

c 
mum  que  — -,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  en  z  ait  au  moins 

une  racine  positive. 

Celte  fraction  a  donc  un,  deux,  trois,  cinq  maximum  ou 

c         .  ... 

minimum  en  comptant— — ,  selon  que  1  équation  en  .3  a  ses 

racines  négatives,  une  seule  positive  ou  toutes  deux  positives. 
La  condition  du  maximum  ou  minimum  étant  remplie,  on 
peut  résoudre  l'équation  (4),  calculer  les  valeurs  d'y  corres- 
pondantes aux  racines  positives,  au  moyen  de  l'équation 

20Z  -f-  b 
V=    2dz  +  b'  ' 
que   l'on  déduit  de  l'équation  (3)  et  distinguer  ensuite  le 
maximum  et  le  minimum  à  l'aide  du  signe  de  ab'  —  bd. 

Remarque.  —  Nous  croyons  devoir  appeler  l'attention  de* 
élèves  sur  l'équation  (4)  qui  permet  de  résoudre  facilement 
les  deux  questions  suivantes  : 

1°  Etant  donnée  une  fraction  du  second  degré  ou  bicarrée 
dont  deux  coellicicnls  sont  inconnus,  déterminer  ces  deux 
coefficients  par  la  condition  que  la  fraction  devienne  maxi- 
mum el  minimum  pour  deux  valeurs  données  de  la  variable. 

2°  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les 
coefficients  des  fractions 


[*)  Journal  de  mathématiques  lsls,  p.  «JOi. 
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ax2  4-  bx  4-  c       ,    mx-  -\~  nx  4-  P 
et 


ax*  +  b'x  +  c'  m'x2  -j-  n'œ  -|-  p' 

pour  que  ces  deux  fractions  deviennent,  1°  maximum  ou  mi- 
nimum pour  la  môme  valeur  d'cc;  2°  maximum  et  minimum 
pour  les  mômes  valeurs  de  la  variable. 

Lois  des  variations  de  la  fraction  bicarrée. 

Lorsqu'on  a  déterminé  les  maximum  et  minimum  ainsi 
que  les  valeurs  correspondantes  de  z  et  par  suite  d'x,  la 
marche  des  variations  de  la  fraction  bicarrée  peut  être  établie 
rigoureusement  dans  tous  les  cas  particuliers  à  l'aide  de  la 
continuilé  de  la  fonction  et  du  caractère  suivant  : 

Si  z  décroît  depuis  -|- *> ,  la  fraction 
az"1  -\-  bz  -f-c 

dz%  -f  b's  +  c  ' 
commence  par  décroître  ou  par  croître  selon  que  ab'  —  ba, 
et  au  cas  où  ce  binôme  est  nul,  selon  que  ac  —  cd  est  positif 
ou  négatif. 

Prenons  pour  exemple  l'étude  des  variations  delà  fonction 

x4+  i 

x-  -f-  i 
question  posée  aux  examens  oraux  pour  l'École  polytech- 
nique (1876). 

Si                      x*  =  z,y=  ^±L  ; 
d'où  1  ou  déduit  z  =  — - — — — — . 

2 

Les  racines  dujrinôme  ij'1  -j-  41/  —  4  sont  y'  =  —  2  —  2V  2, 
y"  =  —  2  -\-  2*J  2,  z'  est  négatif;  z"  =  —  1  -j-  V  2. 

Donc  y  passe  par  le  minimum — 2  -f-  2\  2  lorsque  x1  prend 

les  valeurs  -f~  V  —  1+V2  et  —  y  —  1  +  v'  2,  et  par  le 
maximum  i   lorsque  x  =  o. 

Si  donc  x  décroit  depuis  -j-  00  jusqu'à  o  et  depuis  o 
jusqu'à — 00  la  fonction  y  décroit  depuis  1  jusqu'à  sou  mi- 
nimum —  2-J-2V2,  croit  jusqu'à  son  maximum  1  qu'elle 
atteint  lorsque  x  =_o_,  décroît  de  nouveau  jusqu'au  môme 
minimum  —  2  4-   *2  et  croit  enfin  jusqu'à  1. 
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La  courbe  de  cette  fonction,  symétrique  par  rapport  à  l'axe 
des  y,  a  deux  branches  infinies  asymptotes  à  une  parallèle 
à  l'axe  des  x  représentée  par  y  =  i ,  qui  est  aussi  tangente 
à  la  courbe  au  point  d'intersection  avec  l'axe  des  y.  Cette 
courbe  est  comprise  entre  cette  tangente  et  celle  qui  a  pour 
équation  y  =  —  2  -j-  2V  2. 

Comme  seconde  application,  cherchons  les  variations  de 

2Xi  —  ax*  4-  2 

la  fraction  y  = — . 

ax*  —  bx2  —  2 

En  posant  ce2  =  z,  on  a 


AZ%  5s  —   2 

d'où  l'on  déduit  : 


5y  —  4  ±  v^y//2  —  24;/ 

4(2J/—  1) 

Les    racines    de    5 7?/2  —   242/    sont  y'   =    o    maximum, 

8         .   . 
V    = minimum. 

19  ,      , 

A  ces  valeurs  d'y  répondent  respectivement  z  =  1,  z"  =  3. 

On  a  enfin  ab'  —  ba  =  6. 

Donc  x  décroissant  depuis  -f-  00  jusqu'à  o   et  depuis  o 

jusqu'à — 00  ,1a  fonction?/ décroit  depuis —  jusqu'à  son  mini- 

8  ,v    , 

muni et  croît  ensuite  jusqu  a  -f-  00  ,  passe  brusquement 

à  —  00  ,  croit  jusqu'à  son  maximum  o,  décroît  jusqu'à  son 
minimum  —  1 ,  valeur  qu'elle  prend  lorsque  x  =  o,  et  remonte 
ensuite  la  série  des  variations  par  lesquelles  elle  vient  de 
passer. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SAINT-CYR 


—  Résoudre  le  système  d'équations 

(ap»  +  bq")x  +  (rtp"  +  l   +  bqn  +  %  =  apn  +  2  -f  bq"  +  2 
(ap">  -j-  bqm)x  +  {apm  +  l  ■+-  bqm  +  l)y  =  (ip™  +  2  +  bqm  +  - 

—  Trouver  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  un  point  tel  que  la  somme 
de  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  deux  côtés  de  l'angle  droit 
soit  égale  à  une  quantité  donnée. 
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—  Etant  donnée  l'équation 

x*  —  2[m  —  5)x2  -f-  m2  +  10m  —  %2>  =  o, 
entre  quelles  limites  faut-il  faire  varier  m  pour  que  cette  équation  ait  zéro, 
deux  ou  quatre  racines  réelles  ? 

—  Connaissant  les  restes  de  la  division  d'un  polynôme  entier  en  x  par  x  —  a, 
x  —  6,  x  —  c,  trouver  le  reste  de  la  division  par  [x  —  a)  [x  —  b  [x  —  c). 

—  L'équation 

(i  +  P2  +  q2)x-  —  [r(i  +  q2)  +  t[i  +  p2)  —  ipqs]x-\-  tr  —  s2)  =  o 
a  ses  racines  réelles;  si  les  racines  sont  égales,  on  a  la  relation 
r  s  t 

1  +P3  pq  I  -)-'r 

—  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  de  deux  sphères  un  point  d'où 
l'on  voie  sur  les  deux  sphères  deux  zones  équivalentes. 

—  Quelle  est  la  pyramide  régulière  à  base  carrée  de  volume  maximum  ayant 
une  surlace  latérale  donnée? 

—  Vérifier  l'identité 

sin  3a  sin  a  =  sin:  2a  —  sin2  a. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  AB;  on  demande  de  trouver  sur  la 
courbe  un  point  il  tel  que  si  l'on  mène  la  corde  AM  et  la  perpendiculaire  MP 
sur  le  diamètre,  le  segment  AM  et  le  triangle  rectangle  OMP,  tournant  autour 
de  AB,  engendrent  des  volumes  équivalents. 

—  Par  un  point  P,  mener  une  sécante  PDE  telle  que  la  projection  IK.  de  la 
partie  située  dans  le  cercle  sur  le  diamètre  passant  par  le  point  ait  une  longueur 
donnée. 

—  Circonscrire  à  un  cercle  donné  un  trapèze  dont  on  donne  les  deux  bases. 

—  On  veut  renfermer  une  surface  de  348m<J.6  dans  un  triangle  équilatéral; 
on  demande  le  rayon  du  cercle  circonscrit  et  le  côté  du  triangle. 

—  Etant  donnée  la  formule  y  =  (i  -\ -)(   i J.  dans  laquelle  a  et  6 

sont  positifs,  déterminer  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  x  pour  que  y  ait  une 
valeur  donnée  c.  Peut-on  faire  prendre  à  y  toutes  les  valeurs?  Même  question 
dans  le  cas  où  l'on  a 


-(•+*)(• +  *)■ 


—  Deux  rectangles  ont  pour  dimensions  respectives  a\  y  et  ar*,  y1  ;  on  connait 
la  somme  des  bases,  la  somme  des  surfaces  des  deux  rectangles,  et  de  plus  les 
surfaces  des  rectangles  ayant  pour  dimensions  la  base  de  l'un  et  la  hauteur  de 
l'autre;  trouver  les  dimensions  des  rectangles  donnés. 

—  Si  l'on  a  — —  =  — — ,  on  a  les  formules 

a  b 

AB  —  ab  =  (A  —  a)(B  +  6)  =  (A  +  a)[B  —  b) 

AB-  —  ab2  =  (A  —  o)(BJ  +  Bb  +  b2) 

AB2  +  ofc-  =    A  +  u    11-  —  B6  -f  b2). 
La  première  de  ces  formules  permet  d'avoir  la  différence  des  secteurs  sem- 
blables; les  dernières  donnent  le  volume  du  tronc  de  cône  de  première  ou  de 
seconde  espèce. 

—  Construire  un  triangle  dont  on  connait  un  côté,  la  moyenne  géométrique 
entre  les  deux  autres,  et  la  bissectrice  correspondant  au  premier  côté. 

—  On  mène  les  bissectrices  des  quatre  angles  d'un  quadrilatère  convexe 
ABCD  ;  on  obtient  ainsi  un  deuxième  quadrilatère  MNPQ  dont  on  demande  la 
surface  en  fonction  des  côtés  et  des  angles  du  quadrilatère  donné. 
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—  On  donne  un  rectangle  et  on  demande  de  diminuer  ses  côtés  d'une  même 
longueur  de  façon  que  le  rectangle  formé  avec  les  nouvelles  dimensions  sont 
une  fraction_donnée  dujpremier. 

—  Couper*  un  cône  donné  par  un  plan  parallèle  à  la  base  de  façon  que  la 
surface  totale  du  tronc  soit  égale  à  la  surface  totale  du  petit  cône. 

—  Etant  donnés  un  cercle  et  une  tangente  à  ce  cercle,  on  propose  de  trouver 
sur  la  circonférence  un  point  tel  que  la  somme  des  distances  de  ce  point  au 
point  de  contact  et  à  la  tangente  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

—  Insérer  entre  3  et  766  un  nombre  de  moyens  géométriques  tel  que 
192  soit  l'un  d'eux. 

—  Etant  données  les  distances  des  sommets  d'un  triangle  au  point  d'où  l'on 
voit  les  côtés  sous  le  même  angle,  trouver  les  côtés  et  la  surface. 

—  Connaissant  trois  lignes  menées  d'un  point  intérieur  à  trois  sommets  d'un 
carie,  trouver  le  côté  de  ce  carré. 

—  Le  premier  terme  d'une  progression  géométrique  est  3  ;  le  nombre  de 
termes  est  8,  leur  somme  y65.  Trouver  la  raison  et  le  dernier  terme. 

—  On  donne  un  cercle,  et  une  tangente  xy  ;  mener  une  corde  parallèle  à  la 
tangente,  et  telle  que,  en  abaissant  des  extrémités  des  perpendiculaires  sur  la 
tangente,  le  rectangle  formé  ait  une  diagonale  de  longueur  donnée. 

—  Trouver  sur  la  ligne  des  centres  de  deux  circonférences  un  point  tel  que 
la  somme  des  tangentes  menées  de  ce  point  aux  deux  circonférences  soit  égale 
à  une  valeur  donnée  /. 

—  Quel  doit  être  le  dernier  nombre  de  la  première  colonne  d'une  table  de 
Pylhagore  pour  que  la  somme  de  tous  les  nombres  inscrits  dans  cette  table  soit 
de  36ioo? 

—  Trouver  le  maximum  du  volume  inscrit  dans  une  sphère  et  formé  d'un 
cylindre  surmonté  de  deux  cônes  ayant  même  base  que  le  cylindre. 

—  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  connaissant  le  périmètre  et  la 
somme  des  volumes  engendrés  par  la  rotation  successive  autour  des  deux  côtés 
de  l'angle  droit. 

—  Trouver  les  rayons  d'un  tronc  de  cône  connaissant  la  hauteur,  la  surface 
latérale  et  la  différence  des  rayons. 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  R  un  tronc  de  cône  de  hauteur  et  de 
volume  donnes. 

—  Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  exprimés  par   trois  nombres  entiers 

consécutifs;  la  surface  du  triangle  est  les  du  produit  des  plus   grands 

côtés.  Calculer  les  trois  côtés,  la  surface,  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  le  rayon 
du  cercle  circonscrit. 

—  Calculer  le  rayon  d'une  fenêtre  formée  d'un  rectangle  surmonté  d'un  demi- 
cercle,  connaissant  sa  hauteur  totale  et  sa  surface. 

—  Calculer  le  volume  d'un  cylindre  connaissant  sa  hauteur  et  sa  surface  totale. 

—  Trouver  sur  une  demi-circonférence  un  point  M  tel  que  la  droite  qui 
joint  ce  point  au  centre  soit  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  droites  qui 
joignent  le  point  31  à  l'extrémité  A  du  diamètre  et  à  un  point  C  de  ce  diamètre. 
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NOTE  SUR  UN  POINT  DE  LA  DISCUSSION 

DES   ÉQUATIONS  DU    PREMIER   DEGRÉ 

A  TROIS  INCONNUES 

Par  M.  *:.-tl.  Boquel. 


Lorsqu'on  résout  un  système  de  trois  équations  du  premier 

degré  à  trois  inconnues,  on  obtient  les  valeurs  des  inconnues 

,     p         i      ,  11  N  N'  N' 

pardestormules  tellesque;r=  — — ,  //  = —r—,  z  =  — — -.ctlors- 

qu'on  suppose  D  =  o,  en  même  temps  que  N  =  o,  on  sait  qu'il 
en  résulte  N'  =  o  et  2T  =  o.  Mais  les  démonstrations  que  l'on 
donne  ordinairement  de  ce  fait  dans  les  cours  me  semblent 
ou  trop  indirectes,  ou  même  insuffisantes.  Il  est  pourtant 
facile  d'établir  le  théorème  très  clairement  comme  il  suit,  en 
supposant,  bien  entendu,  qu'on  ait  préalablement  démontré 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  n  équations 
homogènes  et  linéaires  à  n  inconnues  admettent  pour  ces 
inconnues  un  système  de  solutions  dont  une  au  moins  soit 
différente  de  zéro. 

ax  -f-  by  -f-  cz  -j-  d  =  o 
Suit,  en  effet  a'ûî-j-  &'.y-h  c s  4"  (l '=  °  (1) 

(  a'x-\-  b"ij-\-  c"z-\-  d*=  o 
le  système  considéré. 

Si  l'on  suppose  D  et  N  =  o,  c'est-à-dire 


a   b 

c 

d  b  c 

a  b'  c' 

=  o         e 

t 

d'  b'  c 

a  b'  c 

d'  b'  c 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose  : 

a  a   a" 

d  d   d 

b  b'  b" 

—  o  (2)    et 

b  b'  6" 

c  c    c" 

r    c     c' 

je  dis  qu'il  en  résulte 

a   d  c 

n    b   '/ 

\    = 

a   d    c 

=  o  et  N'  = 

a'   h  d' 

(f 

c   a 

' 

i'  b"  d' 

(3) 


=  o 
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Établissons,  par   exemple,  que  K  =  o;  c.-à-d. ,  si  l'on 
a  a   a' 
veut  que     d  d'  d"     =  o. 
c  c    c" 
Considérons  le  système  des  quatre  équations  homogènes 
et  linéaires  à  trois  inconnues 

al  -\-  a'-j.  -f-  a"v  =  o  (4) 

bl  -f-  b'[j.  -j-  6"v  =  o  (S) 

cÀ  +  c'j*  -)-  c"v  =  °  (6) 

dX  +  d>  -j-  d'v  =  o  (7) 

La  condition  (2)  exprime  que  les  trois  équations  (4),  (5), 
(6)  admettent  pour  X,  ft,  v,  un  système  de  solutions  dont  une 
au  moins  n'est  pas  nulle. 

La  condition  (3)  exprime,  de  son  côté,  que  les  trois  équa- 
tions (5),  (6),  (7)  admettent  pour  X,  a,  v,  des  solutions  dont 
une  au  moins  n'est  pas  nulle. 

Soient  Xt,  m,  v±,  des  valeurs  de  À,  a,  v  qui  vérifient  (5)  et 
(6);  en  vertu  de  (2),  ces  valeurs  vérifieut  l'équation  (4)  ;  en 
vertu  de  (3),  elles  vérifient  également  l'équation  (7);  donc 
elles  vérifient  simultanément  les  quatre  équations  (4),  (5), 
(6)  et  (7). 

Mais  la  condition  qui  exprime  que  les  trois  équations 
homogènes  et  linéaires  (4),  (6),  (7)  admettent  des  solutions 
X±,  [ilf  vj  dont  une  au  moins  n'est  pas  nulle,  est  précisément 
que  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  trois  équations 
soit  nul,  c.-à-d.  que  l'on  ait 


a  a' 

a" 

d  d 

d? 

c  c 

c 

=  o     ou 


a 

d 

c 

a 

d' 

c 

a 

d 

c" 

=  o, 


c.-à-d.  N  =  o;  c.  q.  f.  d. 
Il  est  clair  qu'on  reconnaît  de  même  que  N"  =  o. 
Donc  le  théorème  est  établi. 
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NOTE  SUR  LE  THEOREME  DE  DESCARTES 

Par  II.  «J.  C'ollin,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
Professeur  de  mathématiques. 


Le  théorème  de  Descartes  n'est  qu'une  conséquence  du 
théorème  de  Rolle. 

Autrement  dit,  supposant  connu  le  théorème  de  Rolle,  nous 
allons  en  déduire  le  théorème  de  Descaries. 

Datis  toute  équation  algébrique  f(x)  =  o,  à  coefficients  réels, 
et  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  le  nombre 
p  des  racines  positives  ne  peut  surpasser  le  nombre  v  des  varia- 
tions, et,  s'il  lui  est  inférieur,  leur  différence  v  —  p  est  un 
nombre  pair. 

Et  d'abord  ce  théorème  est  vrai,  on  peut  le  constater,  pour 
les  équations  du  1er  et  du  2e  degré. 

Or  nous  disons  que,  s'il  est  vrai  pour  les   équations   de 
degré  m  —   i,   il  est  vrai    aussi   pour  celles    de  degré  m. 
En  effet,  soit  une  équation  quelconque  de  degré  m, 
A0x'n  -f  Atxm  -*-{-•••  +  A»,  _  ix  +  Am  =o     ou  f(x,  =  o. 
Prenons  l'équation  dérivée 

mk0xm  - 1  +  (m  —  i  )Xixm  ~ 2  +  . . .  -+-  Am  -(  =  oou  f'(x)  =  o 
et  appelons  p  le  nombre  des  racines  positives  de  f\x)  =  o. 
Gela  étant,  supposons  d'abord  que  f(x)  —  o  n'a  pas  de"  racines 
égales,  et  distinguons  deux  cas  : 

I.  Am_i  et  Am  sont  de  signes  contraires.  Alors  f\x)  =  o  a 
une  variation  de  moins  que  f(x)  =  o.  Puisque  nous  suppo- 
sons le  théorème  vrai  pour  les  équations  de  degré  m  —  i, 
nous  avons  p  <  v  —  i ,  c'est-à-dire  ou  plus  v  —  i  racines 
positives  de  la  dérivée,  a,  b' , . . .  /",  qui  avec  o  et  -j-00  cons- 
tituent au  plus  v  intervalles  où  peuvent  se  trouver  des  racines 
positives  de  f(x)  =  o.  Donc  f(x)  =  o  a  au  plus  v  racines 
positives.  —  De  plus,  si  p  <  v,  on  a  v  —  p  =  2K;  car  Am  et 
Am-i  étant  de  signes  contraires,  p  et  p'  sont  de  parités 
différentes;  or  r  —  1  —  P  =  2K ,  K  pouvant  être  nul; 
donc  v  —  p  =  2K. 
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II.  Am-i  et  Am  sont  de  même  signe.  Alors  f(x)  =  o  et 
f{x)  =  o  ont  le  même  nombre  de  variations  v.  Xous  avons 
encore  p'  £  v.  Considérons  donc  le  cas  le  plus  défavorable, 
c'est-à-dire  celui  où  p'  =  v.  Alors,  à  première  vue  du  moins, 
o,  les  racines  a',  b', . . .  f  et  -f-  x>  constituent  v  +  i  inter- 
valles où  peut  se  trouver  une  racine  positive  de  f(x)  =  o. 
Mais  il  est  facile  de  voir  que,  dans  l'intervalle  de  o  à  a, 
il  ne  peut  pas  en  exister.  —  En  effet,  d'une  part,  f(o)  =  A,„; 
d'autre  part,  on  a  f(d  —  a)  .  f'(a  —  h)  >  o  ;  mais  f(a  —  h) 
a  même  signe  que  f(a),  et  f'(a  —  h)  même  signe  que  f'(o), 
donc,  dans  ce  cas-ci,  même  signe  que  f(o)  ;  donc  f(a')  .  f(o) 
>  o.  —  Donc,  encore  dans  ce  cas,  au  plus  v  racines  posi- 
tives pour  f(x)  =  o.  —  De  plus,  si  p  <  v,  on  a  v  —  p  =  2K; 
car  Am  et  Xm  —  <\  étant  de  même  signe,  p  et  p'  sont  de  même 
parité;  or  v  —  p  =  2K';  K'  pouvant  être  nul;  donc  v  —  p 
=  2K. 

Supposons  maintenant  que  f(x)  =  o  ait  p\  racines  égales 
positives;  soient  a,  b,...  e  ces  racines,  et  a,  S,...  1,  leurs 
degrés  respectifs  de  multiplicité.  L'équation  f(x)  =  o  admet 
ces  mêmes  racines  avec  des  degrés  de  multiplicité  respec- 
tivement égaux  à  y.  —  1,  p  —  i,...,"e  —  t,  et  en  outre 
admet  p\  racines  positives  propres  a,  b' . . .  —  Or  forcément 
d'après  le  théorème  de  Rolle,  si  l'on  écrit  la  suite  des  racines 
de  f(x)  =  o  dans  leur  ordre  de  grandeur,  chaque  racine 
o,  6,. . .  est  encadrée  par  deux  des  racines  propres  a',  b',..., 
et  entre  deux  racines  o',  b'  qui  encadrent  une  racine  a.  il 
ne  peut  y  avoir  de  racine  simple  de  f(x)  =  o,  de  sorte  que  sur 
les  p\  4-  1  intervalles  fournis  par  les  p\  racines  propres  de 
f'(x)  =  o  avec  o  et  -\-  oc  .  il  n'y  en  a  que  p \  -f-  1  —  p^  qui 
puissent  fournir  des  racines  simples  de  f(x)  =  0.  Cela  posé, 
si  nous  prenons  pour  exemple  le  cas  de  Am  •  Am  _ ,  <  o, 
nous  aurons 

X—  I  +  P—  I  +  ...+6—  I    +  p\  <  V  —  ! 

en  considérant  f'(x)  =0;  de  là  nous  déduisons 

* + p  4-  •  •  •  +  -  +  p'i  + i  —  Pi  - v- 

On  arriverait  au  même  résultat  dans  le  cas  de  Am  .  A,„  _  <  >  o. 

En  résumé  :  Si  le  théorème  est  vrai  pour  les  équations  du 

degré  m  —  1.  il  est  vrai  aussi  pour  celles  du  degré  m  ;  or  il 
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est  vrai,  on  peut  le  constater,  pour  les  équations  du  1er  et 
du  2e  degré;  donc  il  est  vrai  pour  celles  du  3e  degré,  etc., 
donc  il  est  général. 

Nota.  —  Nous  avons  eu  connaissance,  après  que  la  rédaction  de  la  note, 
précédente  était  déjà  terminée,  d'une  démonstration  nouvelle  du  théorème  de 
Descartes,  qui  a  été  donnée  récemment  par  M.  I.aguerre  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Malhêmaliques  ;  mais  comme  notre  démonstration  difTère  notam- 
ment de  celle  de  ce  géomètre,  nous  croyons  néanmoins  utile  de  la  faire  con- 
naître. 


NOTE  SUR  LES  FRACTIONS  CONTINUES 

INDÉFINIES,    NON   PERIODIQUES 
par  M.  Kœliler. 


Lorsqu'on  cherche  à  transformer  en  fraction  continue  une 
fonction,  développée  en  série,  on  obtient  en  général  un  déve- 
loppement de  la  forme 

Q\ 

b{  +  fl2 


K  +  a. 


à3+  ■ 


an  et  bn  étant  des  fonctions  du  rang  n  de  la  fraction  inté- 
grante. En  opérant  comme  dans  le  cas  où  les  numérateurs 
ay,  a2,  . . .  sont  égaux  à  l'unité,  on  trouve  aisément  les  rela- 
tions p„  =  bn  Jhi  -  1   +  On  Pn  -  2 

q,i  =  bn  fjn  -  i  +  an  qn  -  2 

qui  déterminent  les  deux  termes  de  la  nme  réduite  — —  en 

fonction  des  termes  des  deux  réduites  précédentes. 

Il  n'est  pas  difficile  de  transformer  en  fraction  continue 
une  fraction  dont  ou  connaît  le  développement  en  série; 
mais  le  problème  inverse  présente  au  contraire  le  plus  sou- 
vent d'assez  grandes  difficultés.  Il  s'agit  de  trouver  l'expres- 
sion générale  d'une  réduite;  connaissant  la  loi  de  formation 
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des  quantités  an  ,  bn  •  Voici  une  méthode  de  calcul  qui 
réussit  dans  certains  cas  : 

Soient  an  =  ft(n),  bn  =  /,(n);  on  aura,  en  désignant  par 
Un  l'une  ou  l'autre  des  quantités  pn  ,  qn  : 

Un  =  f%(n)l»n  -  1  +  ft(n )*»  -  2- 

Désignant  par  ç(n)  et  'i>(n)  deux  fonctions  inconnues  de 
l'indice  n,  je  mets  l'équation  précédente  sous  la  forme 

Un  -f-  cp„  Un  -  \    =   tyn  [**n  -  i    -\-   ?(n  -  i)un  -  2] 

On  devra  avoir  les  deux  identités 

K»)  -  ?(n)  =  Un)  | 

■ln-o(n-i)  =  h{n)  \  K  ' 

et  on  cherchera  à  déterminer  d'après  ces  conditions  les  deux 
fonctions  inconnues  ip  et  •},  ce  qui  est  quelquefois  possible  par 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  lorsque  fx  et  f%  sont 
des  fonctions  entières. 

Admettons  que  <p  et  -\  soient  connues;  on  aura  la  suite 
d'identités 

U„   -j-  <p(n)wn  -  i  =  '\>(n)[un  -  \  +  ?(w  —  J)u"  -  2]  ] 

Un-l-\-f(n — l)Un-2  =  'l(n — l)[u,i_2  +  o(rt — 2)un-z]   I    ,g 

U3  -f  o(3)u2  =  «J»(3)[Ma  +  C?(2)Uj]  ) 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient 
u„  -f  ?(n)«n  -  i  =  ij>(n)<|/(n  —  i)  .  .  .  •}(3)[ua  -f-  9(2)1^] 
ou,  pour  abréger, 

wn  =  —  o(n)i«n  _  i  -f  F(n) 
et  de  même 

«n  -  j  =  —  <f(n  —  i)iin  -  2  +  F(n  —  1) 


w3  =  -  o(3)u2  +  F(3), 
les  fonctions  F  renfermant  uY  et  w.2. 

Il  est  facile  d'éliminer  un  -  \,  Un  — 9  ...  en  multipliant 
la  deuxième  égalité  par  —  9(71),  la  troisième  par  <p(n —  0?(») 
et  ainsi  de  suite,  et  en  ajoutant  les  résultats.  On  aura  ainsi 
l'expression  générale  de  1/,,  en  fonction  de  n  et  des  deux 
premiers  termes  de  la  suite  ut  et  w2. 

Je  vais  appliquer  ce  qui  précède  à  la  conversion  en  série 
de  la  fraction  continue  : 
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i 

7+T_ 

2    -f    3 

3  +  4 

4+- 


o  J2l  —  JL     ^2  -    _L. 

?i        i  '  q*       2  '  '" 

en  général  un     =  n(un  -  4  +  Un  -  ») 
et  fx  (n)  =  A  (n)  =  n. 

Les  identités  (1)  deviennent  <]/  (n)  —  9  (n)  =  n 
•\>  (n)    .    <p  (n  —  1)  =  ?i 
On  peut  prendre  pour  •}  et  cp  des  fonctions    du   premier 
degré  renfermant  chacune  deux  constantes,  poser  : 

•l(n)  =  An  +  B.  <p(n)  =  an  -f-  jb 
et  par  suite  <p(n  —  1)  =  an  —  a  -f-  P« 
Les  équations  de  condition  seront  : 

An  +  B  —  an  —  (3  =  n 
(An  +  B)  (an  —  a  -f  p)  =  n. 
Elles  son1,  vérifiées,  quel  que  soit  n,  en  prenant 
A  =  o,  a  =  (3  =  B  =  —  1, 
de  sorte  que        <]/  (n)  =  —  1,  9  (n)  =  —  n  —  1 . 
La  suite  d'identités  (2)  sera  donc 

Un  —   (n  -f    I  )  M»  -  1  =  —  [Un  -  i  —   HUn  -  2] 

Un  -  i  —  UUn  -  a  =  —  [Un  -  9  (tt  —    I  )  Wn  -  3] 

M,    -  5  «3  =  -  (W3   —  4  M,) 

ît8  —  4  u2  =  —  (ut  —  3  nt). 
Je   multiplie    la    première   par  ( —  i)n  ,    la   seconde  par 
( —  1)"  -  S  etc.,  j'ajoute  et  il  vient  : 

(—  i)'1  (W„  -  n+  0  Un  -  1)   =  «1  —  3ut. 

Cette  dernière  égalité  permet  de  trouver  pn  et  qn. 
Pour  avoir  pn  ,  je  fais  u2  =  p2  =  2,     Uj  —  pt  =  1 ,     t/,  — 
3ux  =  —  1  ;  par  suite 

(-  0>  =  (— i)»(n  +  i)wn-<  -  I. 

(—  l)"-'pn  -  i  =  (—  l)n-«n  Wn  -2  —    I. 

(-02Pt  =  (-i)53Pl-i. 
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Je  multiplie  la  première  égalité  par  ( —  i)  (n  -f-  i),  la 
seconde  par  ( —  i)»(n  -f  i)n,  etc.,  la  dernière  par  ( —  i)n  -  » 
(n  -j-  i)n(n —  i). .  .6.5.4,  et  j'obtiens  par  addition  : 

(—  i)npQ=  [—  i)n(n-f  i)n 5.4.3  -f  (—  i)"-1 

(n  -f  un...  5. 4 +....  +  (—  i)»(n+  i)n-f-  (—  i)2(n  +  1)  —  1. 
Pour  avoir  qQ  ,  il  faut  reprendre  le  même  calcul,  en  faisant 
u,  =  ç2  =  4,   »,  =  fft  =  i,   w2  —  3i/i  =  1  ; 
on  trouve  alors  : 

(—  i)*qn=  (—  i)nO+  i)n...  5.4.3  +  (—  i)a-«(n+  i)n...5.4 
+*...   +  (-   i)2(n.+  0n  +  (-   i)«(n  +  1)  +  1. 
En  divisant  par  ( —  i)n(n  -|-  i)n. . .  3.2. 1  les  deux  termes 

de  la  réduite  -^—,  elle  devient  : 
qn 

J L_+_! _L ï 

Pn  2 2.3  2.3-4 '    ( — I  l"-1  2.3.4.. .(??-l-I) 

qn  II  I  t 


l'expression  précédente,  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 

,  e-1  1 

n  est  autre  chose  que  =  . 

J_     ,    J g_,  e  —  1 

22 

Voici  comment  Euler   est  arrivé  à    la   fraction   continue 

que  je  viens  d'étudier. 

111  1 


Soit 


1 


e  1  1.2  1.2.5 


On  a 


1  1.2         1  -f- 


1  T  '  '  u- 

je  remplace  —  par —  ou  bien  2  par 

=    2    -f-    .V    =   2    -{- 


I 


2  2.3 

afin  d'avoir  en  fraction  continue  les   trois  premiers  termes 
de  la  série  ;  cette  fraction  est 
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i 


i  +  i 


2    +    2 


i  —   i 

iii  . 

Remplaçant  —-par— pour    avoir    les    quatre 

premiers  termes,  et  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  trouve 
i  i 


i 


c  i  -f-  i 


I     +    2 


2    +    3 


3  + 


i  e 

puis =--  =  i  -\-  i 

i 

e 


enfin i 

e  —  i 


3  +  • 

Voici  un  autre  exemple  de  transformation  de  fraction  con- 
tinue en  série.  Soit  F  = 


-    1 

1    +    2 

I 

2  -f  3 

3  +   • 

i 

e  —  i 

I     +    2 

2    +    3 

I  +  1 


3   -f   2* 


3  +  • 


2/i  +   I  + 

dans  laquelle  la  n  -\-  iluc  réduite  correspond  à  — ■ 
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On  a  ici  un  =  (2«  —  1)  un  -  1  -f"  (n  —  i)4  un  -  2,  un  dési- 

•    Pi  x       Pi  3 

gnant  toujours  pn  ou  qn  ,  et  aussi  —  =  — ,  —  =  — . 

Çi  1       q-i  4 

Les  identités  qui  déterminent  -l  (n)  et  ©  (n)  sont 

<]/  (n)  —  9  (n)  =2/1  —  1 

<]/  (n)   .  o  (n  —  1)  =  (n  —  i)4 

et  on  trouve  facilement  9  (n)  =  —  n2,  (•}  n)  =  —  (n  —  i)2. 

Donc  pn  —  n-pn  -  i   = —  (n—  i)2  [pn  _  !  — (n —  i)2p„  -  2] 

pn-  i—  {n  —  1  )2  pu  -  2  =  —  O  —  2)2  [pn  -  2  —  (n  —  2)2  pn  -  3] 

p,_   32p2  =-22[p2— 22.p1]  =  —  22.(-    I) 

La  valeur  de  p»  est 

p„=(—   l)n  ~  1(«  —   02O  —  2)2   .    .    .    32    .    22 

_|_  (_  r)«  -  2n2(n  _  2)*(n  _  3)2  .  .  .  32  .  22  +  .  .  . 

-f(—  i)n2(n—  i)2  .  .  .  42  .  32  .  i2 

-f-  »*(n  —  i)2  .  .  .  42  .  32  .  22. 
Pour  calculer  qn   on    remarquera  que  q2  —  22  .  ql  =  o; 
par   suite,    en    remontant,   on  trouvera   immédiatement   qn 
—  n*qn  -i  =oet  qn=  n2(?i  —  i)2(n  —  2)2  .  .  .  32  .  22. 

La  réduite  —  est 
qn 

( —  1)»  -  1  f —  i)n  -  2  1 


n2  (?i  —  1) 

et  en  supposant  n  infini,  on  a  la  série  convergente 
1  t  1  ( —  i)n  -  < 

dont  la  valeur  est  — — .    (Voir  Laurent,    Théorie  des  résidus, 
12 

p.  143)  (*). 

Remarque.  —  Le  procédé  de  calcul  que  j'ai  indiqué  repose 
sur  la  transformation  de  la  relation  un  =  f2(n)uu  -  1 
~h  /i(n)M»  -  2  au  moyen  des  fonctions  -l  et  o.  Mais  il  n'est 
pas  toujours  possible  de  déterminer  ces  fonctions,  au  moins 
par   des  procédés   élémentaires.    Alors   le   problème   de   la 


(')  Les  deux  exemples  de  fractions  continues  que  j'ai  donnés  sont  empruntés 
au  recueil  d'énoncés  de  problèmes  de  IL  Wolsteiiholme. 
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transformation  d'une  fraction  continue  en  série  devient 
beaucoup  plus  difficile.  On  est  obligé  de  recourir  à  la  théorie 
des  fonctions  génératrices. 


QUESTION  209. 

Solution  par  If.  G.  Papelier.  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de 

Reims. 


a,  b,  c,  d,  désignant  des  nombres  entiers  et  positifs; 

(  i  -f-  x)<*  H-  <  — (i  -}-  x)«b  +  2_i  est  divisible  par  x2  -f-  x  -f-  i  ; 

x^a  -  «  -f-  x*h  -f  xsc  +  i  est  divisible  par  x2  -\-  x  -f-  i  ; 
X4a  _|_  X4b  +  i  _j_  xac  +  2  _j_  X'.d  +  3  est  divisible  par  x3  -f  x* 
-f-  x  -f-  i.  (H.  Laurent.) 

1°  Pour  démontrer  que  (  i  -f-  *)6a  +  1  —  (  i  +  xYb  +  '  —  l  esl 
divisible  par  œ2  -J-  x  -f-  i,  il  suffit  de  faire  voir  évidem- 
ment que  cette  expression  s'aunule  quand  on  y  remplace 
x  par  les  racines  de  l'équation  x"1  -f-  x  -j-  i  =  o. 

Ces  racines  sont  données  par  la  relation 

-i-  ±  —  \T^~ 

2  2 

que  l'on  peut  écrire 

2T.  i .       2- 

x  =  cos  — — -  ±  V  —  i  sin  — — . 
5  3 

Substituons  cos— f-  Y  —  i  sin  — —  dans  (1  4-  x)6a  +  < 

i  3 


—  (1  -f-  a:)66  +  2  —  i}  nous  obtiendrons 


r  2K       —      2Ti 

I  1  -|-  cos  — 1-  v  —  1  sin  — - —  I 

L  3  3  J 

r  2,       —      2„-i 

1  -f-  cos  -— f-  v  —  1  sin  — —  I 


ca  +  1 


C5   +  1 

—  I 
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or  i  -f-  cos  — —  =  2Cos2  — 

2~  .  7T  7t 

sin  ■  =  2sin  —  cos  — 

3  5  5 

donc  l'expression  peut  s'écrire 


[2C0S  t[C0ST 

^2COS    -f  [c 


-j-  v  —  i  sin 


6a  +  i 


6&   +  2 


|  2Cos   -^-|  cos-^ f-  V  —  I  sin  - 

qu'on  peut  écrire  en  vertu  de  la  formule  de  Moivre 

26»  +  i  C0S6a  +  \  JL\  C0S(6a-j-I)-T-  +  ^  —  l  sin  (6a  +  l )  "T" 1 

—  (  2Cos-^- )  cos  (66  -f-  2)  -j-  v  —  1  sin  (66-j-2)~9"    —  ' 

ou 

/  7t  \ea  +  ir  7T  , .       tt  -1       r  -  -166  +  2 

[2  cos  —-J  cos  —  -f  v  —  1  sin  -—  —  2  cos  -— 

cos  — -^ — f-  V  —  1  sin  — r—   —  i 

7t  I  2TC  I 

Or  cos  -— -  =  — ,       cos  —r —  = 

3  2  3  2 

et  par  conséquent  l'expression  a  pour  valeur  o;  donc 

2tt  ; 2tt  .... 

x  =  cos  — f-  v  —  1  sin  — - —  est  racine  de  l'équation 

3  5 

(  1  -f  xfa  +  •  +  (  1  -f  ce)66  +  2  —  o  ; 

donc,  comme   cette   équation    est   à    coeiïicients    réels,  elle 

admet  aussi  la  racine  conjuguée 

2tt  , .        2t: 

x  =  cos  — y/  —  1  sin  — —. 

5  5 

Donc  le  premier  membre  est  divisible  par  x*  -\-  x  -\-  1. 

2°  Soit  à  démontrer  que  x*a  ~  *  -f-  xib  +  x*c  +  <  est  divi- 
sible par  x2  -f-  x  -\-  1 . 
'    On  peut  opérer  comme  précédemment.  Substituons  dans 

27U  27C 

l'expression  donnée  la  valeur  cos  -5 v/  —  1  sin  —7-;  en 
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appliquant  la  formule  de  Moivre,  elle  devient  : 


271 


cos  (3a  —   i)  — --  +  v;  —  l  sm  (3a  —  0  —3 h  cos  3Ô  — ô~ 


2T. 


4-  si  —  i  sin  36  — —  -f  cos  (3c  -f  0  —5- 


2TT 


+  v'—  1  sin  (3c  +  1) 


qui  est  égale  à 


27T  •      .  27t 


cos  — J  —  1  sin  — - f-  cos   2b-  4-  v'  —  1  sin  2br. 

3  3 

2x  27î 

+  cos  —  -f  ;  —  1  sin—; 

2~  27t 

mais        cos  — =—  -f-  cos  — —  =  —  1 ,     cos  26-  =  1 . 
3  3 

Les  parties  réelles  et  imaginaires  sont  donc  nulles  et  la 
proposition  est  démontrée. 

On  peut  employer  un  procédé  différent,  à  l'aide  duquel 
nous  pouvons  même  généraliser  la  question. 

On  a   identiquement 

(x  —  1  )  (j'2  -f-  x  -j-  1  )  =  ocz  —  I 
et  il  suffit  de  démontrer  que  (x  —  1  )  (x  *a  -  1  -|-  x36  -}-  x3c  +  1) 
est  divisible  par  x3  —  1. 

Le  produit  est  égal  à 

xsa  _|_  Xib  +  ^  _j_  ope  +  s  —  x*a  -  1  —  x3&  —  x3c  +  « . 

Remplaçons  as3  par  1 ,  il  vient 

1  4-  .r  4-  x2 1  —  x 

x 

ou  —  (x-  4-  x3  —  1   —  x2) 

x 

et  si  l'on  fait  x3  =  1  on  obtient  pour  résultat  o  ;  donc  (x  —  1) 

(x3a  —  1  -)-  x36  -]-  3C  +  1)  est  divisible  par  x3  —  x. 

3°  De  même  pour  démontrer  que  .r'>a  -\-  x46  +  1  -\-  xlc  +  ' 
4-  xid  +  3  est  divisible  par  x'  -j-  ac".  +  as  +  1,  il  suffît  de 
démontrer  que  (x  —  1  )  (x4«  -)-  x'*6  +  'a;lc+J-f  x4('  +  3)  est 
divisible  par  (x34~x2  +  x  -f  1)  (x —  1),  c'est-à-dire  parx4  —  1. 

Effectuons  le  produit,  nous  avons  : 
xka  +  i  _j_  x*b  +  2  _|_  a^c  -f  3  _|_  ,t-v</  -f-  *  _  xui  —  Xkb  +  i 

—  £C*«  f  2  _  XW  +  a. 
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Or  ce  produit  est  nul  pour  as*  =  i .  Donc  le  théorème  est 
démontré. 

D'une  manière  générale,  a,  b,  c,...  k,  l  étant  des  nombres 
entiers  positifs  et  p  un  nombre  entier  positif, 

xpa  _j_  xpb  +  i  _|_  J:pc  +  2  x  x    .  .  .  -f-  €CPl  +  P  —  1 

est  divisible  par 

ccP  -  i  +  xp  ~  2  -f  xP  ~  3  +  •  •  •  X  x"  +  x  +  J  • 
En  effet  il  suffit  de  prouver  que 

(xPa  -f-  ccP6  +  1  +  •  •  •  œpi  +  p  ~  1)  (#  —  i  ) 
est  divisible  parer'9    —  i  ;  c'est-à-dire  qu'en  remplaçant  xP 
par  i  dans 

xpa  +  1  _J_xp&  -f  2_|_...  Xpb  +  p — xpa  —  Xpb  +  1  ...  — xPb  +  P~  i 

on  a  un  résultat  nul. 

Faisant  cette  substitution,  on  a 
x  -f-  oc3  -f-  x*  +  ...  +  a?  ~  1  +  i  —  i  —  as—  x*  ...  —  xp  -  * 
résultat  nul. 

Donc  le  théorème  est  démontré. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Ces  exercices  ont  été  choisis  parmi  ceux  qui  sont  traités  journellement  dans 
les  conférences  et  les  examens  des  principales  écoles  préparatoires  de  Paris,  et 
parmi  les  principales  questions  posées  aux  concours  d'admission  à  l'Ecole 
Polytechnique  et  à  l'Ecole  Normale  supérieure  dans  ces  dernières  années. 

I.  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

Algèbre. 

—  Etant  donnée  la  fraction  continue  périodique 
x  =  a  -f-  i 


c+  i 


b  +  i 


formel'  une  équation  du  2'  degré  admettant  x  pour  une  de  ses  racines 

—  Résoudre  l'équation  ev    —  x-  =  o. 

—  Quelles  sont  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  des 
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deux  polynômes  x3  +  3ax2  +  3bx  +  c,  x3  +  3a'a?2  4-  36' a;  -f  c ,  pour  que 
ces  deux  polynômes  aient  un  diviseur  commun  du  2e  degré?  —  Combien 
obtiendra-t-on  de  conditions?  —  Que  deviennent  ces  conditions  dans  le  cas 
particulier  où  a  =  a'1 

—  Résoudre  l'équation  x?  +  6x  -f-  5  v'  —  i   =  o. 

—  Etant  donnée  l'équation ^ r  —  4-  m  =  o.    combien   cette 

4  3  2 

équation  admet-elle  de  racines  réelles,  suivant  les  diverses  valeurs  de  m? 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  x  —  i  sin  x  =  o. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle  -.    Les 

1  (x2  —  i 

sii  coefficients  sont-ils  indépendants,  et  ne  peut-on  pas,  connaissant  les  trois 
premiers,  obtenir  immédiatement  les  trois  autres  ? 
x 

—  Résoudre  l'équation  io    —  2=0. 

—  Trouver  la  condition  pour  que  le  rapport  de  deux  des  racines  de  l'équa- 
tion /'  +  px  4-  q  ■=■  o  soit  égal  à  un  nombre  donné  V  De  quel  degré  doit  être, 
par  rapport  à  X.  la  relation  cherchée? 

—  Quel  est  le  signe  de  l'expression 

—  i 

L  (1  -f-  x)  —  x  H — pour  x  positif. 

2  3  in  —  1 

—  Démontrer  que  ce  signe  est  toujours  le  même  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives  de  x. 

—  Si  le  produit  /  x  V—  a)  renferme  in  4-  1  variations  déplus  que  le  poly- 
nôme /  r  .  l'équation  f[x  —  o  a  au  moins  2n  racines  imaginaires. 

—  Faire  voir,  à  priori,  sans  s'appuyer  sur  le  théorème  de  Descartes,  que  la 
différence  entre  le  nombre  des  variations  dn  premier  membre  d'une  équation 
et  le  nombre  des  racines  positives  de  cette  équation,  est  toujours  un  nombre 
pair. 

—  Calculer  la    dérivée  »■•  de  la  fonction  y  =  ou.  ce  qui  revient 

1  4  a;- 

au  même,  la  dérivée   >i  +  1  )"'  de  la  fonction  y  =  arctg  x. 

—  Trouver  toutes  les  valeurs  de  ç  et  la  valeur  de  p  qui  satisfont  à  l'égalité 

P    cos  f  —  \  —  '  >in  9)  =  —  1  +  \  —  1  • 

—  On  considère  une  fraction '—— —  irréductible  et  dans  laquelle  F(x)  et 

1  a    f\x) 

f[x)  sont  des  polynômes  premiers  entre  eus  ;  on  propose  d'établir  que  l'on  peut 
toujours  trouver  deux  polynômes  entiers  P  et  Q  tels  que  l'on  ait  identiquement 
?  x        _      P  Q 

/ x  I    .  f[x 

Quels  sont  les  degrés  respectifs  des  polynômes  P  el  Q,  n  et  p  étant  ceux  de 
polynômes  F  el  /  '.' 

Géométrie  à  deux  dimensions. 

—  La    courbe  — \ — ^—  =   1.  où  l'on  suppose  a  >  h.  est-elle  extérieure 

1/- 
ou  intérieure  à  l'ellipse 1 —  =   i? 

tr 

—  Soit  la  courbe  if  —  1  <•■  droite  ux  +  vy=  1  coupe  cette  courbe  en 
trois  points;  on  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  M  et  t;  pour 
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que  deux  des  points  d'intersection  soient  équidistants  du  troisième.  <p  [u,  v)  o. 
étant  la  condition  trouvée,  on  propose  de  trouver  l'enveloppe  des  droites  ux 
_(-  vy  =  i  qui  satisfont  à  cette  condition. 

—  Étant  données  une  droite h  -r i  =  o.  et  une  courbe  f[x.y)  =  o.  on 

a  b 

demande  de  former  l'équation  de  la  courbe  qui  est  symétrique  de  la  courbe 
donnée  par  rapport  à  la  droite  donnée.  —  On  propose  d'effectuer  le  calcul 
dans  le  cas  où  fx.  y  =  o  est  une  conique  ayant  ses  axes  parallèles  aux  axes 
des  coordonnées  supposées  rectangulaires. 

—  Former  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  y2  =  ipx  +  qx*. 

—  On  donne  une  parabole  et  un  point  À  dans  son  plan  ;  trouver  sur  la  parabole 
un  point  M  tel  que  la  droite  AMM'  soit  normale  à  la  courbe  au  second  point 
M'  où  elle  la  rencontre. 

—  Étant  donnée  l'équation  x-  +  y2  —  i  =  [zx  -f-  y  —  i)-.  calculer  les  coor- 
données des  foyers  de  la  courbe  qu'elle  représente,  ainsi  que  les  coordonnées 
des  sommets  de  l'axe  transverse. 

—  Former  l'équation  générale  des  courbes  du  troisième  degré  ayant  pour 
asymptotes  les  deux  axes  des  coordonnées  et  la  droite  x  +  otfiy  —  i  =o. 

a? 

—  D'un  point  [a&]  on  mène  des  tangentes  àlacourbej/2  =  — — jcalculerles 

coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  trois  quelconques  de 
ces  tangentes. 

—  Appliquer  les  méthodes  générales  de  recherche  des  foyers  à  l'exemple  y- 
+  Sxy  +  x2  —  i  =  o. 

—  On  considère  un  triangle  ayant  un  sommet  0  lixe;  un  second  sommet  M' 
décrit  une  circonférence;  le  triangle  est  en  outre  assujetti  à  rester  semblable  à 
lui-même.  Trouver  le  lieu  du  troisième  sommet  M. 

—  Résoudre  cette  question  :  1°  en  coordonnées  polaires;  2°  en  coordonnées 
rectilignes;  3°  par  des  considérations  géométriques  élémentaires.) 

—  On  mène  à  une  ellipse  deux  tangentes  parallèles;  on  joint  l'un  des  points  de 
conctact  A  au  foyer  le  plus  éloigné,  et  on  prolonge  la  ligne  de  jonction  jus- 
qu'à la  rencontre  de  l'autre  tangente  en  M;  démontrer  que  AM  =  %a. 

—  Lieu  des  points  d'où  l'on  voit  deux  circonférences  données  sous  le  même 
angle. 

—  On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  à  une  même  droite,  et  passant 
par  ileux  points  fixes  situés  sur  une  perpendiculaire  à  la  tangente  donnée;  on 
demande  le  lieu  des  foyers  de  ces  paraboles. 

—  On  considère  toutes  les  paraboles  ayant  la  même  directrice  et  un  point 
commun;  trouver  le  lieu  de  leurs  sommets. 

Géométrie   dans   l'espace. 

a  ■  us  z- 

—  Étant  donné  l'ellipsoïde  — 1 — — — I r-—  l,  on  considère  la  section 

a-  l>-  c1 

de  celte  surface  par  le  plan  ;  =  mx  +  ny  +  p;  par  chaque  point  de  cette 
section  on  mène  une  tangente  horizontale  à  l'ellipsoïde;  trouver  l'équation  de 
la  surface  formée  par  l'ensemble  de  ces  tangentes. 

—  Soient  S  et  S'  les  deux  polynômes 

S  =  x-  +  y-  +  =  +  (ir  +  by  +  c-  +  d 
S   =  ./  -  +  f  +  z1  -f  a'.v  +  by  +  c'a  +  d' 
et  P,  r  1rs  deux  fonctions  linéaires, 

P  =  xx  +  £y  +  y-  +  3.       P'  =  x'x  +  Vy  +  y'a  +  8* 
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on  demande  d'étudier  les  propriétés  de  la  surface  du  troisième  degré  repré- 
sentée par  l'équation  P'S  —  PS'  =  o. 

f  [x  v) 

—  On  donne  l'équation* =- — — - : —  .  dans  laquelle  f  [x,  y)  =  o  représente. 

une  ellipse  réelle  située  dans  le  plan  des  xy.  et  P  ==  o  une  droite  située  dans  le 
même  plan.  On  demande  quelles  seront  les  diverses  surfaces  représentées  par 
l'équation  proposée,  suivant  les  diverses  positions  de  la  droite  P  =  o  dans  le 
plan  xOy.  Mémo  question  quand  l'équation  f  [x,  y)  =  o  représente  une 
hyperbole.  P  —  o  étant  une  parallèle  à  une  asymptote  de  cette  hyperbole. 

—  Lieu  des  points  équidistants  du  plan  \x  +  \iy  4-  Cs  -f-  D  =  o  et  de  l'axe 
des  s. 

—  Etant  donné  le  cercle  {z  =  o,  x-  +  y2  =  R2),  former  l'équation  générale  des 
paraboloïdes  elliptiques  qui  contiennent  ce  cercle,  et  dont   l'axe  est  parallèle 

à  la  direction  — —  =  -7—  =  — —  .  A  priori,  combien  cette  équation  contien- 
a  p  Y 

dra-t-elle  de  paramètres  variables? 

—  Lieu  des  points  tels  que  le  rapport  des  carrés  de  leurs  distances  à  deux 
droites  données  soit  égal  à  un  carré  donné. 

—  Soient  trois  axes  rectangulaires  et  une  droite  OA  issue  de  l'origine;  former 
l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  OB  tournant  autour  du  point  0 
de  manière  que  la  somme  des  angles  BOA  +  BO.r  soit  une  constante  29.  — 
Propriété  importante  de  la  section  perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

—  Soit  l'hyperboloïde  à  une  nappe — —  -1 — — -=-  =  1;  on  demande  le 

J  a2  b2  c2 

lieu  des  projections  du  centre  sur  l'un  des  systèmes  île  génératrices  rectilignes 
de  la  surface.  —  Parmi  les  diverses  surfaces  contenant  la  courbe  cherchée,  trouver 
le  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine. 

—  Etant  donné  leparaboloide  — 1 =  ix,  trouver  le  lieu  des  centres 

P  P 

des  sphères  d'un  rayon  donné  qui  coupent  le  paraboloïde  suivant  des  cercles. 

—  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  Irièdres  trirectangles  dont  les  arêtes  sont 

x2           y2            z2 
tangentes  à  l'ellipsoïde 1 — '- 1 r-  =  1. 

a2  b1  c2 

—  Trouver  l'équation  générale  des  plans  qui  coupent  l'hyperboloïde  à  une  nappe 
suivant  deux  droites  parallèles. 

—  Former  l'équation  générale  des  surfaces  du  deuxième  degré  qui  contiennent 
l'axe  des  %.  —  On  considère  sur  l'axe  des  z  le  point  [x  =  o.  y  =  o.  z  =  h),  et 
on  demande  de  trouver  les  équations  de  la  deuxième  génératrice  rectiligne  qui 
passe  par  ce  point. 

Courbes   à   construire 

En  coordonnées  rectilignes  : 

1°  y  =  x2  ±    X2   Jl   +  X. 

2 

—  se3  +  xy*  +  y3  —  x2  =0.  —  Points  de  contact  des  tangentes  que  l'on 
peut  mener  à  cette  courbe  par  le  point  (*S).  Etudier  les  variations  de  la 
conique  qui  contient  ces  contacts,  lorsque  le  point  (<x6)  se  déplace  dans  le 
plan. 
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sin  x  _  .  ,     ,    . 

3°  y  =  i  +  x  -\ .  —  Qu  est-ce  que  la  droite  y  =  x  +  i  par 

rapport  à  la  courbe? 

k°  x  =  •  y  =  — •  —  Comment  peut-on  reconnaître  à  priori 

i  —  t  1  —  t 

quelle  est  la  ligne  formée  par  tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  défi- 
nies par  ces  formules  ? 

5°  Etudier  autour  de  l'origine  la  courbe  dont  l'équation  est 

y  =  \,'i  +  ax    +  s  i  +  bx    —  \  i  —  ôr    —  y'i  —  dx. 

Diverses  propriétés  de  l'origine  suivant  les  relations  qui  peuvent  exister  entre 

a,  b,  c,  d.  Quand  ce  point  est-il  un  point  d'inflexion  ? 

x  x  —  i    c  —  2) 

6°  y2  = — • 

x  +  3 

7°  y 


==  x  ±  t  !x  —  i 

V  x  +   l 


sin  ix  —  al,  .  t 

8°  (/  = —  a  étant  compris  entre  o  ei . 

sin*  x  2 

En  coordonnées  po' aires  : 

p  =  sin  3w 

sin  a)  -f  cos  w 

P  =  

w 
sin  — 

p2  cos 2p  +  4  sin  

2  2 

i  2 (sin3  w  4-  cos3  w) 


P 

3  sin  2w 
i 

e 

lù 

COS  — 

p 

= 

i  4-  sin  to 

I  —  2  COS« 

p 

sin  o)  —  2  cos  «o 

i  —  2  sin  c«> 

p 

i  4-  tg  o) 

I    —   COS   (0 

p 

o  —  2  sin  o) 

3  u>  —  tg  o» 

p 

= 

tg« 

i  —  2  sin  w 

p 

= 

COS  w 

i   —  2  sin  b> 

I 
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II.  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES. 

—  Soit  Q  la  partie  entière  du  quotient  de  la  division  d'un  polynôme  A  par  un 
polynôme  B;  on  divise  Q  par  un  autre  polynôme  •';  démontrer  que  la  partie 
entière  Q'  du  quotient  de  celle  nouvelle  division  est  la  partie  entière  du 
quotient  de  la  division  du  polynôme  A  par  le  produit  BC. 

— Etant  donné  un  triangle  quelconque,  on  joint  le  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  à  l'un  des  sommets;  déterminer  en  l'onction  des  éléments  du  triangle 
l'angle  formé  par  la  ligne  de  jonction  (qui  est  l'une  des  trois  hauteurs)  avec 
l'un  des  deux  côtés  du  triangle  qui  partent  du  sommet  considéré'. 

—  a  et  b  étant  deux  nombres  premiers  absolus,  trouver  deux  nombres  en  tiers 
ce  et  y  tels  que  x2  —  y2  =  ab. 

—  On  donne  trois  points  quelconques  et  un  plan,  dans  l'espace.  Faire  passer 
par  les  trois  points  donnés  une  sphère  tangente  au  plan  donné. 

—  Etant  données  une  circonférence  0  et  une  droite  AB,  d'un  point  quelconque 
M  de  la  droite  Alt  on  mène  une  tangente  MT  à  la  circonférence.  Prouver  que 
si  de  M  comme  centre,  avec  .MT  pourjrayon,  on  décrit  une  circonférence,  cette 
circonférence  passera  par  deux  points  fixes,  c.-à-d.  indépendants  de  la  position 
du  point  M  sur  AU.  Quels  sont  ces  deux  points  fixes? 

m  et  n  étant  deux  nombres  entiers,  et  E  une  quantité  moindre  que  toute 
quantité  donnée,  si  un  nombre  a  est  tel  que  l'on  puisse  satisfaire  à  l'inégalité 
ma  —  m  <  E,  le  nombre  a  est  incommensurable. 

—  Résoudre,  au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
le  problème  de  la  construction  d'un  cercle  tangent  à  deux  cercles  donnés,  et 
pass  ml  par  un  point  donné. 

11 Ire  calculable  par  logarithmes,  dans  les  diverses  hypothèses  qu'on  peut 

faire  sur  a,  l>.  «'.  b',  l'expression 

a  -j-  6  cos  <p 

a'  —  6'  sin  cp 

—  Sur  une  droite  indéfinie  Ox  on  porte,  à  partir  d'une  origine  fixe  0.  deux 
longueurs  <> A.  OA'qui  représentent  les  racines  de  l'équation aa?  +  bx-\-  c  =  o; 
on  porte  ensuite,  à  partir  de  la  même  origine,  deux  autres  longueurs  OB,  OB' 
qui  représentent  les  racines  de  l'équation  a'x-  +  b'x  +  c*  =  o  ;  trouver  la 
relation  qui  doil  exister  entre  a,  o,  c,  o',  b\  c'  pour  que  les  quatre  points  A, 
A',  B.  I)'  forment  une  division  hari tique. 

—  Par  un  point  [iris  dans  L'intérieur  d'un  triedre.    faire  passer  une  sphère 

tangente  aux  trois  faces  de  ce  trièdre. 
Inscrire  dans  une  ellipse  le  rectangle  de  surface  maxiiua. 
Trouver,  par  un  procédé  élémentaire,  la  somme  des  ?(  premiers  termes  de  la 

n 

suite  x  4-  2.r2  -f  3a;3  +  +nx   + 

Quel  est  le  plus  petit  nombre  entier  admettant  quinze  diviseur-  ". 
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VARIÉTÉS 


ESSAIS  POUR  LES  CONIQUES  DE  PASCAL 

AVEC 

Des  notes  par  M.  Ch.  Laureng,  professeur  honoraire. 

(Suite  et  fin,  voir  page  133.) 


§  6.  —  «  Nous  démontrerons  aussi  que  si  quatre  droites,  AC, 
AF,  EH,  EL  s'entre-coupent  aux  points  N,  P,  M,  0  et  qu'une 
section  de  cône  (fig.  40)  coupe  lesdites  droites  aux  points 
C,  B,  F,  D,  H,  G,  L,  K,  la  raison  composée  des  raisons  du 


Fig.  10. 

rectangle  de  MC  et  MB  au  rectangle  des  droites  PF,  PD  et 
du  rectangle  des  droites  AD,  AF  au  rectangle  des  droites 
AB,  AC  est  la  même  que  la  raison  composée  des  raisons 
du  rectangle  des  droites  ML,  MK  au  rectangle  des  droites 
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PH,  PG  et  du  rectangle  des  droites  EH,  EG  au  rectangle  des 
droites  EK,  EL.  » 

Note  6.  —  C'est-ù-dire  que  si  par  deux  points  A,  E,  on  mène 
deux  couples  de  sécantes  se  rencontrant  en  M,  N,  0,  P,  et 
coupant  la  conique  aux  points  B,  C,  D,  F,  K,  G,  L,  M,  on  a 
la  relation 

MC.MB      AF.AU  ML.MK      EH.EG 

PF.PD   '  AB.AC  PH.PG    "    EK.EL  ; 

appliquons  aux  deux  triangles  AOM,  EOP  la  relation  (5)  de 
la  note  qui  précède 

OD.OF  AB.AC  ML.MK 
AD.AF'  MB.MC"  OL.OK 
OD.OF     EK.EL     PG.PH 


PD.PF  '  OK.OL     EG.EH 
égalant   les  premiers    membres    et    supprimant   le    facteur 
OD.OF 


commun 


OK.OL 
ML.MK         AB.AC  EK.EL         PG.PH 


AD.AF     '    MB.MC  PD.PF  EG.EH 

que  l'on  peut  écrire 

MB.MC  AD .  AF  ML.MK  EG .  EH 

PD.PF     •     AB.AC    ~~    PG.PH     '     EK.EL      relatl0n    a 
établir. 
Remarque.  — Si  nous  écrivons  cette  relation  sous  la  forme: 
MB.MC         AD.AF         PG.PH         EK.EL 
AB.AC     '     PD.PF     '     EG.EH    '    MK.ML   _I  l* 
on  voit  qu'elle  exprime  la  relation    démontrée   par    Carnot 
sur  les  segments  déterminés  par  une  conique  sur  les  quatre 
côtés  d'un  quadrilatère  quelconque.  Le  même  mode  de  dé- 
monstration permettrait  d'étendre  le  môme   tbéorème  à  un 
pentagone,  à  un  hexagone,  à  un  polygone  quelconque. 

§  7.  —  «  Nous  démontrerons  aussi  la  propriété  suivante 
dont  le  premier  inventeur  est  M.  Desargues,  Lyonnais,  un 
des  grands  esprits  de  ce  temps  et  des  plus  versés  aux 
mathématiques  et  entre  autres  aux  coniques,  dont  les  écrits 
sur  cette  matière,  quoique  en  petit  nombre,  en  ont  donné 
un  ample  témoignage  à  ceux  qui  auront  voulu  en  recevoir 
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l'intelligence.  Je  veux  bien  avouer  que  je  dois  le  peu  que 
j'ai  trouvé  sur  cette  matière  à  ses  écrits  et  que  j'ai  tâché 
d'imiter,  autant  qu'il  m'a  été  possible,  sa  méthode  sur  ce 
sujet  qu'il  a  traité  sans  se  servir  du  triangle  par  l'axe,  en 
traitant  généralement  de  toutes  les  sections  du  cône  il). 
La  propriété  merveilleuse  dont  il  est  question  est  telle  : 
si  dans  le  plan  MSQ  (fig.  14),  il  y  a  une  section  de  cône 
PQV,  dans  le  bord  de  laquelle,  ayant  pris  les  quatre  points 


Fig.  il. 


K,  X,  0,  V  soient  menées  les  droites  KX,  KO.  UN,  VO, 
de  sorte  que  par  un  même  des  quatre  points  ne  passent 
que  deux  droites  et  qu'une  autre  droite  coupe  tout  le  bord 
de  la  section  aux  points  R,  X;  que  les  droites  KN,  KO, 
VN,  VO  aux  points  U,  Y,  Z.  o.  je  dis  que  le  rectangle  des 
droites  ZR,  ZK  est  au  rectangle  des  droites  YR,  YX  ainsi 
que  le  rectangle  de  Zo,  ZU  est  au  rectangle  Y8,  YY.  » 

Note  7.  —  On  peut  énoncer  ainsi  le  théorème  :  soit  KOVN 
un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique,  si  une  transver- 
sale quelconque  rencontre  les  quatre  côtés  et  la  courbe  en 
six  poi  I  "  :  Z,  Y;  R.  Y  :  on  a  la  relation  : 

ZR.ZX  Zâ.ZU 


YR.YX 


Y8.YTJ 


l  Si  on  appelle  axe  d'un  cône  quelconque  à  base  circulaire,  la  droite  qui 
joint  le  sommet  au  centre  delà  base,  le  triangle  par  l'axe  est  l'intersection  du 
cône  par  le  plan  passant  par  cel  axe  et  perpendiculaire  à  la  base.  Apollonius 
n'employait  comme  plans  sécants  que  les  plans  perpendiculaires  au  triangle  par 
l'axe 


—  235  — 

Les  deux  côtés  KO,  VN  se  rencontrent  en  G;  considérons 
le  triangle  GZY  dont  chaque  côté  rencontre  la  conique  en 
deux  points,  appliquant  aux  segments  déterminés  sur  chaque 
côté  du  triangle  la  relation  démontrée  (note  5)  connue 
aujourd'hui  sous  le  nom  do  théorème  de  Carnot,  nous  avons: 
ZR.ZX         YO.YK  GX.GV 

YR.YX    '     GO.GK    '     ZN.ZV    "  '  ' 
ZR.ZX  GO.GK  ZX.ZV 

YR.YX    ~    YO.YK    "     GX.GV  *  {) 

Le  triangle  GZY  est  rencontré  par  les  deux,  transversales 
VM,  KS,  donc  : 

oZ        OY        VG  Zo  YZ.OG 

1  ou    ^T  =     vn.  nv  (2) 


5Y   "    OG    "    VZ  ïo    "       YG.OY 

ZU       KY        XG    _  ZU         GK      _NZ_ 

YU  '  GK  '  XZ  ''  l  °U  TÏÏ"  ""  ~KY~  '  XG  (  j 
multipliant  (2)  par  (3) 

Zo        ZU  GO.GK       ZX.ZV 

Yo    '    YU    —   YO.YK   '    GX . GV  (  ) 

comparant  (1)  et  (4)  les  seconds  membres  étant  identiques, 

.   ,  ZR.ZX  Zo.ZV  .    . 

on  conclut  :  —^  =  __  c.  q.  f.  d. 

Cette  relation  a  et*'1  appelée  par  !  dation  d'invo- 

iuiion.  Six  points  o,  U;  Z,  Y;  R,  X,  étant  donnés,  le  rapport 

anharmonique    de    quatre   d'entre  eux   pris    dans   les    trois 

groupes  égale  le  rapport  anharmonique  des  quatre  autres; 

ainsi  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  Z,  Y,  R,U 

égaie  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  Y,  Z.  X.  .. 

,     .  ,   ,.  ZR.YU 

c  est-a-dire  :  

ZU.YR 

que  l'on  peut  écrire  : 

ZR.ZX 

YR.YX  "      YS.YU 

relation  précédente. 

Ce  théorème  de  Desargues  est  aussi  fécond  que  l'hexa- 

gramme  mystique  de  Pascal.  Nous  en  indiquerons  plus  loin 

quelques  conséquences  importantes. 

§8.  —  «  Nousdémontrerons  que  si  dans  le  plan  de  l'hyperbole 


YX 

.Zo 

Yo 

zx 

Zo. 

ZU 
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ou  de  l'ellipse  ou  du  cercle  AGTE  (fig.  12),  dont  le  centre  est 
G,  on  mène  la  droite  AB  touchante  au  point  A  la  section,  et 
qu'ayant  mené  le  diamètre  AT,  on  prenne  la  droite  AB  dont 
le  carré  soit  égal  au  rectangle  de  la  figure,  et  qu'on  mène 
CB,  alors  quelque  droite  qu'on  mène  comme  DE   parallèle 


Fig.  li. 

à  la  droite  AB  coupante  la  section  en  E  et  G,  et  les  droites 
AC,  CB  aux  points  D,  F,  si  la  section  AGE  est  une  ellipse 
ou  un  cercle,  la  somme  des  carrés  des  droites  DE,  DF  sera 
égale  au  carré  de  la  droite  AB,  et  dans  l'hyperbole  la 
différence  des  mêmes  carrés  des  droites  DE,  DF  sera  égale 
au  carré  de  la  droite  AB.  » 

Note  8.  —  Nous  avons  dû  interpréter  les  mots  de  Pascal, 
rectangle  de  la  figure  par  le  carré  du  demi-diamètre  conjugué 
parallèle  à  la  tangente  AB.  Soit  CK  le  demi-diamètre  con- 
jugué de  CA  parallèle  à  la  tangente  AB.  Appelons  CA  =  a 
CK  =  b;  AB2  =  62. 


or 


D'après 

la 

note  o,  on 

a  : 

DE2 

CK2 

P           CA2 

62 

AD.D1 

«2  ' 

>nc 

DE2  = 

—   AD(2Q 

a2 

— 

AD); 

DF 

CD 

a  - 

-AD 

AB 


CA 
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d'où  DF2  =  — -  (a  —  AD)*; 

par  suite  DE2  4-  DF2  =  —l  AD(2a  —  AD)  +  -Ç-  (a  —  AD)2 

1  '  a2  « 

/)2  h2  62  6* 

—  2  JL_  AD  _  _  AD2  +  62  —  2  —  AD  -| AD2 , 

a  as  a  a2 

donc  DE2  -f  DF-  =  62  c.  q.  £  d. 

Si  la  conique  était  une  hyperbole,  la  même  démonstration 
prouverait  que  DF2  —  DE2  =  62. 

§  9.  —  «  Nous  déduirons  aussi  quelques  problèmes,  par 
exemple  :  D'un  point  donné  mener  une  droite  touchante  une  sec- 
tion de  cône  donnée. 

»  Trouver  deux  diamètres  conjugués  en  angle  donné. 

»  Trouver  deux  diamètres  en  angle  donné  et  en  raison  donnée. 

»  Nous  avons  plusieurs  autres  problèmes  et  théorèmes  et 
plusieurs  conséquences  des  précédents.  Mais  la  défiance  que 
j'ai  de  mon  peu  d'expérience  et  de  capacité,  ne  me  permet 
pas  d'en  avancer  davantage  avant  qu'il  ait  passé  à  l'examen 
des  habiles  qui  voudront  nous  obliger  d'en  prendre  la  peine  ; 
après  quoi,  si  l'on  juge  que  la  chose  mérite  d'être  conti- 
nuée, nous  essayerons  de  la  pousser  jusqu'où  Dieu  nous 
donnera  la  force  de  la  conduire.  » 

Note  9.  — Nous  abrégerons  dans  cette  dernière  note  les  dé- 
veloppements nombreux  qu'exigerait  ce  paragraphe.  Il  nous 
suffira  d'indiquer  comment  Pascal  pouvait  résoudre  le  pro- 
blème de  mener  par  un  point  extérieur  une  tangente  à  une 
conique  déterminée  par  cinq  points.  D'après  le  troisième 
manuscrit  que  Leibnitz  avait  sous  les  yeux  et  dont  il  nous 
a  conservé  le  titre,  nous  sommes  porté  à  croire  que  Pascal 
employait  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  :  la  théorie 
des  pôles  et  polaires. 

1.  Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  menons 
des  sécantes  et  cherchons  le  lieu  géométrique  des  conjugués 
harmoniques  du  point  donné  par  rapport  aux  points  d'inter- 
section de  la  conique  et  de  la  sécante. 

Soient  PBA,  PDG  (fig.  13)  deux  sécantes  quelconques, 
F,  E  les  conjugués  harmoniques  de  P  par  rapport  à  A  et  B; 
C  et  D.  Menons  les  droites  AD,  BC,  elles  se  coupent  sur  FE; 
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soit  M  le  point  de  concours  de  BC  et  de  FE;M  le  point  de 
concours  de  AD  et  FE. 

Le  triangle   AFE    rencontré   par   les    deux   transversales 
AD,  BC,  donne  : 

FM         ED         AP  FM' 


EM    '    PD    " 
Mais  à  cause  de 


AF 

ED 

PD" 


CE 
"CD" 


ME 
AP 

~ÂT 


CE 
CD" 
BP 
"W 


résultant    des 
FM         FM' 


EM 


EM" 


divisions  harmoniques  de   AB  et  AD,  on  a 

donc  M  et  M'  coïncident. 

On  verrait  de  même  que  AC  et  BD  se  coupent  sur  EF. 
Les  tangentes  en  A  et  B  à  la  conique  se  rencontrent  sur 

la  même  droite  FE.  Con- 
sidérons l'hexagone  ins- 
crit AADBBCA  dont  deux 
côtés  en  A,  B  sont  infi- 
niment petits,  et  ont 
pour  directions  les  tan- 
gentes en  A  et  B:  les 
côtés  opposés  AA,  BB: 
AD  et  BC;  BD  et  AC  se 
rencontrent  en  trois 
points  en  ligne  droite  ; 
donc  lepoint  de  concours 
H  des  deux  tangentes  en 
A  et  B  est  sur  EF:  il 
en  m  ra  de  même  des 
des  en  C  et  D. 
Or  la  droite  EF  est 
déterminée  par  le  point 
H  où  concourent  les 
tangentes  en  A  et  B  et 
!<•  point  F,  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport  a 
AB;  donc  le  lieu  des  points  F  est  la  droite  HG  que  l'on 
peut  construire  en  menant  par  le  point  P  deux  sécantes 
quelconques,  et  déterminant  soit  les  points  d'intersection 
M    et    X   des  droites    AD,   BC,   A.C,    BC  ;  soient  les  points 


Fig.  43. 
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H,  L,  où  concourent  les  tangentes  en  A,  B;  G,  D  ;  soit  en 
déterminant  les  conjugués  harmoniques  F,  E,  etc.,  du  point 
P  par  rapport  à  toutes  les  sécantes  de  la  conique  issues  de  P. 

Un  verrait  de  même  que  si  par  N  on  mène  différentes 
sécantes,  le  lieu  g  ique    des  conjugués   harmoniques 

de  N  par  rapport  aux.  points  d'intersection  de  la  conique  et 
des  sécantes  est  la  droite  PK. 

Incidemment,  nous  pouvons  remarquer  le  théorème  énoncé 
par  Pascal  dans  le  n°  3  de  ses  manuscrits;  si  un  quadrila- 
tère HILK  est  circonscrit  à  une  conique,  les  diagonales  de 
ce  quadrilatère  se  rencontrent  au  point  M,  où  concourent 
les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés 
opposés. 

2.  Si  par  le  point  P  on  mène  deux  tangentes  à  la  conique, 
les  points  de  contact  ne  sont  autre  chose  que  les  points  R,S. 
où  la  droite  EF  rencontre  la  conique.  En  effet,  faisons 
tourner  la  sécante  PB  autour  du  point  P,  les  tangentes 
aux  points  d'intersection  A  et  B  se  coupent  toujours  sur 
EF;  donc,  lorsque  le  point  A  se  confondra  avec  S,  le  point  B 
devra  aussi  se  confondre  avec  S  et  la  sécante  deviendra 
tangente  en  S  ;  de  même  R  sera  le  point  de  contact  d'une 
seconde  tangente. 

Le  problème  de  mener  par  P  des  tangentes  à  la  conique 
revient  donc  à  déterminer,  comme  nous  avons  appris  à  le 
faire,  la  droite  EF  et  à  trouver  les  points  où  elle  rencontre 
la  conique. 

Si  nous  considérons  les  deux  tangentes  en  A  et  B,  on 
peut  les  regarder  comme  les  directions  de  deux  côtés  infi- 
niment petits  d'un  quadrilatère  AABB;  AB  représente  deux 
autres  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  la 
conique;  la  transversale  HM  rencontre  la  courbe  en  S  et  R. 
les  côtés  opposés  en  H,  H;  F,  F;  on  a  donc  d'api 
théorème  de  Désargues 

hr.hr'      fr.fr        hr       fr 


ou 


HS.HS  FS.FS 

e  (pie  les  points  cherchés  lî,  S  divisent  harmoni- 

quement  la  droite  FH;  on  verrait  de  la  même  manière  que 

que  ces  points  R,  S  divisent  harmoniquement  la  droite  EL. 
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Soit  0  le  milieu  de  RS,  on  doit  avoir  OS*  =  OH.OF,  OR2 
=  OE.OL  ;  la  question  revient  à  trouver  sur  RS  un  point  0 
d'égale  puissance  par  rapport  aux  extrémités  des  segments 
HF,  EL,  problème  que  l'on  résout  aisément,  comme  on  le 
sait,  en  menant  par  H,  F  et  E,  L  deux  circonférences  qui 
se  coupent;  leur  corde  commune  rencontre  EF  au  point 
cherché  0. 

3.  Nous  n'insisterons  pas  sur  la  marche  à  suivre  pour  déter- 
miner l'intersection  d'une  conique  donnée  par  cinq  points 
avec  une  droite  quelconque  ;  elle  est  comprise  implicite- 
ment dans  ce  qui  précède.  Nous  croyons  avoir  donné  assez 
de  développement  aux  importants  théorèmes  énoncés  par 
Pascal,  son  hexagramme  mystique,  les  théorèmes  de  Carnot, 
celui  de  Désargues  et  le  théorème  relatif  aux  rapports  exhar- 
moniques, pour  justifier  cette  opinion  de  Leibnitz  que  Pascal 
était  en  possession  d'une  théorie  géométrique  complète 
des  coniques  ;  et  celle  de  M.  Chasles,  qu'il  est  avec  Désargues 
au  premier    rang   des  fondateurs  de  la  géométrie  moderne. 


AVIS 


Nous  n'avons  pas  reçu  de  solution  des  questions  132.  ISti.  19U.  102.  212.  213. 
221.  226,  233.  236,  237. 

Nous  prions  nos  lecteurs  de  vouloir  bien  nous  l'aire  parvenir  les  questions 
d'examen  du  baccalauréat  données  dans  les  diverses  facultés,  en  novembre  et 
avril,  et  les  questions  de  concours  académiques,  aussitôt  qu'ils  les  connaîtront. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KOEHLER. 


l'RIMEHIE   CENTRALE   HES    CHBMIH8   DE   FER.    —   A.    CUAIX   KT    C* 
ROE    BERGÈRE,    20,    A    PARIS.    —    10022-0. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA  PARABOLE 

ET    DE     LEURS    PROPRIÉTÉS 

Par  M.  Laiinoy,  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Gr.ind. 

(Suite,  voir  p.  145  etsuiv.) 


IV 


l'.VIîAIJOLE 


XXXVII.  Définition.  —  La  parabole  est  une  courbe  plane 
telle  que  chacun  de  ses  points  est  également  distant  d'une  droite 
fixe  nommée  directrice  et  d'un  point  /Le  nommé  foyer. 

Celle  définition  montre  assez  que  l'élude  de  la  parabole 
est  intimement  liée  à  celle  que  l'on  vient  de  faire  de  l'ellipse 
el  de  l'hyperbole,  cl  qu'elle  doit  se  faire  de  la  même  manière. 
Pour  cela,  il  faut  se  reporter  à  l'équation  fondamentale  qui 
a  donné  les  propriétés  générales  de  l'ellipse  el  de  l'hyper- 
bole, savoir 

au-  —  n2)x2  —  2dm*x  -j-  m^h*  -f-  d-)  =  o. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on 

a,    par  définition, =   i   ou 

n 

m  =  n;  alors  le  coefficient  de  ce2 

s'annule  cl  l'une  des  racines  de 

celle  équation  devient  infinie; 

l'autre  est  donnée  par  la  relation 

A2  -f  da 


x  = 


2d 


I 


Soient  (fig.  16),  F  le  foyer,  D 
la  directrice  d'une  parabole,  FI) 
perpendiculaire  à  la  directrice; 
d'après  ce  qui  précède,  toute  pa- 
rallèle à  FD  possède  un  point 
de  la  courbe  à   une  distance  infinie  et  uu  second  point  M 
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Fig.  16. 
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déterminé  par  la  relation  (1);  on  peut  donc  dire  encore  que 
toute  parallèle  à  FD  contient  deux  points  de  la  courbe  et  en 
conclure  que  la  parabole  est  une  courbe  du  second  degré. 

XXXVIII.  —  La  parabole  est  une  courbe  à  branches  infinies 
possédant  un  axe  de  symétrie. 

La  relation  (1)  est  indépendante  du  signe  de  h  ;  si  donc  on 
mène  de  part  et  d'autre  de  FD  deux  parallèles  à  cette  droite 
à  la  distance  h,  les  deux  points  M  et  M'  de  la  courbe  situés 
sur  ces  parallèles  seront  également  distants  et  de  la  droite  FI) 
et  de  la  directrice  D;  ces  deux  points  seront  donc  symétri- 
ques par  rapport  à  FD. 

Remarque.  —  Pour  h  =  o,  la  relation  (1)  donne 

d 

2 

le  point  correspondant  S  est  donc  à  égale  distance  du  foyer 
et  de  la  directrice,  ce  qui  était  évident;  c'est  le  sommet  de 
la  parabole. 

À  toute  valeur  de  h  correspond  pour  x  une  valeur  réelle  ; 
donc  toute  parallèle  à  FD  contient  un  point  de  la  courbe, 
défini  par  l'équation  (h:  de  plus,  x  augmente  avec  //,  c'est- 
à-dire  que  les  points  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  plus 
en  plus  grandes  de  h,  s'éloignent  de  plus  en  plus  de  la  di- 
rectrice et  donnent  naissance  des  deux  côtés  de  Taxe  à  deux 
branches  infinies  symétriques. 

XXXIX.  Théorème.  —  La  parabole  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  un  des  foyers  et 
la  directrice  correspondante  restent  fixes  tandis  que  l'autre  foyer 
s'éloigne  indéfiniment  du  premier. 

Ou  a  vu  que  la  position  du  centre,  du  second  foyer  et  de 

la  seconde  directrice  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  dépeu- 

.-    +  •''              dm* 
dait  de  la  relation  =  — : — , 

2  m-  —  n- 

x  cl  x  étant  les  racines  de  l'équation  que  l'on  sail  ;  si  l'on 
suppose  que  le  rapport  —  varie  de  manière  a  devenir  égal 
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oc  -\~  x" 
à  i,  celle  somme  — ■ —  à  la  limite  devient  infinie,  c'esl- 

à-dire  que  le  centre  est  rejeté  à  l'infini,  de  même  que  le 
second  foyer  et  la  seconde  directrice;  la  courbe  est  devenue 
une  parabole. 

Remarque  I.  —  Dans  l'hypothèse  précédente,  une  seule 
longueur  est  restée  fixe;  c'est  la  distance  d;  elle  porte  le 
nom  de  paramétre;  c'est  évidemment  la  longueur  qui  définit 
une  parabole;  on  la  désigne  par  p. 

Remarque  II.  —  Dans  l'ellipse  et  dan^  l'hyperbole,  cette 

//- 
dislance  d  a  pour  expression   —,  en  fonction  des  axes;  or. 

dans  la  transformation  en'  parabole  d'une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole,  les  longueurs  a,  b,  c  sont  devenues  très  grandes- 

seule  la  quantité — ,  ou,  puisque —   =  i   à  la  limite,    la 

quantité  -      reste  fixe;  donc,  la  parabole  est  In  limite  d'une 

ellipse  ou  d'une  hyperbole  dont  un  foyer  et  la  directrice  corres- 
pondante restent  fixes  et  la  longueur  des  axes  augmente  indé- 

ftniment,  le  rapport—  ayant  une  limite  finie. 

XL.  Théorème.  —  Le  carré  d'une  corde  perpendiculaire  à 
l'axe  est  proportionnel  à  la  distance  de  cette  corde  au  sommet. 

Soil  /'','.  16  MM'  une  telle  corde,  ih  sa  longueur;  on  a,  en 
vertu  de  la  relation  (1)  dans  laquelle  on  a  remplacé  d  par  p 

li-  ==  ipx  —  /)'-  =  ip  |  x  — — 

or,  d'après  la  figure, 

SQ  =  x '-, 

doi.c  MM'a  =  8p  x  SQ 

Remarque.  — Si  l'on  définit  un  pôin!  d'une  parabole  par  sa 
distance  MQ  =  ya  l'axe,  ou  ordonnée,  e\  par  sa  distance  SQ=sc 

à  la  tangente  au  sommet,  ou  abscisse,  on  mil  que  choir  m-  point 
satisfait  à  la  relation  //'-  =  zpx 

qui  est  ['équation  de  la  parabole. 
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XLI.  Théorème.  —  Réciproquement,  le  lieu  des  points  tels 
que  le  carré  de  leur  distance  à  une  droite  fixe  est  proportionnel 
à  leur  distance  à  une  autre  droite  perpendiculaire  à  la  première, 
est  une  parabole. 

Soient  (ftg.  47)  Sx  et  Sy  les  deux  droites  rectangulaires,  M 
un  point  du  lieu,  c'est-à-dire,  tel  que  k  étant  une  constante, 
on  ait  MQ2  =  2ASQ 


Firj.   17. 


Si  l'on  prend  QN  =  /.-  et  si  au  point  M  011  élève  la  perpen- 
diculaire MT  à  MN,  le  triangle  rectangle  TMN  donne 
~M  g2  =  TQ  x  QN  =  TQ  x  k 
Des  deux  relations  précédentes,  on  conclut  évidemment 
TQ  =  2SQ 
ou  que  le  point  S  est  le  milieu  de  TQ. 
Cela  étant,  soient  les  points  ¥  et  1),  de  part  et  d'autre  du 

point  S,  et  tels  que      SF  =  SD  =  — 

2 

il  es!   facile  d  [ue  le  point  F  est  le  milieu  de  TN  et 

pur  suite  ([ne  MF  =  FT  ;  de  plus,  la  ligure  montre  qui' 

TF  =  TS  +  —  =  DS  +  SQ  =  DQ  =  MP 
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d'où  résulte  évidemment  l'égalité 

MF  =  MP 
qui  constitue  la  définition  môme  de  la  parabole,  le  point  F 
étant  fixe  de  même  que  la  droite  DP,  parallèle  à  Sy. 

XLII.  Théorème.  —  Le  lieu  des  milieux  des  cordes  paral- 
lèles à  une  direction  donnée  est  une  parallèle  à  l'axe. 

Soient  (fig.  18)  M  et  M'  deux  points  tels  que  la  corde  MM' 
fasse  avec  l'axe  un  angle  donné  0;  MQ  et  MQ'  deux  perpen- 
diculaires à  l'axe;  on  a  (XL,  Remarque), 
MIT2  =  2/)  X  SQ' 
M~0/  =  2»  X  SQ 
et,  en  faisant  la  soustraction,  membre  à  membre, 
WÇ*  -MQ2  =  2/>(SQ'  —  SQ) 
Soit  MN,  parallèle  à  l'axe  ;  la  figure  montre  que 

M'N  MQ  —  MQ 

tg  M  MN  ou  tg  6  =  -^  =    SQ.  _  SQ 

or,  la  relation  précédente  peut  s'écrire 
MQ'  —  MQ  ip 


SQ'  —  SQ 


donc,  on  a  l'égalité 


[çr  o   = 


MQ'  +  MQ 
M  QMQ'  + 


qui  prouve  que  la  somme  MQ'  +  MQ  ou 

constante  pour  un  angle  donné 
0;  or  cette  distance  est  précisé- 
ment celle  du  milieu  I  de  la 
corde  MM'  à  l'axe,  donc  ce  point 
décrit  une  parallèle  à  l'axe  lors- 
que la  corde  MM'  varie  en  con- 
servant sa  direction. 

Remarque  I.  —  On  appelle  en 
général  diamètre  d'une  combe 
le  lieu  des  milieux  des  cordes  pa- 
rallèles à  une  direction  donnée; 
dans  la  parabole,  les  diamètres 
sont  des  droites  parallèles  à 
l'axe. 


M'Q'  H-  MQ 


est 


Fig.  18. 
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Remarque  IL  —  La  corde  MM'  prenant  toutes  les  positions 
que  l'on  vient  de  définir,  il  arrivera  que  les  points  M  et  M' 
se  confondront;  la  droite  MM'  sera  alors  tangente  à  la  para- 
bole et  le  milieu  de  MM  sera  le  point  de  contact.  Donc,  si 
par  un  point  d'une  parabole  on  mène  une  parallèle  à  l'axe,  les 
cordes  parallèles  à  la  tangente  en  ce  point  seront  partagées  en 
deux  parties  égales  par  cette  parallèle.  (A  suivre.) 


FORMULES  TRIGOXOMETRIQUES 

RELATIVES    AUX    ELEMENTS   D'UN   TRIANGLE   RECTILIGXE 

.  voir  p.  201  et  -ui\. 


II 
RELATION'-    ENTRE   LES   ÉLÉMENTS  D'UN   TRIANGLE  QUELCONQUE 

9.  Dans  an  triangle  quelconque  on  a 

a2  —  b2 
sin  C    "  "   sin  (A  —  Bi  ' 
En  effet,  on  a 

c  a  b  a  cos  B  —  b  cos  A 


sin  C  sin  A  -in  B  sin  (A  —  B) 

d'autre  part,  on  a     c  =  a  cos  B  -j-  °  cos  A- 

Multipliant  le  premier  rapport  par  c  el  le  dernier  par  le 
second  membre,  il  vient 

c2  a2  cos2  B  —  b-  cos  o2  —  62 

sin  C  sin  (A  —  B)  sin  (A  —  B) 

en  remplaçant  les  cosinus  par  leur  valeur  en  fonction  du 
sinus  et  remarquant  que  l'on  a 

a  >in  B  =  b  sin  A. 

10.  Dans  un  triangle  quelconque  on  a 

4abc  sin  - — sin =  [a  —  b)(a  -f-b-f-  c)  a  -  '-  b — c). 

En  effet,  le  premier  membre  peut  s'écrira 

2abc(cos  B  —  eus  A)  =:  b  .   2ac  cos  B  —  a   .    ibe  c  te  A. 


de  même  b  —  r 
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— 

cos 

B 

2 

cos 

G 

2 

COS  - 

A 

2 

G 

cos  


A  B 

cos  cos  

2  2 


Or,  le  second  membre  est  égal  à 

6(a2  +  c2  —  b-)  —  a(b-  +V  —  a2)  =  (b  +  a)(a2  —  è2) 
—  c2(a  —  6)  =  (a  —  b)(b  +  a  +  c)(6  +  a  —c). 

11.  St  A  —  2B,  o/i  en  déduit 

a2  =  b(b  +  c). 

En  effet,  l'hypothèse  nous  donne 

sin  G  =  sin  3B. 

Or,  la  seconde  égalité  peut  s'écrire 

a  b  -f-  c  b  c 

b  a  a  h 

.  .                      sin  A          sin  B  sin  G 

ou  bien  — : — —  =  — : 1- 


sin  B  sin  A  sin  A 

cette  égalité  devient 

sin  2B  sin  B  -j-  sin  3B 

sin  B  sin  2B 

ou  bien,  après  réduction, 

sin  2B  =  2  sin  B  cos  B 
formule  connue. 

1-2.  On  a  les  égalités  : 

B  .       G 

p  =  ra  cotg  — ;      p  =  n,   col  g  — :      p  =  rc   cotg  — . 

On  en  tire 

A  B  G 

p3  =  ra  n  r,  cotg  —  <-oi  g  — ■  cotg  —  = 


ra  ri,  rc 


(          A.     ,  B     .  C\ 

(  cotg \-  cotg  — — |-  cotg  — -) 


eu  vertu  d'une  relation  connue  entre  les  angles  d'un  triangle. 
On  a  aussi  : 

B    .  V 

B    ,        C  . 

'••='•"   ig —4-  tg  —  =/■" 


in  ( ] -j 


2  3   2  /  U  Ai. 

rus COS COS— COS — ■ 
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On  en  tire 

abc 

i 

—  '  a  i  b  I  c  '                ,                    , ,                , , 
ABu 

COS  COS  COS 

2                  2                2 

Donc 

p3 

-V                   B                   G 
cots; —  +  cotîï —  +  coti?  — 

2                               2                               2 

abc 

A           B           c; 
sec  —  sec  —  sec  — 

2                    2                    2 

ABC 

cos2 COS2 COS2 

2                   2                  2 

.      A     .      B     .      G 

sin  —  sin  —  sin  — 

2  2  2 

13.  Des  formules  qui  donnent  la  surface,  on  déduit  faci- 

lenient    sinA=-^— ;    sinB  = ;  sinC^-1^-- 

bc  ca  ab 

on  en  tire  par  addition  ou  soustraction  : 

aS   /  i      .      i  \         .     .    .     .    _  C  A  —  B 

—  -\ —    ==  sin  A  -+-  sin  B  =  2C0S  — -  cos 

c     \  a  b  J  2  2 

aS   /  i  i  \  .     A-B     .       G 

— — =  sin  A  —  sm  B  =  2Sin sin  

c     \  b  a  /  2  2 

n  multipliant  membre  à  membre  il  vient  : 

(-t -)  =  sin  (A  —  B)  sin  G 


c2     \  b  a 

2S 
Mais  puisque  sin  G  =  — — ,    il  vient  : 

bc 

2S  (o2  -  62) 

■ =  sin  (A  —  B). 

abc2 

14.  Dans  un  triangle  on  a 

S3  =  — —  a-b^c2  (sin2  A  sin  2B  -j-  sin2  B  sin  2A) 
16 

Va\  effet,  si  je  remplace  sin  2B  et  sin  2A  par   leur  valeur, 

on  trouve 

S8  =  — — -  r/2626-2  sin  A  sin  B  (sin  A  cos  B  -\-  sin  B  cos  A) 

o 

ou    S,  =  — —  a2b2c*  sin  A  sin  B  sin  G. 
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Or,  on  a     2S  —  ab  sin  G  =  bc  sin  A  =  ca  sin  B 
en  multipliant,  on  trouve 

8S3  =  aWc"1  sin  A  sin  B  sin  G  : 
c'est  la  formule  à  établir. 

lo.  Si  dans  un  triangle  on  a  les  deux  relations 

a3  4-  b3  —  c3  .     .     .     n  3 

=  C2,         sin  A  sin  u  = 


a  4-  b  —  c  4 

le  triangle  est  équilatéral. 
En  effet,  la  première  relation  donne,  après  simplification 
a3  -f  68  =  (a  +  b)  c2; 
ou  bien,  en  divitant  par  (a  -f-  &)>  fIL1i  n'est  pas  nul, 
a2  -f  6*  —  aô  =  c2. 

Donc  déjà  cos  G  =  —  et  G  =  6o°; 

par  suite,  A  -f-  B  =  1200. 

La  seconde  relation  donne 

cos  (A  —  B)  —  cos  (A  +  B)  =  —  ; 

comme  cos  (A  4-  B)  = , 

2 

on  a  cos  (A  —  B)  =  1, 

ou  A  —  B  =  0. 

Donc  A  =  B  =  60. 

(A  suivre.) 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 


GONGOURS  DE  1880 

Composition  de  mathématiques    trois  heures  . 

Première  Question.  —  Calcul  logarithmique.  —  Calculer  la 
valeur  de  \  donnée  par  la  formule 

x  =  R}  sin*  y.  sin'  p  —  cos'  y.  cos-  (3  , 
dans  laquelle 

R  =  6366'",  73,    x  =  67°42'28",    p  =  48°53'i7'. 
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On  a  sin2  %  sin2  £  —  cos2  x  cos2  p  =  (sin  a  sin  (î  -J-  cos  a 
cos  ;-)(sin  a  sin  &  —  cos  a  cos  r-  )  =  —  cos  (a  —  S)  cos  (a  -f-  fi) 
=  cos  (a  —  fi)  cos  (i8o°  —  a  —  (j). 

Donc     log    x  =   log  R  -j log  cos  (a  —  fi) 

-j — —  log  cos  (i8o°  —  a  —  fi). 

x  —  p  =  1 8°  49'  1 1  ' 
1800—  a—  p  =  63°  24'  i5" 
log  6366,73  =  3,8039164  4 

—  log  cos  18°  49'  1 1"  =  7,9880690  9 

2  ;        ri 

—  log  cos  63°  24'  i5"  =  ",8254906  7 

log  x  =  3,6174762 
ce  =  4144,539 

2e  Question.  —  On  donne  un  cône  à  base  circulaire  dont  h 
est  la  hauteur  et  R  le  rayon  de  base,  et  ion  demande  de  dèter- 
mîner  la  quantité  x  dont  il  faut  diminuer  la  hauteur  et  augmenter 

le  rayon  pour  que  le  cône,  ayant  h  —  x  pour  hauteur  et  R  -f-  x 
pour  rayon  de  base,  soil  équivalent  au  cône  donné.  —  Le  problème 
est-il  toujours  possible? 

L'équation  du  problème  est 

-4-  r*Bh  =  4-  *  (R  4-  ce)2  (4  —  ce), 
j  3 

ou  bien,  en   développant,  supprimanl   le    facteur   commun 

—7-  -R2,  et  divisant  par  ce,  ce  qui  revient  à  écarter  la  solution 

x  =  o  :        ./-  —  ce  (h  —  2R)  +  Rs  —  2R/1  =  o. 
Les  valeurs  de  ce  sont  données  par  la  formule 
h  —  2R  ±  V  /12  -h  4/;R 
2 
On  voit  qu'elles  sont  toujours  réelles;  mais,  d'après  l'é- 
noncé, on  doil  rejeter  les  valeurs  négatives. 

Le  produit  des  racines  est   R(R  —  ih),  leur   somme  esl 

h  —  2U.  Si  l'on  a  h  <  — -,  le  produit  est  positif,  la  somme 

itive;  doue  les  deux  racines  sont  négatives  et  inadniis- 
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sibles  ;  il  faudrait  diminuer  le  raj  on  et  augmenter  la  hauteur, 
ce  qui  est  contraire  ù  l'énoncé. 

Lorsque  h  est  plus  grand  que  — ,  le  produit  est  négatif, 

la  somme  négative  ou  positive,  suivant  que  l'on  a  h  <  2R  ou 
h  >  2R.  Il  y  a  donc  toujours  dans  ce  cas  une  racine  admis- 
sible, et  il  n'y  en  a  jamais  plus  d'une. 

3e  Question.  — Inscrire  dans  un  secteur  circulaire  donné  AOB, 
dont  l'angle  au  centre  0  vaut  4b0,  le  rectangle  dont  la  diagonale 
est  minimum,  un  coté  du  rectangle  étant  placé  sur  le  rayon  OA. 
On  donnera  la  valeur  de  la  diagonale  et  celle  du  rapport  des  deu  t 
côtés  du  rectangle. 

Soit  CDEF  le  rectangle  inscrit;  prenons  pour  inconnue 
l'angle  AOE  =  x.  On  a  DE  =  R  sin  x,  CD  =  R  cos  x  —  OC, 
et  comme  OC  =  GF  =  DE,  CD  =  R  (cos  x  —  sin  x). 

En  appelant  d  la  diagonale,  on  aura 

R2  sin2  x  -f  R2  (cosir—  sin  xf  =  d2 

d- 
ou  bien  1  -j-  sm2  x  —  2  sin  x  cos  x  = 


Cette  équation  devient,  en  remplaçant  sin2  x  par 

2,l- 


R2 

I  —  COS  2X 


2  sin  2."/'  -f-  cos  203 


R- 


1  3R2  -  -  -dL 

OU  SIU  2X  -\ COS   2X    =  - 


2R* 

D'après  la  méthode  bien    connue,   il  suffît  de    poser  — 
=  tg  tp  (d'oïl  cos  o  =  — ■==.)  pour  obtenir  l'équation  simple 

3R-  —  id-  3R2  —  2'/- 

sin  (2x4-  9)  = cos  o  = — — . 

2RS  R--v5 

Le  second  membre  doit  être  compris  entre —  1  et  -f-  1,  ce 

qui  donne  les  inégalités  3R2  —  id:     ;  R1  v  ?  el   2d*  —  3R1 

R»  Jl. 

La   première  donne  le   minimum  demandé:  d-  doil   être 

1              1           I!"(3  _ \~b)     1,        •♦  •  1 

plus  grand  que  ! .  On  voit  sans  peine  que  le  mini- 
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mum  de  la  diagonale  est  égal  au  plus  grand  segment  du 
rayon  divisé  en  moyenne  et  exlrème raison;  car  ce  segment 

,          K(~5-  i)                                 R»(6  — 2^5) 
a  pour  valeur —  et  son  carre  est ■ — -  ou 


R*(3 


4 


5) 


Calculons  les  côtés   du  rectangle  et  leur  rapport.    On   a, 
pour  le  minimum  de  d2,  sin  (2X  -\-  <p)  =  i.  Donc 

s/5 

2X  =  900  —  <p,     sin  2X=.  cos  o  =  — — , 


cos  2X  =  sin  c?  = 


v/5 


sin  ce  = 


cos  X  = 


V  5  —  i 


D  —   I 


2  v   5 


R2(V3—   i) 


2  v/  5 


Le  carré  du  côté  DE  est  DE2  =  R2  sin2  x 
_  R»(5—  2  fî) 

10 

De  même  CD5  =  R2  (cos  x  —  sin  x)-  =  R2(i  —  sin  2x) 

~~  5 

Enfin  WË.  =    i0  —  4s~  =  ( 5  ~  M ' °  +  -K~ 
DÛ2  5  —  ST  ^o 

3  +  y'r  _  6  +  2S/T 

2  4 

DE  J4-  i 


et 


DU 


9S3  — 


GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 


On  donne:  4°  un  plan  PaP'  dont  les  traces  font  avec  la  ligne 
de  terre  des  angles  P aY  =  45°;  P'aY  =  36°;  et  2°  un  point 
S  situé  dans  ce  plan  à  42  millimètres  en  avant  du  plan  vertical 
de  projection,  et  à  54  millimètres  au-dessus  du  plan  horizontal; 

On  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  d'une  pyramide  triangulaire 
SABG,  ayant  pour  sommet  le  point  S  et  s' appuyant  sur  le  plan 
horizontal  par  sa  base  ABC  (le  point  A  étant  le  plus  éloigné  de 
la  ligne  déterre),  au  moyen  des  données  suivantes:  le  plan  de 
la  fae  ASC  est  perpendiculaire  au  plan  PaP',  et  fait  un  angle 
de  j2u  ovee  le  plan  horizontal  :  la  face  ASB  est  située  dans  le 
plan  PaP'  ;  l'angle  plan  ASC  =  75°;  l'angle  plan  ASB  =  66°; 
2°  de  mener  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  pyramide  un 
plan  perpendiculaire  à  la  droite  SG;  qui  joint  ce  centre  de  gra- 
vité au  sommet  S,  et  de  construire  les  projections  de  la  section  faite 
par  ce  plan  dans  le  solide. 

Rappelons  d'abord  que  pour  trouver  le  point  S,  on  prend 
l'intersection  de  l'horizontale  du  plan  ayant  une  cote  de  54 
millimètres  avec  la  ligne  de  front  du  plan  ayant  un  éloigne- 
ment  de  42  millimètres. 

I.  Projection  de  la  pyramide.  — Par  (s, s'),  je  mène  une  per- 
pendiculaire (sr,s'r)  au  plan,  et  je  cherche  sa  trace  hori- 
zontale (r.r');  par  le  même  point  (s,s)  je  mène  une  ligne  de 
front  (sk,s'k')  dont  la  projection  verticale  fasse  avec  la  ligne 
de  terre  l'angle  de  720,  et  de  s  comme  centre,  avec  sk  pour 
rayon  je  décris  une  circonférence  ;  je  mène  par  le  point  r 
mit'  tangente  r\  à  cette  circonférence  ;  c'est  la  trace  de  la 
fnce  ASC  de  la  pyramide.  Cette  trace  rencontre  aP  au  point 
A  ;  SA  est  l'une  des  arêtes  de  la  pyramide.  Pour  avoir  les 
autres  sommets  de  la  hase,  je  rabats  d'abord  le  plan  PaP' 
autour  de  sa  trace  horizontale;  j'ai  ainsi  le  rabattement 
ASt  de  l'arête  SA,  et  je  fais  au  point  St  un  angle  ASXB  =  66°; 


—  -v; 


le  point  B,  où  S,B  rencontre  aP  est  le  second  sommet  de  la 
base  :  de  même,  je  rabats  le  plan  de  la  face  ASC  autour  de 


r\  :  il  m.-  suffit  pour  cela  de  mener  de  s  une  perpendiculaire 
sur  ta   I'  du   point   A  comme  <  •  <  ■  1 1 1 1  e .  ;i\.'<'   AS,  pour 
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rayon,  de  décrire  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  perpendicu- 
laire précédente  en  S2  ;  ensuite,  je  mène  S2C,  faisant  avec 
AS2  un  angle  de  y5°  ;  le  point  C  est  le  troisième  sommet  de 
la  base.  —  J'ai  donc  les  sommets  de  la  pyramide  en  projec- 
tion horizontale.  Les  sommets  A,B,C  se  projettent  verticale- 
ment sur  la  ligne  de  terre  ;  par  suite  je  puis  compléter  les 
projections  de  la  figure. 

II.  Plan  sécant  et  section  plane.  —  Le  centre  de  gravité  (î  de 
la  pyramide  s'obtient  de  la  manière  suivante:  on  prend  le 
point  0  d'intersection  des  médianes  de  la  base  ABC  ;  on  joint 
le  point  S'  au  point  0,  et  on  prend  OG  égal  au  quart  de  OS. 

Le  plan  sécant  passant  par  ce  point  G  sera  déterminé  par 
ses  traces;  sa  trace  horizontale  rencontre  en  c  et  d  la  base 
de  la  pyramide  :  on  a  ainsi  deux  points  de  l'intersection.  Pour 
avoir  d'autres  points  de  l'intersection,  je  prends  l'intersection 
du  plan  Q'pP  avec  le  plan  donné  P'ccP,  qui  contient  la  i'iice 
ASB;  cette  droite  d'intersection  rencontre  SB  au  point  (/",/") 
et  SA  au  point  (e,é)  ;  en  joignant  le  point  (d.d)  au  point  </',/) 
et  le  point  (c,c),  au  point  (e,e),  on  aura  l'intersection  com- 
plète. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SAIXT-CVR 


—  Calculer  en  fonction  des  trois  côtés  d'un  triangle  la  médiane,  la  bissectrice 
et  la  hauteur  issues  du  somme!  A.  ainsi  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

—  Par  le  sommet  d'un  triangle  ABC.  mener  unedroite  A\  telle  que  lé  produit 
des  projection  i  des  côtés  \B  el  \C  sur  cette  droite  soit  égal  à  un  carré  do î. 

—  Calculer  le  rayon  de  la  circonférence  passant  par  deux  points  donnés  et 

ite  à  une  droite  donnée,  en  fonction  des  distances  des  deux  points  à  la 
droiteel  de  L'angle  que  fait  la  droite  qui  joint  les  deux  points  avec  la  droite  donnée, 

—  Construire  sur  les  côtés  d'un  carré  des  rectangles  tels  que,  en  joignant  les 
sommets  voisins,  on  forme  un  octogone  régulier. 

—  On  donne  un  cylindre  el  nue  sphère  de  rayon  K  reposant  sur  le  plan  de 
base  du  cylindre.  Couper  ces  deux  corps  par  un  plan  parallèle  au  premier,  de 
façon  que  les  volumes  compris  entre  les  deux  plans  soient  équivalents. 

—  Inscrire  dans  un  triangle  donné  nue  droite  telle  que  les  deux  parties  «lu 
triangle  aient  même  périmètre  el  même  surface. 

—  Circonscrire  à  une  sphère  un  cône  «le  surface  donnée. 

—  Trouver  le  côté  d'un  triangle  équilatéral,  sachant  que  s'il  augmente  de  n, 
sa  9urface  augmente  de  t>-. 
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Un  triangle  rectangle  isocèle  a  i  mètre  de  côté  de  l'angle  droit.  On  cons- 
truit sur  l'un  des  côtés  un  carré  et  sur  l'autre  un  triangle  équilatéral.  et  on  joint 
les  deux  sommet;  voisins  de  ces  deux  figures.  Calculer  à  o.oi  près  le  rayon  du 
cercle  équivalent  au  polygone  ainsi  formé. 

Trouver  sur  la  distance  des  centres  de  deux  sphères  un  point  d'où  l'on  voie 

sur  les  deux  sphères  deux  zones  équivale 

Étant  donnés  un  demi-cercle  et  un  point  A  sur  le  diamètre  prolongé,  on 

mène  par  le  point  A  une  droite  AB  sous  un  angle  donné;  déterminer  B  sur 
cette  droite  de  façon  que.  si  l'on  mène  la  tangente  BC  à  la  circonférence,  on  ait 
AB 

BC    —     n 

Étant  donnée  une  sphère,  mener  un  cône  qui  lui  soit  tangent  de  manière 

que  sa  surface  latérale,  limitée  à  la  sphère,  soit  égale  à  la  surface  de  la  grande 
calotte  sphérique  qui  a  pour  base  la  base  du  cône. 

Trouver,  en   fonction   du   rayon   d'un  cercle  et   des   angles  que  font  les 

rayons  extrêmes  avec  Taxe  de  révolution  :  1°  le  volume  engendré  par  un  secteur 
circulaire;  2°  le  volume  engendré  par  le  segment  circulaire  correspondant. 

Etant  donné  un  segme.  t  sphérique  à  une  base,  calculer  les  volumes  v  et  V 

de  deux  cônes,  l'un  inscrit. l'autre  circonscrit  au  segment,  et  qui  ont  même  base 
que  lui.  On  suppose  le  segment  moindre  que  la  demi-sphère. 

V  un  demi-cercle  on  circonscrit  un  trapèze  isocèle  dont  la  grande  base  soit 

dirigée  suivant  le  diamètre  de  ce  demi-cercle.  Déterminer  cette  base  de  manière 
que.  toute  la  ligure  tournant  autour  du  diamètre,  le  trapèze  engendre  un  solide 
qui  soit  à  celui  de  la  sphère  décrite  par  le  demi-cercle  comme  3  est  à  -2. 

Dans   un  cercle  de  rayon  R.  on  prend  u:i  secteur*  dont   l'angle  au  centre 

comprend  n  degrés.  Calculer  les  éléments  du  cône  droit  sur  lequel  s'enroule 
exactement  le  secteur  circulaire. 

Calculer  en  fonction  des  trois   côtés   d'un  triangle  le  rayon  du  cercle  qui  a 

son  centre  sur  le  côté  a.  et  est  tangent  aux  deux  autres  côtés. 

—  Calculer  le  volume  du  cube  inscrit  dans  un  cône  dont  le  rayon  est  R  et  la 
hauteur  H. 

—  Calculer  les  trois  angles  A.  B.  C  d'un  triangle  sachant  que  l'on  a 

tgAtgB=p;  tgBtgC  =  o. 

Calculer  la  hauteur  d'un  tronc  de  cône  dont  le  volume  est  égala  la  différence 

des  volumes  des  sphères  construites  sur  les  bases  comme  grands  cercles. 

Qn  connait  la  somme  A  des  m  premiers  termes  d'une  progression  arithmé- 
tique, et  celle  B  de  n  premiers  termes  delà  progression;  calculer  le  premier 
terme  et  h  raison  de  cette  progre 

—  On  donne  une  sphère,  le  cyli  idre  circonscrit  à  la  sphère,  et  le  cône  à  deux 

inscrit  dans  le  cylindre.  Si  l'on  mené  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
commun  du  cylindre  et  du  cône,  la  section  de  la  sphère  est  égale  à  la  différence 
entre  la  section  du  cylindre  et  relie  du  cône,  et  si  l'on  mène  deux  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  c  >mmun,  le  seg ni   sphérique  compris  entre  ces  deux  plans 

iivale.it  à  la  différence  entn  ents  correspondants  du  cylindre  et 

du  cône. 

—  Dans  une  demi-sphère,  inscrire  un  tronc  de   cône  droit  de  surface  totale 

maxima. 

—  On  cylindre  et  un  tronc  de  cône  ont  même  hauteur;  le  cylindre  a  pour 
base  la  [uidistante  des  deux  bases  du  tronc  de  cône.  Calculer  la  difiTé- 

rolume  du  tronc  et  celui  du  cylindre. 

—  A  une  sphère  donnée,  circonscrire  un  cône  d  mt   la   surface  latérale  soit 
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finale  à  celle  du  cercle  qui  a  pour  rayon  la  distance  du  sommet  du  cône  an  centre 
de  la  sphère. 

—  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle,  sachant  que  ces  côtés  sont  trois 
nombres  entiers  consécutifs,  et  que  la  surface  du  triangle  est  égale  au  triple 
produit  du  côté  moyen  par  la  différence  des  cotes  extrêmes. 

—  On  donne  la  base  26  et  la  hauteur  A  d'un  triangle  isocèle;  calculer  le  rayon 
R  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

—  Trouver  trois  nombres  entiers  consécutifs  dont  le  produit  soit  égal  à  n  luis 
la  somme,  n  étant  entier. 

—  Par  un  point  donné,  mener  une  sécante  à  un  cercle  donné,  de  manière 
que  la  projection  de  la  partie  située  dans  le  cercle  sur  le  diamètre  qui  passe 
par  le  point  ait  une  longueur  donnée. 

—  Sur  les  côtés  d'un  triangle  équilatéral,  qui  a  pour  centre  le  centre  d'un 
cercle  de  rayon  K.  on  construit  des  triangles  isocèles  ayanl  leurs  sommets  sur 
la  circonférence.  Quel  doit  ''ire  en  fonction  du  rayon  le  côté  du  triangle  équi- 
latéral puni-  que  le  volume  du  tétraèdre  qui  a  pour  base  ce  triangle  équilatéral 
et  pour  faces  latérales  les  triangles  isocèles,  soi)  maximum. 

—  Trouver  le  maximum  de  xmyn  sachant  que  axv  -f  by\  est  constant. 

—  Déterminer  une  progression  géométrique  de  quatre  termes  connaissant 
l'excès  a  de  la  somme  'les  termes  extrêmes  sur  la  somme  des  termes  moyens  et 
l'excès  b2  de  la  somme  des  carrés  des  tenue-  extrêmes  sur  la  somme  des  carrés 
des  termes  moyens. 

—  On  a  le  produit  a*6ï"Cz.  Lorqu'on  divise  par  a,  le  nombre  des  diviseurs 
diminue  de  a;  si  on  divise  par  II  le  nombre  des  diviseurs  diminue  de  S;  si  on 
divise  par  c.  le  nombre  des  diviseurs  diminue  de  y.  Trouver  x.  y.  z. 

—  Etant  donnée  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB.  mener  par  le  point 
A  une  séc  inte  telle  que  1 1  partie  intérieure  a  la  circonférence  soit  égale  au 
segment  que  cette  droite  détermine  sur  la  tangente  en  li. 

—  On  coupe  un  trièdre  trirectangle  par  un  plan  rencontrant  les  arêtes  à  des 
distances  a,  b,  c  du  sommet.  Trouver  la  surface  du  triangle  de  section. 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  l'un  de-  angles,  le  côté  opposé  et  la 

médiane  correspondante. 

—  On  construit  extérieurement  un  demi-cercle  sur  chacun  des  côtés  d'un 
triangle,  et  on  prend  les  milieux  de-  arcs  ainsi  traces.  Trouver  les  côtés  et  la 
surface  des  triangles  qui  a  pour  sommet-  les  trois  points  ainsi  déterminés. 

—  Trouver  la  valeur  de  — ■ —  déduite  des  équations 

af  +  y' 

x  cos  a  +  x'  sin  a  =  x  cos  fi  -|-  x'  sin  fs 
=  y  cos  Y  -f  y'  sin  y  =  y  cos  6  -f  y   sin  8  =  1 
et  montrer  qu'elle  ne  change  pas  quand  on  intervertit  l'ordre  des  angles. 

—  Dans  un  triangle  on  donne  n,  A  et  6  -f  c,  ou  c.  A  et  o  +  b.  Résoudre 
dans  chaque  cas  le  triangle  au  moyen  d'une  table  de  logarithmes. 

—  Si  la  médiane  AD  d'un  triangle  rencontre  en  D  le  côté  BC,  on  a 

Col-  HAÏ)  —  cotg  CAD  =  cotg  B  —  COtg  C 

—  Si  .;•,  y,  z  .-ont  les  longueurs  de,  bissectrices  don  triangle  respectivement 

Opposées  aux  côtés  ".    b,   C,   on  a 

(b  +  c)-  — — h  [c  +  -/     —  H    0  +  6)'  — r  =  (a  +  b  +  <    . 
br  1  a  ab 

—  Soit  TT  la  tangente  en  un  point  \  a  une  circonférence  donnée  OA.  On 
mène  dans  le  cercle  un  diamètre  BC.  et  on  abaisse  les  perpendiculaires  BB  '  C 
sur  la  tangente.  Déterminer  la  direction  du  diamètre  BC  de  façon  que  la  surface 
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totale  du  tronc  de  cône  engendré  par  le  trapèze  BCC'B'  tournant  autour  de  la 
tangente  Tï"  soit  dans  un  rapport  donné  avec  la  surface  du  cercle  OA.  Discuter 
le  problème. 

—  On  donne  un  angle  XOY  et  deux  points  fixes  A  et  B  sur  l'un  des  côtés. 
Trouver  sur  l'autre  le  point  M  d'où  l'on  voit  le  segment  AB  sous  l'angle  maxi- 
mum. 

—  On  donne  une  pyramide  régulière  triangulaire.  Les  arêtes  aboutissant 
au  sommet  ont  pour  longueur  a.  et  l'angle  des  deux  arêtes  est  A.  Calculer  le 
volume  de  la  pyramide.  —  Si  a  reste  constant,  quelle  doit  être  la  valeur  de  A 
pour  que  le  volume  soit  maximum  ? 

—  Exprimer  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  des  trois  hauteurs,  ou  en  fonction 
des  quatre  rayons  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits. 

—  Partager  une  droite  en  trois  parties  telles  que  ta  droite  entière  soit  à  une 
des  parties-  extrêmes  comme  l'autre  partie  extrême  e-t  à  la  moyenne  partie,  et 
(jue  cette  dernière  soit  maxima. 

—  Un  mobile  décrit  une  circonférence  de  rayon  égal  à  ioora.  Au  bout  de 
2hi7"\  l'arc  qu'il  a  parcouru  a  une  corde  de  i25m.  On  demande  le  nombre  de 
degrés,  minutes  et  secondes,  compris  dans  cet  arc.  et  la  vitesse  angulaire  sup- 
posée uniforme. 

—  Une  colonne  verticale  de  hauteur  h  est  surmontée  d'un  mât  de  longueur  /. 
A  quelle  distance  horizontale  du  pied  de  la  colonne  faut-il  se  placer  pour  u>ir 
la  colonne  et  le  mât  sous  des  angles  égaux? 

—  Une  sphère  et  un  cube  ont  même  surface.  Trouver  le  rapport  de  leurs 
volumes. 

—  AB  et  AC  sont  les  cordes  des  arcs  de  60  et  de  900  dans  un  cercle  de  centre 
0.  Montrer  que  si  l'on  prolonge  AB  et  OC  jusqu'à  leur  rencontre  en  P.  l'arc 
dont  la  corde  est  DC  a  son  cosinus  égal  à  sa  corde. 

—  Si  l'on  pose  A  +  B  +  C  =  2S.  on  a 

cos  2S  +  cos  2(S  —  A)  +  cos  2'S  —  B]  +cos2'S  — C)  =4  cos  A  cos  BcosC. 

—  Si  a,  b,  c,    sont   les   côtés   d'un  triangle  dont  l'angle  C  est  droit,  on  a 

l'égalité  cos  (2A  —  B)  =  —7-  (3c-  —  4a2). 

—  Si  a  et  a'  sont  les  côtés  homologues  de  deux  triangles  semblables  inscrits 
et  circonscrits  au  même  triangle,  on  a 

a  .       A      .       B      .       C 

— -  =  4    sin  sin  sin  . 

a  222 

—  Si  les  tangentes  des  demi-angles  d'un  triangle  plan  soni  en  progression 
arithmétique,  démontrer  que  les  cosinus  des  angle-  entiers  sonl  aussi  en  pro- 
gression arithmétique. 

—  Si  l'on  a  a  -f-  p  +  Y  =  ~-  avec 

sin'  0  =  sin  fa  —  0   -in  fp  —  0)  sin  (y  —  0  . 
on  a  aussi  cotg  0  =  cotg  g  -\-  cotg  p  +  cotg  y 

ou  coséc-  0  =  coséc5  oc  +  coséc2  p  -f-  coséc2  y. 

—  Si  les  côtés  d  m»  triangle,  sont  a  cos  A.  6  cof  C,  a.  b.  c.  A.  B.  C 
ct.mt  le-  t'iriiiruu  d  un  .nihv  triangle,  les  angles  du  premier  jonl  les  supplé- 
ments des  angles  2A.  2B,  2C. 

—  Si  A '.  H".  C  sonl  les  angles  sans  lesquels  on  voit  les  côtés  d'un  triangle  du 
centre  du  oerele  inscrit,  on  a  la  relation 

■t  sin  A'  -iu  IJ'  sin  C  =  sin  A  -f-  sin  B  -f-  sin  C. 


—  2S9  -- 


QUESTION   169 

Solution,  par  M.  Blesse;.,  piquent  des  Ponts  et  Chaussées. 


Dans  un  quadrilatère  ABGD,  la  ligne  EF  qui  joint  les 
milieux  des  diagonales  coupe  en  H  le  côté  BC.  Démontrer  que 
le  triangle  AHD  est  équivalent  à  la  moitié  du  quadrilatère. 

(Barrieu.) 

Si  l'on  prend  un  point  M  dans  l'intérieur  du  quadrilatère 
et  sur  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales,  et  si  l'on 
joint   ce    point    aux  „ 

quatre  sommets  par- 
les droites  MA,  MB, 
MG,  MD,  on  sait  que 
la  somme  des  deux 
triangles  MAD,  MBG 
qui  ont  M  pour  som- 
met commun  et  pour 
bases  les  côtés  oppo- 
sés AD  et  BC  du 
quadrilatère,  est  é- 
quivalenle  à  la  moi- 
tié du  quadrilatère  (page  29,  3 
iniques  de  Paris,  1878,  1°). 

A  mesure  que  le  point  M  se  rapproche  de  H,  le  triangle 
MAD  augmente  et  MBG  diminue;  mais  dans  toutes  les 
positions  que  le  point  M  peut  occuper  dans  l'intérieur  de 
la  figure  sur  la  droite  EF,  la  somme  des  deux  triangles 
MAI)  et  MBG  est  constamment  équivalente  à  la  moitié  du 
quadrilatère;  donc  quand  les  points  M  et  H  se  confondent, 
l'aire  du  triangle  MBG  est  nulle  et  le  triangle  HAD  es 
équivalent  à  la  moitié  du  quadrilatère  donné. 

Ce  problème  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  de  la  ques- 
tion résolue  page  29. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM    Berthiot,  Neret,  Gangnery,  de 
Sézanne  (Marne)  ;  Hugot,  de  Lyon;  Deslais,  du  Mans;  Martin,  de  Passy. 


année,  concours    acadé- 
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QUESTION  171 

Solution,  par  M.   Hugot.  de  Lyon. 


Dans  un  triangle  dont  les  côtés  sont  en  progression  arithmé- 
tique, A  étant  l'angle  moyen,  on  a 

B         G  i         ,      B  G  A 

tg  —  *9  T  =  T;     ^  "T  +     ^  V  =  2     ?  T" 

(Burnier.) 
Soit  aie  côté  moyen,  h  la  raison  de  la  progression. 
On  a 

a  a  —  h  a  -f-  h  3a 


sin  A  sin  B  sin  U  sin  A  -f-  sin  B  -f-  sin  G 

donc 

.      A  *  A 

2  sin cos  — 

i  sin  A  22 


3  sin  A  4- sin  B+  sin  C  A  B  C 

1  4  cos  —  cos  —  cos  — 

2  2  2 

B  +C 

cos  

j_  _ 2  _    i    /  t      B    t      G 

3                                     B                   G  2      \  D2^2 

2    COS    COS    

2  2 

B  G  2  i 

S      2        °        2  3  3 

En  second   lieu 

a  a  —  /) 


B  C  A  C 

coli?  —  4-  coli?  —  cotsr  — — .  -f-  cota:  — 

D     2  2  2  2 

a  -\-  h 


A  B 

rôti? h  eottr  — 

'       ?.  2 

3« 


2(C0tg  —     -f-    COlg f-    COlg  j 

/          B  C\ 

donc  3  (  cotg h  cotg  —  ) 


—  2H1 

A 


/A  B      ,  G\ 

[cotg  —  -f  cotg  —  -f  cotg  — j 


B      ,  C  A 

d  ou  cotg h  c°lÇ  —  =  2  coter  — . 

2  2  2 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Blessel.  à  Paris;  Renaud,  à 
Bordeaux;  Oindre,  à  Lons-le-Saunier;  Gino-Loria,  à  Mantoue.  Italie;  Longue- 
ville,  à  Charleville;  Martin,  à  Passy;Croneau,  Lachesnay,  a  Versailles;  Speckel, 
a  Sedan;  Imbit-f.  à  Cluny;  Vermand.à  Saint-Quentin  ;  Sers,  sergent  d'infanterin 
de  marine,  à  Cherbourg;  Bûcheron,  à  Sainte-Barbe;  Vazou,  collège  Bollin. 


QUESTION  172 

Solution  par  M.  Deslais,  élève  du  Lycée  du  Mans. 


Le  produit  des  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  évalués  en 
nombres  entiers  est  toujours  divisible  par  6o. 

Nous  rappellerons  la  règle  suivante,  donnée  par  Proclus, 
pour  trouver  une  expression  rationnelle  des  côtés  dun  triangle 
rectangle. 

En  désignant  le  plus  petit  côté  par  un  nombre  impair,  si  du 
carré  de  ce  nombre  impair  on  retranche  l'unité  et  qu'on  divise 
le  reste  par  2,  on  a  le  plus  grand  côté  de  l'angle  droit.  Enfin, 
ajoutant  l'unité  à  cette  formule,  on  a  l'hypoténuse  c2e  année, 
p.  30). 

D'après  ce  qui  précède  le  produit  des  trois  côtés  sera 
2n(n  -f-  i )  (211  -f-  i  )  [2>ii  n  -f-  i )  -f-  i]. 

Pour  que  ce  produit  soit  divisible  par  6o,  il  faut  qu'il  le 
soit  par  3,  4,  5. 

Or,  on  voit  pour  n  =  M. 3  -f-  1.     211  -f-  i=M.3. 

Pour  n  =  M. 3  -)-  2,  n  -\-  1  =  M.  3,  enfin  n  entrant  comme 
facteur,  la  proportion  sera  vraie  pour  m  =  M.  3. 

Ainsi,  quel  que  soit  n,  ce  produit  est  divisible  par  3. 

Maintenant  si  n  =  M.  2,  2/1  =  M.  4  et  si  n  =  M.  2  -f-  1 
n  -j-  1  =  M. 2;  par  suite  2/1  1/1  -)-  1)  =  M. 4. 

Par  conséquent,  pour  toute  valeur  de  n  Le  produit  est  divi- 
sible par  4. 

Enfin,  supposons  n  =  M. 5  -f  1  :  alors  211  =  M. .5  4-  2  el 
n  -f-  1  =  M .  5  -f-  2 . 
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Par  suite  2n(n+  1)+  1  =  (M.5  +  2)(M.5  +  2)+  1  =M.5. 
Pour  n  =  M.  5  -J-  2>  2n  +  !  =  M.5. 

Pour  n  =  M.5  -j-  3,  2/1  =  M. 5  -J-  6  et  »  -f-  1  =  M. 5  +  4. 
Par  suite 

2n(n+  1)  +  1  =(M.5+  6)(M.5  +  4)  -f  »  =  M.5. 
Enfin,  si  n  =  M. 5  +4,  n  -j-  1  =  M. 5. 
On  voit  donc  que  pour  toutes  les  valeurs  de  n  le  produit 
considéré  est  divisible  par  3,  4,  5. 

Il  est  donc  divisible  par  le  produit  3X4X5=  60. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lachesnais,  Groneau,  de  Ver- 
sailles ;  Bûcheron,  élève  de  Sainte-Barbe  ;  Blessel,  piqueur  des  ponts  et  chaussée». 


QUESTION  173 

Solution,  par  Gino-Loria.  licencié  de  l'Institut  Technique  de  Mantoue  (Italie) 


Si,  dans  un  triangle,  les  bissectrices  des  angles  à  la  base  ren- 
contrent les  côtés  opposés  sur  une  parallèle  à  la  base,  le  triangle 
est  isocèle. 

Soit  ABC  un  triangle  tel,  qu'après  avoir  mené  les  bissec- 
trices BD,  CE  des  angles  à  la  base,  la  droite  ED  suit 
parallèle  à  BG. 

BD,  CE  étant  bissectrices,  on  a  : 
AD  AB        AE  AC 

CD    "     BC   '     BE    —  ~BC~" 
Divisant  ces  égalités  ou  a  : 
AD 

AB 


CD     _ 
AE     " 
~BË~ 

Mais  ED  est  parallèle  à  BC,  donc  on  aura  : 
AD  AE 

~W~  "M" 
et  par  conséquent  l'égalité  (1)  devient 

AB 

—  =I 
d'où  AB  =  AC.  Donc  le  triangle  est  isocèle. 


AC 


(1) 
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Nota.  — Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Renaud,  à  Bordeaux;  Fauré, 
soldat  m  V  de  ligne  à  Tarbes;  Bompard.  collège  Stanislas;  Gindre.  à  Lons-le- 
Saulnier;  Tricon,  à  Marseille;  Cosme,  Lecouty,  Deslais.  Cattereau.  au  Mans; 
Pasquier,  à  Bruxelles;  Cronc-au.  à  Versailles;  Blessel.  à  Paris; 
Longneville,  à  Charterilte;  Johnmet  à  Chàteauroux;  Sers,  sergent  d'infanterie 
de  marine  à  Cherbourg;  Dubief.  école  de  Chiny;  Bucheron.  à  Sainte-Barbe; 
Bonnerilleet  Orlié.  à  Toulouse;  Lory.  à  Vendôme;  Vazou.  collège  Rollin;  Marin. 
à  âgen;  Chaulet,  àMontauban;  Vail.  école  Albert-le-' ira nd.  Arcueil;  Tinel.  au 
Havre;  Gossieaux.  Lafond.  Vermand.  Boulogne,  à  Saint-Quentin;  Montérou. 
a  Pau. 


QUESTION  181 

Solution  par  M.  Deslus.  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Étant  données  une  circonférence  Oet  deux  droites  concourantes 
xy,  x'y'  dont  le  point  de  concours  n'est  pas  dans  les  limites  du 
dessin,  mener  à  la  circonférence  une  tangente  passant  par  le 
point  de  rencontre  de  xy  et  de  x'y'. 

Du  centre  0,  soient  0%,  Ox   respectivement  perpendicu- 
laires   sur  les   droites 
■'.'/•  x'y. 

Les  points  a  et  -/  ap- 
partiennent à  la  circon- 
férence ^  décrite  surOK 
comme  diamètre  (K  est 
le  point  de  concours  des 
droites  xy,  x'y'). 

Connaissant  les  trois 
points  0,  x,  x  de  cette 
circonférence,  il  est  fa- 
cile de  la  construire; 
elle  coupe  la  circonfé- 
rence 0  en  deux  points 
A  et  A.'.  Joignant  OA, 
OA  et  élevant  des  per- 
pendiculaires à  leurs  extrémités,  on  obtient  deux  tangentes, 
passant  par  le  point  de  concours  de  xy,  x'tf. 

Nota.—  Ont  résolu  La  même  question:  .MM.  Créneau,  i  '...-rlié. 

de  roulouse;  La  Chesnais,  de  Versailles;  Paul  d'Oeagne,  collège  Chaptal;  Hugot, 
de  Lyon;  Lory,  de  Vendôme;  Jolly,  de  Tarbes. 


QUESTION  182 

Solution  par  M.  Bogot,  élève  du  Lycée  de  Lyon, 


Soit  donné  vn  cercle  0  de  rayon  r  inscrit  dans  un  angle.  On 
trace  les  deux  cercles  0' ,  0",  tangents  aux  côtés  de  l'angle  et  au 
cercle  0,  puis  les  cercles  «,  ra'  tangents  à  l'un  des  côtés  et  en 
même  temps  tangents  respectivement  à  0,  0'  et  à  0,  0".  Démon- 
trer quenet  y  étant  les  rayons  des  cercles  «,  w,  on  a  la  relation 
yfx-\-  vy  =  vr. 

Désignons  par  r  le  rayon  du  cercle  0',  par  r"  celui  du 
cercle  0";  menons   par  <•>   une  parallèle  EF   au  côté  AB  de 


l'angle  et  par  E  une  parallèle  EH  à  la  ligne  AO.  Joignons 

coO,   lûO  . 

Les  triangles  OEw,  0F«  donnent  respectivement 
'(ÔË2  =  (/■  -|-  xf  —  (r  —  xi2,     ou    OE  =  zy/rx 
<^F2  =  (r  +  xY  —  (V  —  .'■)%     ou     o>F  =  2\97 
et  le  triangle  EFH  donne 

Ë~F2  =  (Eco  +  »F)«  =  (/•  4-  r'f  —  (r  —  r')», 
ou,  en  remplaçant  u>E  et  coF  par  leurs  valeurs, 
4rr'  =  +'(^^+  v^7)2; 


d'oïi 

Ou  trouverait  de  même 

K7= 


y7+  /r- 


—  <2b5  — 


par  suite 


mais 


donc 


fié  +  Vu  = 

r"  AO" 


fir[Yrr'  -f  fir?  -f  2/r'r'l 


AO 
AO 


(/7+  /?)(/f+  F) 

AO"  +  r"  _      AM 
AO  +  r 
AO  +  r 


AN 
AM 


AO'  +  r  AN  ' 

— —  =  — r,   c'est-à-dire  r  =  yr'r'  •> 


AO' 

r 

r 


par  suite  l'égalité  précédente  devient 

y  œ  +  y //  =  — ,--    _ = y  r. 

y  n"  -4-  y  /•/•  -\-  2v 

Nota.  —  Ont  résolu  hi  même  question  :  MM.  Crosneau.   lycée  Fontanes; 
Blondin,  à  Rouen:  Lavechin,  au  Lycée  Saint-Louis. 


QUESTION  184 

Solution  par  M.  Huoot,  él  >vc  •  1  u  Lycée  de  Lyon. 


Si,  par  la  projection  d'un  point  de  la  parabole  sur  la  tangente 
au  sommet,  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  le  rayon 
recteur  issu  du  sommet,  ces 
perpendiculaires  vont  con- 
courir en  un  même  point. 

Les  triangles  rectangles 
PMA,  PDA  sont  sembla- 
bles, car  les  angles  PMA, 
DPA  sont  égaux  coin  me 
ayant  leurs  côtés  per- 
pendiculaires. On  a  par 
suite 

MP 


PA 
AD 
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PÂ2 


d'où.  AD=    Mp, 

quantité  constante  et  égale  à  2p.  Donc  le  point  D  est  fixe 
et  la  propriété  est  démontrée. 


QUESTION  188 

Solution  par  M.  Paul  d'Ocagne.  élève  au  Collège  Chaptal. 


Dans  un  triangle  donné,  inscrire  un  rectangle  de  diagonale 
minima  et  donner  la  longueur  de  la  diagonale. 

(W.-J.-C.  Miller.) 

Soit  a  la  base  du  triangle  donné,  h  sa  hauteur,  x  la 
base  du  rectangle  cherché  et  y  sa  hauteur. 

Il  faut  trouver  le  minimum  de  la  diagonale  du  rectangle, 
ou  celui  du  carré  de  cette  diagonale,  c'est-à-dire  x2  -\~  y2. 

,r  •  x  h  —  y 

Mais  on  a  —  =  ; 

a  h 

ou  hx  -j-  ay  =  ah. 

D'après   un   théorème    démontré   page   304,  tome  III,  le 

x  v 

minimum  a  lieu  pour      -7-  =  — . 

ha 

On  a  donc  à  inscrire  dans  le  triangle  un  rectangle  sem- 
blable à  un  rectangle  donné  ;  problème  connu. 

D'après  le  même  théorème,  la  diagonale  minima  a  ^our 

ah 
longueur  1.  =    . 

V  a2  +  h- 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Daguillon.  Lesieur.  lycée 
Henri  IV;  Schmidt.  Pflster.  école  Lavoisier;  Richebraque,  au  lycée  Suint- 
Louis;  Bonneville.  à  Toulouse;  Boulogne.  Gossieaux.  a  Saint-Quentin 
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QUESTION  191 

•Solution  par  M.  Blessel,  piqnenr  ries  Ponts  et  Ghana 


Partager  un  tronc  de  cône  par  un  plan  parallèle  aux  bases, 
de  façon  que  la  partie  inférieure  soit  contenue  n  fois  dans  le 
tronc  tout  entier. 

Posons  CD  ==  R,  AB  =  r  et  MX  =  x  ;  représentons  par  V, 
V"  et  V"  les  volumes  des  cônes  res- 
pectivement engendrés  par  les 
triangles  rectangles  OCD,  OMN  e1 
OAB  dans  leur  mouvement  de  ro- 
tation autour  de  l'axe  commun 
OC;  nous  devons  avoir,  d'après 
les  données  du  problème 
V V" 

-T3TT-  =  "■  <»> 

Les  cônes  engendrés  par  des 
triangles  semblables  étant  sem- 
blables, nous  avons 


- 


R3     "       ./-  /•' 

(«) 


De  (1)  et  (2)  on  déduit 


R«  _  r3  R3  _  jji 

R3  _    ,-3 


R3  —  x3 


d  ou  x  =    y 


Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Dosluis.  du  Mans. 

QUESTION   193 

Solution  par  m.  Deslais.  élève  du  Lycée  do  Mans. 


On  joint  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  aux  points  A,  et 
A2,  B,  e/B2,  C,  et  Ct,  qui  divisent  en  trois  parties  égales  les 

opposés.  Les  droites  AA,  BB,.  (JC,  se    coupent  en    trois   points. 
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A.',  B',  G,  les  droites  AA2,  BB>,  CC2,  en  trois  autres  points 
A\  B",  C". 

Démontrer  que  chacun  des  triangles  A'  B'  C,  A"  B"  G"  est  le  sep- 
tième du  triangle  ABC.  (Corr.  de  Catalan.) 

Soit  0   le  point    de   rencontre  des  droites  AA2,  BBt.  A^ 

étant  parallèle  à  AB,  on  a 


OB, 


AjB, 


OB  AB  3 

Si  Ot  est  le  point  de  ren- 
contre des  droites  GCl,  BB2, 
on  a  de  même 

QiB2  _i_ 

OtB        "    3 
La  ligne  OC^  est  donc  pa- 
rallèle à  AC  et  l'on  a 
BO  3 


Par  suite 
d'où 


00, 
XË7  Z"    BBt  4 

AB,  AB,  4 

"ÔÔT  "~  AT),    ~~  T 
AB,  4 


Or 


0,B,  = 


BB„ 


OtB, 


/ 


par  suite 


AB 

bb7 


On  voit  ainsi  que  le  triangle  AA"B2  est  le  septième  du  triangle 
ABB„  ou du  triangle  total.  On  démontrerait  de  même 

21 

que  chacun  des  triangles  BBC2,  CCA,  est  égal  à  du 

triangle  ABC. 

Si  du  triangle  ABC  on  retranche  le  triangle  BCC,,  plus 
les  deux  quadrilatères  AC2B  B,.  CC "A  B2,  il  reste  le  triangle 
A'B'C". 

Or,  S  étant  la  surface  du  triangle  ABC.  on  a: 

BCC,  =  ^  S. 


AC.2B  B2  =  —  S 
liCA'B,  =  -i-S 


S  = 


^—  S  =  -^—  S. 

2  1  2  1 
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Par  suite       A'B'C  =  sfi S — ^  =  —  S 

\  3  7  21 

donc  ABC"  =  —  ABC. 

n 

Même  démonstration  pour  le  triangle  ABC. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


DIJON 


—  Étant  donné  un  tétraèdre  régulier,  mener  un  plan  parallèle  à  deux  arêtes 
opposées,  tel  que  la  section  soit  maxima. 

—  Par  les  extrémités  de  l'un  des  côtés  d'un  carré,  on  fait  passer  une  circon- 
férence qui  coupe  le  côté  opposé  ou  son  prolongement  sous  un  angle  donné  w. 
Trouver  le  rayon  de  cette  circonférence  en  fonction  du  côté  a  et  de  w. 

—  Couper  une  circonférence  par  une  sécante  passant  par  un  point  fixe  de 
façon  que  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  traces  de  cette  droite  sur  la  cir- 
conférence et  le  centre  de  la  courbe  ait  une  aire  maxima. 


LYON 


—  Un  corps  pesant  esl  lancé  verticalement  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse 
initiale  de  3™  5o;  à  quelle  hauteur  parviendra-t-il ?  après  combien  de  temps 
reviendra-t-il  au  point  de  départ  ? 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  R  un  cylindre  dont  la  surface  totale 
soit  égale  à  la  surface  d'un  cercle  de  rayon  donné  a.  —  Quelle  relation  doit 
exister  entre  R  et  a  pour  que  le  problème  ait  une  ou  deux  solutions  ? 


CAEN 


—  On  donne  un  triangle  ABC;  on  joint  les  pieds  K.  I».  1'.  des  hauteurs. 
Trouver  le  rapport  des  Burfaces  'les  deux  triangles  ABC.  DEF. 

—  La  surface  d'un  rectangle  esi  /<  el  devienl  q  lorsque  l'angle  aigu  des  dia- 
gonales devient  double  sans  que  ces  diagonales  changent  de  longueur.  Trouver 
cette  longueur  et  l'angle  aigu  des  diagonales. 
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NANCY 


—  Connaissant  les  deux  bases  B  et  b  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  paral- 
lèles, calculer  la  surface  B'  de  la  section  menée  par  le  milieu  des  arêtes.  En 
appelant  V  le  volume  du  tronc,  démontrer  la  formule 

V  =  ~  (B  +  b  +  4B')- 


LILLE 


—  Par  l'extrémité  A  du  diamètre  d'une  demi-circonférence  AB,  on  mène  une 
corde  AC.  Quel  doit  être  l'angle  de  cette  corde  et  du  diamètre,  pour  que  le  sec- 
teur BOC  et  le  segment  AMC  engendrent,  en  tournant  autour  de  AB,  des 
volumes  équivalents. 

—  On  donne  dans  une  ellipse  le  grand  axe  ia  et  la  distance  focale  2c;  en  un 
point  M  dont  le  rayon  vecteur  FM  =  r.  on  mène  la  tangente  MT  et  la  normale 
MN.  On  demande  d'évaluer  la  dislance  NT  des  pieds  de  ces  droites  sur  le 
grand  axe.  Quelle  doit  être  la  valeur  de  r  pour  que  l'on  ait  NT  =  2c? 

—  On  donne  dans  une  ellipse  le  grand  axe  ia  et  la  distance  focale  ic,  et  l'on 
considère  un  point  dont  la  distance  à  l'un  des  fovers  est  r  ;  déterminer  la  dis- 
tance de  ce  point  au  centre,  ainsi  qu'à  chacun  des  axes  de  la  courbe. 

—  Par  l'extrémité  A  du  diamètre  AB  d'un  demi-cercle,  on  mène  une  corde 
AC.  faisant  avec  ce  diamètre  un  angle  a;  déterminer  cet  angle  de  telle  manière 
que  les  deux  portions  du  demi-cercle  engendrent  des  volumes  égaux  dans  la 
rotation  autour  de  AB.  On  évaluera  cet  angle  à  une  seconde  près. 


BORDEAUX 

—  Trouver  le  volume  engendré  par  un  trapèze  tournant  an  Ion  r  de  sa  plus 
grande  bas 3,  en  fonction  des  quatre  colis. 

—  Trouver  la  valeur  de  .r  fournie  par  l'équation 

log  \l  jx  +  3     +     log  \J  3x  +  b     =  1  -f-  log  4.5. 

—  Partager  une  droite  de  longueur  donnée  a  en  deux  parties  x  et  y  telles 
que  .'■-'  +  3yJ  soii  la  plus  petite  valeur  possible,  et  donner  l'expression  de  celte 
valeur";  appliquer  a  a  =  zbo. 

—  Etant  donnés  les  deux  eôlés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  trouvée 
le  rayon  du  cercle  inscrit.  Trouver  le  rayon  du  cercle  tangent  au  premier  et  k 
l'hypoténuse  et  un  côté  du  triangle.  Application  b  =  20;  c  =  12. 

—  Résoudre  l'équation 

éc  X  =  sin  x  -f  2  cos  x. 
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PARIS 

Novembre  1879. 

—  De  tous  les  cônes  de  révolution  inscrits  dans  une  sphère,  quel  est  celui 
dont  l.i  surface  latérale  esl  maxima?  —  On  prendra  comme  inconnue  la  c 

IïA '  joignant  an  point  B  de  la  circonférence  de  base  an  point  A'  symétrique  du 
sommet  par  rapport  an  centre  de  la  sphère. 

—  Étant  donné  un  hémi  sphère,  on  propose  de  le  couper  par  un  pl;m  parallèle 
à  la  base  de  façon,  que  le  volume  compris  entre  ce  plan  et  la  surface  sphériqne 
soit  égal  à  la  demi-somme  des  cônes  ayant  pour  base  commune  le  cercle  d'in- 
tersection  el  pour  sommets  l'un  Le  centre  et  l'autre  l'extrémité  du  rayon  per- 
pendiculaire au  plan. 

—  Une  barre  homogène  AB.  dont  la  longueur  est  i  mètre,  est  mobile  autour 
d'un  point  C  pUeé  an  tiers  de  sa  longueur,  en  sorte  que  A<;  =  aCB.  On  demande 
quel  est  le  poids  de  cette  barre,  sachant  qu'elle  reste  en  équilibre  quand  on 
place  un  poids  de  2  kilogr.  en  A  et  un  poids  de  5  kilogr. 

—  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  traction  — ; cou 

a  x  -f-  b 

la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  valeur  de  X. 

—  Soit  AD  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  A  sur  la  base  l!i  du 
triangle  ABC.  On  connaît  le  côté  AB  =  5;  le  côté  AC  =  4  ;  on  sait  de  plus  que 

i35 
le  produit  des  deux  segments  BD  et  DC  de  la  :  là  —  ;  calculer  la 

longueur  de  cette  base. 

—  Déterminer  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  à  un  tétraèdre  régulier  de  côté  '/. 

—  Un  poids  de  1  1  kilogr.   glisse  sur  un  plan  incliné  de  45°  sur  l'horizon, 

suivant  une  Lig le  plus  grande  pente  du  plan  ;  quel  est  le  travail  accompli  par 

la  pesanteur  pendant  que  le  poids  se  déplace  de  lenB,  sachant  que  AB=2  mètres  ï 

—  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  a,  calculer  la  distance  dn  centre  0  à  un 
point  A  de  telle  sorte  que  la  surface  latérale  du  cône,  ayant  pour  sommet  le 
point  A  et  circouscril  à  la  sphère,  soil  égale  à  1 1  surface  de  la  zone  BDC  qui  a 
même  base  que  le 

Avril  1880. 

—  Calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  rectangle,  connaissant 
l'hypoténuse  «  el  l'angle  aigu  B. 

—  Étant  donne  un  triangle  OAB.  rectangle  en  0.  trouver  sur  l'hypoténuse 
un  point  M  tel  que  la  différence  .Mi'-  —  M* >    entre  les  carrés  de  ses  dis 

,m\  d  le  1  angle  droit  soit  la  plus  petite  possible  en  valeur  absolue. 

—  Étant  donné  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  OA.  déterminer  une  corde 
AB  telle  que  le  volume  engendre  par  le  -.egraent  de  cercle  BUA  soit  dans  un 
rapport  donne  avec  le  \oiume  engendré  par  le  triangle  rectangle  LBD  Ml»  étant 
la  perpendiculaire  même  de  B  ir  OA  quand  ces  deux  figures  tournent  autour 
deOA. 

—  Étant  doutées  le>  deu\  bases  parallèles  a  el  b  et  la  hauteur  h  dn  trapèze 
vi;t  H.  calculer  la  longueur  de  la  droite  M\.  parallèle  aux  bases  et  qui  p 

le  trapèze  en  moyenne  et  extrême   aison. 

—  Construire  ta  directrice  d'une  parabole  connaissant  le  foyer,  une  tangente 

el  un  point  <le  la  coiirlie. 

—  Dans  un  triangle  ABC,  l'ange  A  Tau  ailecomprennon1 
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ont  pour  valeur  b  =  4,  c  =  y/2]  calculer  sans  labiés  de  logarithmes  le  sinus  et 
le  cosinus  de  chacun  des  angles  B  et  C. 

—  On  donne  les  deux  équations  x2  +  ax  +  1  =  o  ;  x2  +  x  4-  a ,=  o  ; 
déterminer  a  de  façon  que  les  deux  équations  admettent  une  racine  qui  leur  soit 
commune. 

—  Résoudre  l'équation 

x  +  y  =  a  ;       xy(x-  +  y2)  =  b. 

—  Les  rayons  de  deux  cercles  sont  1  et  2;  la  distance  de  leurs  centres  est 
\pï]  calculer  sans  tables  de  logarithmes  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les 
tangentes  menées  à  ces  deux  cercles  par  l'un  de  leurs  points  d'intersection. 
Trouver  en  outre  le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  de  la  moitié  de  cet  angle. 


TRANSVERSALES  RÉCIPROQUES  ET  APPLICATIONS 

Par  M.  d.  île  I-iong-champs, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Charlemagne. 


1.  Si  l'on   considère  un   triangle  ABC    coupé  aux  points 

ABC  par  une  trans- 
versale L ,  et  si  l'on 
prend  le  point  A"  sy- 
métrique, du  point  A' 
par  rapport  au  milieu 
du  côté  BC  :  A"  et  les 
deux  points  analogues 
B".  G",  sont  situés  sur 
une  même  droite  L'. 
Celte  propriété  est  la 
conséquence  immé- 
diate du  théorème  de 
Ménelaiis  et  de  sa  ré- 
ciproque. Ces  deux 
droites  L,L',  tellement 
liées  l'une  à  l'autre 
qu'à  la  droite  L  cor- 
respond la  droite  L',  et  réciproquement,  ont  été  autrefois 
considérées  par  nous  (*)  et,  pour  rappeler  la  propriété  précé- 

(*)  Annales  de  l'Émle  normale,  t.  III.  1867. 
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dente,  nous  les  avons  nommées  transversales  réciproques.  On 
rencontre  ces  droites  qui  jouissent  de  différentes  propriétés 
remarquables  dans  plusieurs  questions  de  géométrie;  nous 
nous  proposons  simplement  de  montrer  ici  comment  on  peut 
déduire,  du  théorème  précédent,  une  construction  de  la 
tangente,  en  un  point  pris  sur  quelques  courbes  célèbres  : 
la  cissoide,  droite  ou  oblique;  la  strophoïde,  droite  ou  oblique; 
la  lemniscate  de  Bernoulli;  les  conchoïdes. 

2.  Considérons  d'abord  la  cissoïde.  On  sait  que  cette  courbe 
est  engendrée  de  la  manière  suivante  : 

Étant  pris  un  cercle,  un  point  0  sur  sa  circonférence  et 
une  tangente  quelconque  AB  ; 
par  le  point  0  on  mène  une  droite 
qui  rencontre  le  cercle  en  C, 
la  droite  AB  en  G';  on  prend 
enfin  OC"  =  CC  le  lieu  du  point 
G"  est  la  cissoïde.  Nous  nous 
proposons  de  construire  la  tan- 
gente au  point  G". 

Considérons,  à  cet  effet,  une 
droite  OD'DD"  voisine  de  la  pré- 
cédente; les  points  D,D  ,  D'étant 
d'ailleurs  définis  comme  les 
points  G,  G',  C".  Dans  le  triangle 
ODC  les  droites  CD.  CD"  sont 
deux  transversales  réciproques;  elles  coupent  donc  la  base 
CD'  eu  deux  points  H  et  K  symétriques  par  rapport  au 
milieu  de  CD'.  Que  l'on  suppose  maintenant  que  OG,  OD 
se  rapprochent  et  viennent  se  confondre,  DC  devient  la  tan- 
gente au  cercle  au  point  C;  D"C  à  la  cissoïde  au  point  G' 
et  les  points  K,  H  sont,  à  la  limite,  deux  points  de  la  droite 
AB  également  distants  du  point  G'.  De  cette  remarque,  on 
peut  déduire  la  construction  suivante  : 

Une  cissoïde  étant  donnée  et  définie  par  son  point  de  rebrousse- 
ment  0,  la  tangente  OM  en  ce  point,  et  l'asymptote  AMB  ;  on 
construit  le  cercle  qui  passe  par  les  points  0  et  M,  et  qui,  en  ce 
point  M,  est  tangent  à  la  droite  AB.  Par  le  point  0,  on  trace 

JOURNAL  DE   MATH.    1880.  18 
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une  droite  rencontrant  ce  cercle,  l'asymptote  et  la  cisso'ide,  res- 
pectivement aux  points  G,  G',  G";  ce  dernier  point  étant  obtenu 
en  prenant  OC  =  GC  Ceci  fait  et  pour  avoir  la  tangente  en  ce 
point  G",  il  suffira  de  mener  la  tangente  au  cercle  au  point  G; 
cette  droite  rencontre  l'asymptote  en  un  certain  point,  on  prend 
le  symétrique  de  celui-ci  par  rapport  à  G'  et  l'on  joint  ce  dernier 
point  à  G"  :  cette  droite  est  la  tangente  demandée. 

3.  La  règle  précédente  s'applique  évidemment  à  toutes  les 
courbes  transformées  d'une  courbe  donnée  par  la  loi  sui- 
vante :  On  doune  un  point  0,  une  droite  AB,  et  une  courbe 
f;  par  0,  on  trace  une  droite  quelconque  rencontrant  la 
courbe  /"en  G,  AB  en  C'  et  l'on  prend  OC  —  GC  ;  le  lieu  du 
point  C  est  une  courbe  <p  transformée  de  f,  et  la  tangente  à 
o  au  point  G"  s'obtient  comme  nous  l'avons  indiqué  tout  à 
l'beure  pour  la  cissoïde. 

On  peut  encore,  et  comme  me  l'a  fait  observer  un  de  mes 
collègues  (*),  supposer  que  le  point  C",  qui  se   déduit  des 
points  G,  C,  est  défini  par  l'égalité 
OG        OC 
~GC":   GC    ~Iv' 
Iv   désignant  une  constante  qui  est  égale  à  i,  dans  le  cas 
particulier  qui  nous  a  servi  à  définir  la  cissoïde.  Les  deux 
droites  CD,  CD"  ne  sont  plus  des  transversales  réciproques, 
mais,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  elles  jouissent  encore 
de  la  propriété,  la  seule  qui  soit  essentielle  à  notre  construc- 
tion, d'aller  couper  la  droite  AB  en  deux  points  symétriques 
par  rapport  au  milieu  de  CD'. 

4.  Considérons  maintenant  la  strophoïde. 

On  sait  qu'étant  données  deux  droites  Ax,  ky,  et  un  point 
0  sur  Ax;  si  par  ce  point  0  on  mène  la  droite  OB  et 
que  l'on  prenne  BC"  =  BA,  le  point  G"  ainsi  obtenu  appar- 
tient à  une  strophoïde  qui  peut  encore  être  engendrée  de 
la  manière  suivante.  Du  point  0  comme  centre  avec  OA 
pour  rayon,  décrivons  un  cercle  et  par  O  menons  OB  paral- 

[")  M.  Walecki,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  N  iney. 
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lèle  à  Ay;  la  droite  AC"  rencontre  le  cercle  en  G  et  OD  en 
G'  :  je  dis  que  CC' =  AG". 
En  effet,  les  deux  tri- 
angles AOC" ,  OC  C , 
ont:  OA  =  OC;  les 
angles  OAC,  ACO  sont 
égaux  ;  enfin  le  triangle 
ABC  étant,  par  hypo- 
thèse, isocèle ,  il  en 
est  de  même  du  triangle 
G'OC".  De  là,  on  conclut 
l'égalité  des  angles 
ACO,  CC'O,  par  suite 
celle  des  triangles 
AOC",  COC;  donc  CG' 
=  AC. 

De  cette  généra- 
tion, point  par  point, 
de  la  strophoïde  obli- 
que, et  des  remarques  générales  qui  viennent  d'être 
exposées,  on  peut  conclure  que  la  tangente  à  la  strophoïde, 
au  point  C",  et  la  droite  lixe  01)  rencontrent  la  tangente  au 
cercle  au  point  C  en  deux  points  H,  K  symétriques  p.ir 
rapport  à  C.  Si  nous  ajoutons  que,  pour  des  raisons  évi- 
dentes, la  droite  OD  est  symétrique  de  l'asymptote  par 
rapport  au  point  A  et  que  les  tangentes  au  point  double  A 
sont  les  deux  droites  rectangulaires  qui  joignent  ce  point 
aux  points  de  rencontre  de  OD  avec  le  cercle,  on  déduira 
des  remarques  précédentes  la  construction  point  par  point 
de  la  strophoïde  et  celle  de  la  tangente  en  un  point  donné 
de  cette  courbe  supposée  définie  par  les  éléments  suivants: 
1°  le  point  double;  2°  l'asymptote;  3°  les  tangentes  au  point 
double,  qui  sont  d'ailleurs  rectangulaires. 

8.  Si  d'un  point  0  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  de  centre 
D,  on  mène  une  sécante  rencontrant  le  cercle  aux  points 
C,  C;  et  si,  sur  cette  droite,  à  partir  du  point  0,  on  porte 
OC  =  CC  ;  le  lieu  du  point  C  est  une  courbe  dont  l'équation 
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polaiie,  est,  en  prenant   pour  axe  polaire  le   diamètre   du 

point  0,  f  =  4R2  —  4  d2  siu2  w, 

R  désignant  le  rayon  du  cercle;  d  la  distance  OD.  Dans  le 

cas  particulier  où  le  point  0  est  tellement  placé  que,  de  ce 

point,  le  cercle  est  vu  sous  un  angle  droit;  si  l'on  a,  par 

conséquent,  d2  =  2R2 

l'équation  précédente  devient  : 

p2    =   2(/2  COS   2    G). 

et  le  lieu  du  point  C"  est  donc  une  lemniscate  de  Bernoulli. 
ayant  0  pour  centre  et  D  pour  l'un  de  ses  foyers. 


De  cette  remarque  on  déduit  la  construction,  point  par 
point,  de  la  lemniscate  et  celle  de  la  tangente  en  chacun  de 
ses  points,  par  la  rî'gle  suivante  : 

Une  lemniscate  étant  donnée  et  défini''  par  son  centre  0  et  son 
foyer  D  ;  par  le  point  0  on  mène  deux  droites  inclinées  de  45°  sur 
()D,  et,  du  point  D  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  tangent  à 
ces  deux  droites  :  ayant  tracé  par  le  point  0  une  sécante  rencon- 
trant le  cercle  aux  points  G,  C,  on  prendra  sur  cette  droite 
0G"=  CC':/e  point  C"  est  un  point  de  la  lemniscate.  Pour  avoir 
la  tangente  en  C",  on  trace  les  tangentes  au  cercle  aux  points  C. 
C,  soit  K  leur  point  de  rencontre,  on  prend  C'H  =  C'K  et  HC 
est  la  tangente  cherchée. 

G.  Nous  ferons  remarquer  en  terminant  que  les  consi- 
dérations précédentes  s'appliquent  encore  aux  conchoïdes  et 
aux  courbes  que  nous  avons  nommées  (*)  conchoidales,  parce 

Xouvellc  Correspondante  mathématique  ;  l.  Y,  mai  lsTi.i. 
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qu'elles  sont  des  conchoïdes  dans  un  cas  particulier.  Pour 
engendrer  une  conchoïdale  il  faut  imaginer  trois  courbes 
/',  cp,  •]/;  une  tangente  à  /'  au  point  0  rencontre  cp  et  ■]/  res- 
pectivement en  C  et  C  :  on  prend  OC"  =  CC;  le  lieu  du 
pointC  quand  la  droite  considérée  roule  sur  f  est  une  con- 
choïdale. Si  la  courbe  /'  se  réduit  à  un  point,  la  tangente 
au  point  C"  s'obtient  par  la  règle  que  nous  venons  de  donner 
pour  la  lemniscate,  qui  est  une  conchoïdalc  quand  /est  un 
point  et  que  cp  et  ^  sont  confondues  avec  un  seul  et  même 
cercle  vu  du  point  /'  sous  un  angle  droit.  Les  conchoïdes 
ordinaires  se  déduisent  des  conchoïdales  en  supposant: 
1"  ([ne  /"est  un  point:  2°  que  9  est  un  cercle  ayant  son  centre 
en  /';  •]/  restant  d'ailleurs  une  courbe  arbitraire. 


NOTE 

SUR  LE  NOMBRE  DES   POINTS  D'iNFLEXION  RÉELS  DES  COURBES 
1)1'  TROISIÈME   DEGRÉ 

Par  M.  •!.  Collin,  ancien  élève  de  L'École  polytechnique, 

professeur  de    mallu''inali(pues. 


Nous  nous  proposons  de  donner  une  démonstration  directe 
et  fort  simple  de  ce  théorème  bien  connu  : 

Théorème.  —  Une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  pas 
avoir  plus  de  (rois  points  d'inflexion  réels;  et  si  elle  en  a  trois, 
ils  sont  en  ligne  droite. 

Pour  le  démontrer,  nous  allons  établir  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Si  une  courbe  du  trois  inné  degré  <i  deux  points 
d'inflexion  réels,  elle  en  a  forcement  un  troisième,  situe  sur  lu 
droite  nui  joint  tes  deux  premiers. 

En  elTet,  1"  supposons  d'abord  qu'en  ces  deux  points  d'in- 
flexion A  el  II,  les  tangentes  ne  soienl  pas  parallèles.  Prenons 
ces  tangentes  respectivement  pour  axes  des  x  et  des  y; 
l'équation  de  la  courbe  sera 
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b3 
(y  —  b)3  H r  (x  —  a)3  -f  œy  [my  -f  nx  -f  p)  |65  =  o 

c'est-à-dire        (ay  +  6œ  —  ab)3  -\- xy  .  R  =  o, 

R  étant  un  polynôme  linéaire  ;  or,  cette  forme  met  le  lemme 

en  évidence. 

2°  Supposons    maintenant   que  les   tangentes   en  A  et  B 
soient  parallèles.  Prenons  alors  pour  axe  des  x  la  droite  AB, 
et  pour  axe  des  y  la  tangente  en  A.  L'équation  de  la  courbe 
sera    y3  -\-  myx2  -\-  nx3  —  maxy  -J-  px*-  -j-  x(na  —  p)a. 
c'est-à-dire  y3  -f  x(x  —  r?)R  =  o  ; 

ce  qui  démontre  encore  le  lemme. 

Cela  posé,  passons  au  théorème,  soit  une  courbe  quel- 
conque du  troisième  degré  :  1°  Elle  ne  peut  pas  avoir  plus 
de  trois  points  d'inflexion  en  ligne  droite;  2°  Elle  ne  peut  pas 
avoir  trois  points  d'inflexion  non  en  ligne  droite;  car,  en 
vertu  du  lemme  précédent,  elle  en  aurait,  alors  une  infinité. 

Donc,  au  plus,  elle  peut  avoir  trois  points  d'inflexion  en 

ligne  droite  ; 

c.  q.  f.  d. 


DU  NOMBRE 

QUI    EXPRIME   COMBIEN    IL    Y   A   DE    NOMBRES   PREMIERS 

A    UN     NOMBRE    DONNÉ     11     ET    COMPRIS     ENTRE     ZÉRO    ET     [) 

Par  M.    ilinine. 

(Société  mathématique  de  Moscou,  séance  du  !•">  janvier  1880.] 


Nous  emploierons  le  symbole  (<p(N)  \  pour  désigner  com- 
bien il  y  a  de  nombres  premiers  à  N  dans  la  suite  i,  2.  3,... 
P;  nous  désignerons  par  E  (x)  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  une  quantité   quelconque   x,   et   nous  représenterons 

l'expression  E(  —  )  symboliquement  par  nE . 

N  étant  éeral  à  a™  b'J  c'(  (P  .  .  ,  écrivons  la  suite  des  nombres 
entiers  1,2,3,4, ,P —  i,P.  (1) 
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Si  des  P  nombres  de  cette  suite  je  retranche  les  nombres 
qui  sont  divisibles  par  a;  du  reste,  les  nombres  qui  sont 
divisibles  par  b;  du  reste,  les  nombres  qui  sont  divisibles 
par  c,  etc.  . .,  les  nombres  restants,  dans  la  suite  (1),  seront 

en  nombre  (?(N)  )  .  Or  dans  la  suite  (1)  il  y  aE  — j  nom- 
bres qui  sont  divisibles  par  a.  Retranchant  ces  nombres,  il 
vient  P  —  E(— )  =  P(i   —  E  -&■ 

Retranchons  du  reste  E(  — — H  i   —  E  — j  nombres  qui 

smil  divisibles  par  b,  il  vient  : 

_EJiL\_E^Y,-E 


a    J  \  b   )\  a 

.-EiHY.-E     (0 


a    J\  b 

Retranchons  du  reste  les  nombres  qui  sont  divisibles  parc, 

,  ._  E-^-Yi  -  E-^LVi  _  l'Jdl-  )  et  a 


de  suite. 

On  a  donc 


Ho-=p('-eJïï 


.wv._ïJiLYI_ï.(0 


b    J\  c 

-E^LY..  (2) 


d 

Il  faut  remarquer  que  dans  celte  formule  l'opération  de  la 
multiplication  peut  se  faire  dans  un  ordre  quelconque,  car 

e— fL.  =  E-X_  =  BJL. 

y  x  y 

Si  P  est  divisible  par  a,  6,  r...,  la  formule  (2)  se   réduit   à 

«=-(— fX— rX— fX—r)- 

P  élantégal  à  N,  la  même  formule  donne  la  formule  connue 

•  m-K^-rX— rX— fX— t)- 

Exemple.  —  Soienl  N  =  12,  P  =  3y.  La  formule  (2) donne 
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(,„):= 37(,-e^x,-e^-) 


37_E-^ E— 1—  4-  E 


37       ,    -t.    37 


~~       J  3  2  '  2.3 

—  3-—  12  —  18  +  6=  i3. 
Remarque.  —  Soient  N,   N,  N"...    des  nombres  premiers 
entre  eux  deux  à  deux;  on   conclut  de  la  formule  (2)  que  le 

symbole  («»(N)]    jouit  de  la  propriété  suivante: 

\p/         \p7         \p'  /  \p.p'.p*... 

H(H(H-=(»(N-ir-r-)i    . 

Si  dans  cette  formule  on  fait  P  =  N,  P  =  N',  P*  =  W  .... 
on  trouve  l-'équation  connue 

mim  o(N  I  ?(N "i...   =  q>(N.N.N\..). 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  H.  «Jonanne,  professeur  au  Lycée  de  Caen. 


Equation  du  cercle  payant  par  trois  des  pieds  des  normales 
menées  d'un  point  à  une  conique  à  centre. 

Soient  a  et  p  les  coordonnées  du  pied  d'une  normale  issue 
d'un  point  (X,  Yj  ; 

Il  en  résulte  les  identités, 

v2  '■?- 

1 ! i=o.    C*<zêX  —  alr-\  A-tf-j.  =  0. 

a1  b- 

En  prenant   pour  origine  le  point   (o£)  les  équations  qui 

donnent  les  pieds  des  normales  sont  : 

(1)  «2i/2  -f  b°-x-  +  2a-';\)  -f-  2b*aX  =  o. 

(2)  c*xy  —  yïa-X  -f  xô«)  -f-  x(6*Y  -f  po«)  =  o. 
L'équation  du  cercle  cherebé  qui  passe  par  les  trois  autres 

pieds  est  :       x*  -j-  y-  -\-  2Mx  -f-  2M1/  -f-  P  =  o  ; 

M.X  et  P  sont  des  fonctions  de  x0,  X  et  Y  qu'il  faut  déterminer. 

A  cet  effet,  cherchons  d'abord    l'équation    aux   abs<-; 
et  posons  pour  plus   de  simplicité  A  =  a-X  -j-  x62,  B  =  b'2Y 
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-J-  |5a2;  cette  équation   est  fournie    par  l'élimination  de    y 
entre  (1)  et  (2);  et  par  un  calcul  facile,  on  trouve  : 
c*6sœ8  -h  2C2o2(c2aA)as2  -f  [a2BfB  —  2a2p)  -f  A62(A  —  j.cH)\v 
-f  2Â(a^B  -f  62ccA)  ==  o     et  x  =  o. 

L'équation  du  troisième  degré  donne  les  abscisses  des 
trois  pieds  situés  sur  le  cercle. 

J'obtiendrai  une  autre  forme  de  cette  équation  en  tenant 
compte  de  ce  que  les  coordonnées  de  ces  points  doivent 
satisfaire  simultanément  aux  trois  équations  suivantes  : 

(c-x  —  A) y  -\-  TSx  =  o 
<i-if  -\-  2a2r:y  +  b2x2  +  2b-y.x  =  o 
y2  -f  2X1/  -f  x2  +  2-M.x  +  P  =  o 
Pour  remplir  cette  condition,  il  suffit  en  considérant  y  et 
y2  comme  deux  variables  linéaires  d'écrire   que  le  détermi- 
nant est  nul  :  savoir 

o  c-x  —  A     Bx 

a1  2a*$  b2x2  -f-  2b- ax       =  o. 

i  2N  x2-\-  2MflC  +  P 

En  développant,  on  a  celte  autre  équation  du  troisième 
degré  : 

r\j  '  -f  c2[2(M«2  —  b2y.)  —  A].c2  -f-  [cV/T  —  2A(Mr;2  —  b2x) 
j_  2a2£P  —  2Na2B]sc  —  Aa2P  =  o. 
Les  racines  étant  les  mêmes  que  celles  de  la  précédente, 
on  est  conduit  en  identifiant  aux  équations  suivantes: 
,  2(Ma2  —  &*<x)  —  A 

l)2    ~  2  62(C2a  —  A) 

,-VP  —  2A(Ma2  —  6"a)  -f  2a2pB  —  2Na8B 


a2B2  —  2a2c2^B  -)-  A262 
—  a2P 


4&2c 


2(u2^B-f  62aA) 
Ces  équations  donnent  les  valeurs  de  M,  N  et  P,  savoir 
2a2-/  —  A  M  26"fl  —  B 


2  M  = 


2N  = 


P2  z= 2 


IF 


+4V 
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Alors,  l'équation  du  cercle  est  la  suivante, 
&  +  y0-  +  (2y.  —  —Jx 

Eny  substituant  les  coordonnées  du  point  diamétralement 
opposé  à  l'origine  x  =  —  2x,  ?/  =  —  26,  on  met  immédiate- 
ment en  évidence  le  théorème  de  Joachimstal. 

Cette  équation  permet  encore  de  vérifier  le  théorème  de 
de  M.  Laguerre,  à  savoir  que  le  cercle  passe  par  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  conique  sur  la 
tangente  menée  au  point  de  Joachimstal. 

A  cet  effet  on  ramène  l'équation  du  cercle  au  centre  de 
la  conique  et  pour  cela  il  suffit  de  poser  x  =  x'  —  a, 
y  =  y  —  B,  X  =  X'  —  a,  Y  =  Y'  —  B.  Ce  qui  donne  en 
faisant  disparaître  les  accents 

v.b2  r-a°- 

x-  _L  ,f-  _|_  xx  _|_  py  _  Xx  —  yy —  x  —   -^-y 

v.-b2  &*as 

—    aX  —   SI '- =  O. 

a-  fr 

en    remarquant    qu'on    a    CsaS  =   a2BX  —  62ay   on    en    tire 

(I1    r'j  C" 

Y  =  - — —    X — .  3el  en  substituant  l'équation  du  cercle 

b-  y.  b2     ' 


devient  se'  +  y*  +  -,.r  -f  Et, —   (  — -  -j-  ±L) 


(-  +  -FJ  +  — ^- 

6/ya1  x2a*  68as 


o. 


6*  6»  b» 

Les  c  «ordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  sont  don- 

par  les  équations 

<i-'-.)j  -\-  b-j..v  =  —  aa6*; 

b-y.y  —  a'Êas  =  o. 

,,  ,  i 

hn  posant  a2  =  — — 

ht  ^  ~v 

d*<i  d*b        .  ,     . 

x  = u  = -i-  :  si  on  substitue  on  a  : 

•/-     •  b1 
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Va2      '      6V  ^       a       \a«    ^b1/ 
Xa«  /a2  f:2  \  rtv  a2/;2  ;J./-] 


r  c"i2  aV/2  ;  ;21 

-|-    — ! — ■ : — ■ ! =  o  :  car  les  termes  enlrr>  cro- 

l   a1  ir  c-  J 

6 

cliols  sont  nuls  et  les  termes  entre  parenthèses  se  détruisent. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 

A   L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


Géométrie  à  deux  dimensions. 

—  Étant  donnés  le  pied  de  la  directrice  d'une  parabole  sur  l'aie  et  un  point  de 
la  courbe,  trouver  le  lieu  des  sommets  de  toutes  les  paraboles  ayant  ces  deux 
points  communs;  à  priori,  combien  les  données  constituent-elles  «le  conditions? 

—  Étant  donnés  une  conique  el  un  cercle  tangents  tous  deux  à  l'axe  des  a;  à 
l'origina,  on  demande  les  sécantes  c  •  à  la  conique  et  au  cercle. 

—  Former  l'équation  du  cercle  qui  passe  par  les  pieds  <\r<  trois  normales 
qu'on  peut  général  ter  d'un  point  extérieur  a  la  parabole. 

—  Par  un  point  d'une  hyperbole  on  mène  deux  droites  parallèles  à  des  direc- 
tions Gxes  donaées;  on  joint  les  seconds  points  d'intersection  de  ces  droites 
avec  li  courbe;  et  on  demande  le  lieu  des  milieux  des  cordes  ainsi  obtenues, 
lorsque  le  p  il  choisi  sur  l'hyperbole  parcourt  la  courbe. 

—  Former  l'é  [u  ition  générale  de»  coniques  ayant  pour  centre  l'origine  désaxes 
el  pa  ;anl  par  deux  points  A.  et  :'.  don  données  sont  respectivement 
x  —  a.    y'  =  b.     x'  —  at\j —  i     et    y"  =  b\J —  i. 

—  En  un  poinl  M  d'une  parabole  on  mène  une  normale  MA  ;  par  le  sommet 
de  la  c  >urbe,  <m  mène  à  cette  normale  mie  parallèle  sur  laquelle  on  prend  une 
longueur  égale  â  lt  portion  de  li  normale  interceptée  par  la  parabole.  Trouver 
le  lieu  de  l'extrémité  de  cette  p  irai 

—  Ondemande  dechercher  les  foyers  et  les  directrices  de  la  courbe  xy —  x 
-\-  i  =  o. 

i :  y- 

—  Etant  donnés  une  ellipse ! — '- i  =  o  et  un  cercle  x-  +   u- 

1       0J         b* 

+  idx  -f-  2P.7  =  o  qui  passe  par  le  ce  il  e  de  l'ellip3e,  on  demande  la  relation 
i|ui  doit  exister  entre  a,  b.  d  el  e  pour  que  l'une  des  cordes  commun 
deux   o  >il  vue  du  centre  sous  un  angle  droit. 

—  Pormer  l'équation  générale  d  ss  coniques  qui  onl  an  foyer  sur  Ox  el  l'autre 
sur  Oy.  qui  coupent  l'axe  Ox  en   V  el  l'axe  Oy  en  B.  —  l  . 

situés  sur  l'axe  local. 
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—  Etant  donnés  une  hyperbole  équilatère  et  un  cercle  concentrique,  trouver 
le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  l'hyperbole  qui  sont  tangentes  au  cercle. 

—  Trouver  la  condition  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de  l'équation 
générale  du  2e  degré  à  2  variables  pour  que  la  distance  d'un  foyer  à  la  directrice 
correspondante  soit  égale  à  une  longueur  donn<  e  S- 

—  Lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direction  donnée  y  =  »;./. 
dans  la  courbe  y  =  a;1. 

—  On  considère  une  ellipse  et  un  point  P  mobile  sur  cette  ellipse.  Avant 
joint  le  point  P  aux  extrémités  A  et  A'  du  grand  axe.  on  abaisse  du  point  Aune 
perpendiculaire  AH  sur  A'P.  et  du  point  A  une  perpendiculaire  Ail  sur  AP; 
trouver  le  lieu  du  point  il  de  rencontre  de  ces  deux  perpendiculaires  quand 
le  point  P  décrit  l'ellipse.  —  Vérifier  le  résultat  obtenu  en  supposant  que 
l'ellipse  devienne  un  cercle. 

—  On  considère  une  série  d'hyperboles,  avant  les  mêmes  asymptotes;  on 
demande  le  lieu  des  contacts  des  tangentes  menées  d'un  point  du  plan  à  toutes 
ces  hyperboles. 

—  Etant  données  deux  coniques  f.r.  .;/  =  o.  tp(x,  ;/  =  o  et  une  courbe 
quelconque  Y[x.  y)  =  o.  on  demande  le  lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires 
par  rapport  aux  deux  coniques  données  concourent  sur  la  courbe  F  [x,  y)  —  o. 
—  La  courbe  F  (x.  y)  ==  o.  étant  elle-même  une  conique,  on  demande  ce  que 
devient  le  lieu  trouvé. 

—  Etant  données  trois  coniques  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o.  on  demande  le  lieu 
du  point  tel  que  ses  polaires  par  rapport  aux  trois  coniques  soient  concourantes. 
Le  lieu  du  point  de  concours  des  trois  polaires  diffère-t-il  du  précédent?  — 
.Montrer  que  si  les  trois  coniques  données  ont  un  point  commun,  le  lieu  cherché 
passe  par  ce  point.  —  Quelles  conséquences  tire-t-on  de  ce  fait? 

—  Suit  un  point  P  extérieur  à  une  ellipse;  trouver  sur  l'ellipse  un  point  .M 

tel  qu'en  joignant  PM  et  prolongeant  PM  jusqu'à  l'autre  point  de  rencontre  M' 

PM 
avec  l'ellipse  le  rapport  -r^-rr  soit  égal  à  un  rapporl  donné.  — Quel  est  le  lieu 

que  décrit  le  point  P  quand  on  le  suppose  variable? 

—  On  donne  deux  axes  rectangulaires. et  un  point  A  sur  l'axe  Ox.  — Trouver 
le  lieu  du  foyer  des  coniques  tangentes  en  A  à  Ox,  tangentes  à  0//  en  un 
poinl  non  donné,  et  dont  une  directrice  pa  ;e  à  l  origine.  Peut-on  prévoir  à  priori 
que  la  deuxième  condition  donnée  n'influera  pas  sur  le  lieu?  —  A  priori,  quel 
est  ce  lieu  ? 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

—  Etanl  donnée  une  droite  Dxe  dansl'espace,  trouver  l'équation  de  la  surface 
engendrée  par  un  cercle  donl  le  centre  reste  constamment  sur  la  droite  donnée, 
dont  le  plan  tourne  autour  de  cette  droite,  et  dont  la  circonférence  s'appuie  sur 
lei  axes  des  x  et  des  y. 

—  Equation  générale  des  surfaces  du  second  degré,  qui  contiennent  l'axe 
de3  z.  et  une  p  irallèle  à  l'axe  des  y. 

—  Dan--  le  plan  bissecteur  du  di  dre  "Z.  on  donne  un  cercle  ayant  son  centre 
a  l'origine  et  île  rayon  connu.  Ce  cercle  rencontre  <>z  en  deux  points  a  et  \'  ; 
par  !'■  point  A.  ou  mène  une  parallèle  a  Ox,  et  par  le  point  A'  une  parallèle  à 
•  \y.  (  In  demande  la  surface  engendrée  p  o-  [\»o  droite  assujettie  à  rencontrer  le 
cercle  el  les  deux  droites  fixes.  —  N  érifier  a  priori  le  résultai  obtenu.  Chercher 
le  second  système  île  sections  circulaires  de  la  surface,  el  interpréter  le  résultai 
obtenu. 
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—  Lieu  des  point?  équidistants  de  1';ixl*  de;  Z  et  d'un  plan  quelconque 
Ax  +  Ky  +  Cz  +  D  =  o. 

—  Etant  donné  un  cube,  on  forme  les  équation?  des  diagonale?  BA  et  BC, 
menées  il  ina  deux  faces  du  solide  a  partir  d'un  même  sommet.  On  demande  de 
calculer  la  valeur  de  l'angle  ARC  de  ces  deux  lignes. 

x2  y~         z~ 

—  On  coupe  l'ellipsoïde    — r-  +  ir  +  --r-  =  1 1    P11'  le   l,lm   5  =  >nx 

a2  b-  c- 

-j-  ny  +  p;  par  chique  point  de  la  section  on  mène  une  tangente  horizontale  à 
l'ellipsoïde;  trouver  l'équation  de  la  surface  formée  par  l'ensemble  de  ces  tan- 
gentes. 

—  Soient,  en  coordonnées  rectangulaire-; 

S  =  x2  +  y2  +  **  4"  ax  +  b'J  +  rz  +  d- 
S'=  x-  +  y-  +  z2  +  a'x  -f  b'y  +  c'%  +  d'. 

et  P  =  ax  +  Ê»  +  y-  +  o,      F  =  x'a;  +  p'*  +  Y**  +  &'• 
s        i> 

On  demande  de  discuter  l'équation  —7-  =  — -.  Propriétés  de  la  surface   que 

la  forme  de  L'équation  met  en  évidence. 

—  Quelles  sont  les  propriétés  de  la  surface  dont  l'équation  esl 

s  =  ax  +  by  +*c  ±  v  x2  -j-  y-  ? 

—  Chercher  si  l'on  peut  placer  des  droites  sur  La  îurface 

a?     ,     y3  z3 

a3  b3  >■ 

Discuter  La  question. 

—  Equation  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  X3  +  y3  +  c1  =  o3  parallè- 
lement a  la  droite  [x  =  o,  y  +  z  =  o). 

—  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  plan:  trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
circonscrits  à  L'ellipsoïde  et  dont  la  section  par  le  plan  donné  esl  une  parabole. 
—  Reconnaître  p  ir  des  raisonnements  géométrique3  à  priori  la  nature  du  lieu. 
Quel  lerail  le  Lieu  si  l'on  demandai)  que  la  section  lut  un  cercle?  —  Chercher 
par  de  considérations  géométriques,  puis  par  le  calcul,  quel  sera  le  lieu  si  l'on 
veut  que  la  section  soil  nne  hyperbole  équilatère. 

—  On  donne  deux  points  A  et  A'  sur  l'axe  OZ,  et  une  courbe  f[x,  y)  =  o  dans 
|e plan  des  xy;  on  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  un  cercle 
assujetti  à  passer  constamment  par  les  deux  points  A  et  A' et  à  toucher  la  courbe 
/  ,c.  tj  .=  o.  —  Discuter  suivant  la  nature  de  cette  dernière  courbe. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


248.  —  Dans  un  quadrilatère  ABCD,  nous  désignerons 
par  a,  b,  c,  e,  d  et  d  les  deux  diagonales,  o>  leur  angle; 
hi  et  IL  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  la 
diagonale  d;  h3  et  ht  les  perpendiculaires  abaissées  sur  la 
diagonale  d'  :  démontrer  les  formules  suivantes: 
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h,  -f  hs  -f-  Ji3  +  h,  =  (d  +  «0  sin  w. 

/'3  +  &*  rf  ' 

S==    i     (/'t   +  ht)(ha  ±K)  _ 
2  sin  w 

/î,  /?.,  /;,   /?,  = sin  A  siu  B  sin  G  sin  D 

1     -    3     *  &  d% 

249.  —  Si,  dans  un  triangle  x\BC,  un  angle  G  est  double 
d'un  autre  angle  A,  la  projection  du  côté  BG  sur  la  bissec- 
trice intérieure  de  l'angle  G  est  égale  à  la  moitié  du  côté  AB. 

(Launoy.) 

250.  —  Si  dans  un  triangle,  la  bissectrice  intérieure 
d'un  angle  est  égale  à  l'un  des  côtés  de  l'augle,  la  projec- 
tion de  l'autre  côté  sur  cette  bissectrice  est  égale  a  la 
demi-somme  des  côtés  de  l'angle.  (Launoy.) 

251.  —  On  donne  un  carré  ABCD  et  un  cercle  ayant 
pour  centre  le  sommet  A  de  ce  carré,  et  pour  rayon  le  côté 
du  carré;  à  ce  cercle,  on  mène  une  tangente  quelconque 
PQ,  qui  rencontre  les  côtés  BG,  GD  du  carré  aux  points  P 
Q.  Trouver  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  APQ.  (de  Longchamps.) 

252.  —  ABCD  est  un  quadrilatère;  M  et  N  sout  les 
milieux  des  diagonales  AHG,  BHD  qui  se  coupent  en  H.  Les 
cercles  AHB,  CHD  se  coupent  en  P  ;  les  cercles  HBC,  HDA 
se  coupent  en  Q.  Démontrer  que  les  cinq  points  M,  N,  H, 
P,  Q  sont  sur  un  même  cercle.     (The  Educational  Times.) 

Mathématiques  spéciales. 

253.  —  Etant  donnés  dans  un  plan  un  parallélogramme 
cl  une  droilc,  on  demande  de  construire,  avec  la  règle  et  le 
compas,  les  points  où  la  droilc  rencontre  une  ellipse  inscrite 
au  parallélogramme  et  touebant  ses  quatre  côtés  en  leurs 
milieux.  (Concours  général  1SI3.) 

254.  —  Si  l'on  désigne  par  Sn  la  somme 

s„*  r-}-_L-f4-  +  —  +...+— , 

1     2     '     5     '     4  '     n 


—  -287  — 
démontrer  les  identilés  suivantes: 

~ +  -^— -"f  ...  +  —  +  — — 

i  2  n  —  2         ii  —  i  J 

2°      s,,  =  —  +  2P  [ ! + ! l_  ... 

2p  r   L  I    (2p  I)  2   (2/>  —  2)        ' 

+ ! 1 

(p  —  i)  (/>  +  i)  J 

3»      s,,  =r2p-f-i)f — ? — j ! [~- — ! -f... 

L  l.2p    '     2(2p  —  l)     '     3(2p—  2)    ' 

+  — J 1 

;        V    ^     2  A  p      '      2p  —  Ca"      '      3p  —  C" 

s.     s»  =  i+i  +  r > +  . . . 

2  LH(»   "    I  »•"   2 

+  •  ■  •  + = 1 

l/(   —    12    J 

ri       2    .  ,    ??  —  i  n 

,.         S.=  n-[T  +  T+...  +  — — J 

g.     s„=I  +  ^^-r-^+^-  +  . . . 

n 2     L    2     .    /(  3(H I) 

1     (  n  —  l  I .  3  J 

ri0  //  —  2 

9-        2s„=„+,-[_+^+    .    .   .  +  — — 

itfs.-s,.=  "+'';'  r   "-''    +  "-/■-■ 

e         n  —  p  -f  i    |.    ntp  -f-    i  )       '    (p-\-  2)(n  —  1 

+ 4- ! 1 

i     J 

(de  Longchamps. 
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255.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite 
s'appuyanl  constamment  sur  l'axe  OZ,  sur  la  droite  x  =  i , 
z  =  i,  et  sur  le  cercle  2=0,  x'2  =  y-  =  R2.  Etudier  les 
sections  faites  dans  la  surface  par  des  plans  parallèles  aux 
plans  de  coordonnées,  et  particulièrement  par  le  plan  z  =  /t; 
les  sections  obtenues  dans  ce  dernier  cas  sont  des  conchoï- 
des  de  Nicomède.  On  propose  de  le  démontrer  géométrique- 
ment, (de  Longchampî.) 

256.  —  On  donne  une  ellipse  dont  les  axes  sont  OA  et 
OB  ;  la  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe  rencontre  les 
axes  en  G  et  D  ;  on  construit  ]e  rectangle  OCPD,  et  on  joint 
le  sommet  P  au  point  M.  Démontrer  que  si  du  centre  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  PM,  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  normale  en  M  en  un  point  I,  qui  est  le  centre 
du  cercle  osculateur  de  l'ellipse  au  point  M. 

(de  Longchamps.) 

257.  —  Démontrer  le  théorème  suivant,  dû  à  M.  Mann- 
heim  :  A  partir  du  point  a  où  la  normale  en  m  rencontre  l'un 
des  axes,  nous  menons  une  perpendiculaire  à  celte  normale; 
cette  droite  rencontre  le  diamètre  qui  passe  en  m  en  un 
point  d:  nous  abaissons  de  ce  point  d  une  perpendiculaire 
sur  l'axe  dont  nous  avons  considéré  le  point  de  rencontre 
avec  la  normale;  cette  perpendiculaire  rencontre  la  normale 
au  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe  en  m. 

(Cours  de  géométrie  de  l'Ecole  Polytechnique.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒIILER. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA  PARABOLE 

ET    DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 

Par  M.  Launoy.  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Granil. 

[Suite,  voir  p.  241  et  suiv.) 


PROPRIÉTÉS   DES   TANGENTES 

XLIII.  Théorème.  —  La  tangente  à  la  parabole  fait  des 
angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  et  avec  la  parallèle  à  l'axe 
menée  par  le  point  de  contact. 

Soit  (fig.  !9)  M  un  point  d'une  parabole  définie  par  son 
foyer  F  et  sa  directrice  D, 
MC  la  tangente  en  M  ;  on 
démontrerait,  comme  pour 
l'ellipse,  que  le  quadrilatère 
MFCP  est  inscriptible  dans  un 
cercle  et  que  par  suite  les  an- 
gles CMF  et  CMP  sont  égaux. 

Remarque  I.  —  Le  lieu  des 
projections  du  foyer  sur  les  tan- 
gentes est  la  tangente  au  sommet. 
En  effet,  le  triangle  PMF  est 
isoscèle,  MI  est  bissectrice  de 
l'angle    PMF,    donc   le    point  Fig.  19. 

I  est  le  milieu  de  PF  et  appartient  à  la  tangente  au  sommet. 

Remarqi  e  II.  —  Le  lieu  du  point  symétrique  du  foyer  par 
rapport  aux  tangentes  est  la  directrice  ;  en  cil  et  IP  =  IF. 

Remaiiqie  III.  —  La  tangente  est  bissectrice  d'  l'angle  que 
fait  lu  directrice  avec  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  ou 
cette  tangente  rencontre  la  directrice.  En  effet,  il  est  facile  de 
voir  que  les  angles  FCM  et  PCM  sont  égaux. 

journal  DK  MATH.  1880.  19 
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Il  est  inutile  de  rappeler  ici  les  différentes  constructions 
de  la  tangente  à  la  parabole;  on  les  trouvera  dans  tous  les 
ouvrages  de  géométrie  élémentaire. 

XLIV.  Théorème.  —  La  polaire  d'un  point  de  la  directrice 
par  rapport  à  une  parabole  passe  par  le  foyer. 

En  effet,  la  ligne  CF  (fig.  19)  est  perpendiculaire  à  la  fois 
sur  les  rayons  vecteurs  FM  et  FM';  donc  ces  deux  lignes  ne 
peuvent  en  faire  qu'une  M'FM  qui  est  la  polaire  du  point  C. 

Remarque.  —  Les  tangentes  issues  d'un  point  de  la  directrice 
sont  rectangulaires.  En  effet  CM  et  CM'  sont  les  bissectrices 
de  deux  angles  supplémentaires.  (XLIII,  Remarque  III.) 

XLV.  Théorème.  —  La  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  de 
rencontre  de  deux  tangentes  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons 
vecteurs  des  points  de  contact. 

MA  et  MB  (fig.  20)  sont  deux  tangentes  à  la  parabole  qui. 


Ftg.  %0. 

prolongées,  rencontrent  la  directrice  en  Q  et  en  P.  Si  l'on 
joint  P  et  F,  Q  et  F,  on  a  le  triangle  PFQ  dans  lequel  les 
lignes  PM  et  QM  sont  bissectrices  des  angles  FPQ  et  FQP 
(XLIII,  Remarque  III);  le  point  M  est  alors  le  centre  du  cer- 
cle  inscrit  au  triangle  PQF  et  la  ligne  FM  est  bissectrice  de 
l'angle  PFQ;  d'où  résulte  l'égalité  des  angles  PFM  et  QFM, 
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Les  triangles  rectangles  PFB  et  QFA  montrent  que  les 
angles  PFM  et  QFM  sont  complémentaires  des  angles  MFB 
et  MF  A  et  de  l'égalité  des  deux  premiers  résulte  évidem- 
ment l'égalité  des  deux  derniers. 

XLVI.  Théorème.  —  Le  lieu  du  point  de  concours  de  deux 
tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  constant  est  une  hyperbole 
qui  a  même  foyer  et  même  directrice  que  la  parabole. 

Le  point  M  (fig.  20)  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  le 
centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  PFQ;  la  distance  du 
point  M  au  côté  PQ  est  son  raj^on;  cette  distance  MH  est 
aussi  celle  du  point  M  au  côté  PF,  de  sorte  que  la  surface 
du  triangle  PFM  a  pour  expression 
PF  X  MH 

2 

De  ce  que  FM  est  bissectrice  de  l'angle  PFQ,  cette  sur- 
face a  encore  pour  expression 

—  MF  X  FP  sin  — — . 


Égalant  ces  deux  expressions  et  divisaut  les  deux  ternies 
par  PF,  on  trouve 

2 

PFQ 
MH=MF  sin  — 


Mil          .      PFQ 
ou  -7TF-=  sin " 

Mi"  2 

Or,  il  est  facile  de  voir  sur  la  figure  que  dans  le  triangle 
PFQ  on  a 
PFQ  =  %—  2(QPM  +  PQM)  =  ic— 2(ic— PMQ)  =  2PMQ— *, 

et  si  l'on  désigne  l'angle  constant  PMQ  par  ot,  on  a 
PFQ  =  2x  —  - 

.      PFQ  .     /  -  \ 

et  sm =  sin    x  —  —  )»  =  —  cos  k, 


MH  ,     ,  , 

donc  le  rapport  — —-^-  est  constant  et  égal  a  —  cos  a;  ce 

rapport  étant  inférieur  à  i ,  le  lieu  cherché  est  une  hyperbole. 

Si  k  =  — -,  Mil  =  o  et  le    point   M  décrit   la   directrice  : 
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donc,  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à  une  para- 
bole est  la  directrice. 

XLVII.  Théorème.  —  La  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  de 
concours  de  deux  tangentes  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
rayons  vecteurs  des  points  de  contact. 

Soit  (fig.  20)  AFA'  la  polaire  du  point  Q;  les  deux  droites 
FM  et  FC  bissectrices  des  angles  supplémentaires  AFB  et 
BFA'  sont  rectangulaires;  alors  le  quadrilatère  QMFC  est 
inscriptible  dans  un  cercle  et  les  angles  FMC  et  FQC  sont 
égaux  ;  mais  dans  le  triangle  rectangle  AQA',  la  hauteur  est 
QF  et  les  angles  FQC  et  A'AQ  sont  égaux  comme  ayant 
même  complément  QA'A;  on  peut  donc  écrire  la  suite  des 
égalités  FMC  =  FQC  =  QAF. 

Les  deux  triangles  MFB  et  MFA  sont  semblables,  ayant 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  (FM  est  bissectrice  de 
l'angle  AFB)  ;  d'où  la  proportion 

MF  FA 

_FB     ~~    MF  ' 
qui  donne  MF2  ==  FA  X  FB. 

Corollaire.  —  Si  l'une  des  tangentes  est  la  tangente  au 

sommet,  l'un  des  rayons  vecteurs,  FB  par  exemple,  devient 

P 
-!—,  MF  est  la  distance  du  foyer  à  la  tangente  au  point  A: 
2 

on  a  alors  MF2  =  x  FA 

2 

c'est-à-dire  que  la  distance  du  foyer  à  une  tangente  est  moyenne 
proportionnelle  entre  le  demi-paramètre  et  le  rayon  vecteur  du 
point  de  contact. 

Remarque  I.  —  Soit  BFB'  la  corde  focale,  polaire  du  point 
P,  c  le  point  de  rencontre  de  PB'  et  de  QA;  les  lignes  MF 
et  FC  sont  rectangulaires  et  les  trois  points  C,  F,  G'  sont  en 
ligne  droite.  Si  l'on  prolonge  les  tangentes  PB  et  QA'  jus- 
qu'à leur  rencontre  en  N,  les  trois  points  N,  M,  F  sont 
également  eu  ligne  droite;  car  FN,  bissectrice  de  Fangle 
AF3'  (XLV),  l'est  aussi  de  l'angle  AFB,  puisque  les  angles 
AFB'  et  A'FB  sont  égaux;  donc  les  lignes  FN  et  FM  sont 
confondues. 
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Remakque  II.  —  D'après  la  détermination  du  point  X,  l'angle 
PNQ  est  supplémentaire  de  PMQ  ;  si  ce  dernier  est  constant  et 
égal  à  a,  l'autre  sera  également  constant  et  égal  à  -  —  a.  Soit 
NH'  la  distance  du  point  N  à  la  directrice  de  la  parabole  ; 
on  a,  d'après  le  théorème  XL VI, 

NH' 

-— — • •  =  cos  au 

Donc  si  le  point  M  décrit  une  hyperbole,  le  point  N  en  dé- 
crira une  également;  mais  si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (I) 
qui  a  servi  à  déterminer  l'hyperbole  d'une  manière  générale, 
on  verra  que  celte  détermination  est  indépendante  du  signe 

m 
du  rapport  désigné  par  —  et  qui  est  ici  —  cos  %  ou  cos  a 

selon  que  l'on  considère  le  point  M  ou  le  point  N.  Ces  deux 
points  doivent  donc  appartenir  à  la  même  courbe;  le  point 
M  considéré  seul  ne  décrit  qu'une  branche  d'hyperbole,  le 
point  N  décrit  l'autre. 
Ces  deux  points  sont  tels  que 

M  H  NH' 

=  o. 


.M  F 


NF 


XLVIII.  Théorème.  —  Le  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  trois  tangentes  à  la  parabole  passe  par  le  foyer. 

Soient  (fîy.  21),  'SIX,  MB  deux  tangentes  coupées  en  D  et 
D'  par  une  troisième  dont  le 
point  de  contact  est  I  ;  on  sait 
(XLYII)  que  les  deux  angles 
IDF  et  DAF  sont  égaux;  pour 
la  môme  raison,  les  angles 
MAF  et  BMF  ou  D'MF  sont 
égaux  ;  donc  les  angles  D'MF 
et  DDF,  tous  deux  égaux  à 
MAF,  sont  égaux  entre  eux  et 
lo  quadrilatère  MDFD'  est  ins- 
criptible  dans  un  cercle,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire  I.  —  S»  d'un 
point  de    la  circonférence    d'un 


circonscrit  à  un  triangle  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
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trois  côtés,  les  trots  points  obtenus  sont  en  ligne  droite.  —  En 
effet,  le  point  considéré  peut  être  pris  pour  foyer  d'une 
parabole  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  et  les  trois 
perpendiculaires  appartiennent  à  la  tangente  au  sommet  de 
cette  parabole  (XLII,  Remarque  I). 

Corollaire  II.  —  Une  parabole  est  déterminée  par  quatre 
tangentes.  —  En  effet,  deux  de  ces  droites  et  l'une  des  deux 
autres  déterminent  un  triangle  auquel  on  peut  circonscrire 
un  cercle;  les  deux  premières  et  la  quatrième  déterminent 
un  second  cercle  qui  coupe  le  premier  en  deux  points;  l'un 
de  ces  points  est  le  sommet  commun  aux  deux  triangles; 
l'autre  est  le  foyer  d'une  parabole  tangente  aux  quatre 
droites  ,  ces  quatre  droites  considérées  trois  à  trois  donnent 
quatre  cercles  pareils,  qui  ont  un  point  commun  ;  de  ce 
point,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  quatre  tan- 
gentes ;  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  en  ligne 
droite.  Cette  droite  rencontrant  les  quatre  premières 
peut  donner  naissance  à  six  nouveaux  triangles  et  par  suite 
à  six  nouveaux  cercles  indépendants  des  quatre  premiers; 
ces  six  cercles  passent  également  par  le  point  considéré. 

XLIX.  Théorème.  —  L'angle  sous  lequel  est  vue  du  foyer 
une  tangente  mobile  limitée  à  deux  tangentes  fixes  est  constant 
et  égal  au  supplément  de  l'angle  des  tangentes  fixes. 

On  vient  de  voir  (fig.  21  et  théor.  XLVIII)  que  le  quadrilatère 
MDFD'  est  inscriptible  ;  donc  l'angle  DFD'  est  supplémen- 
taire de  l'angle  AMB.  Si  donc  on  donne  l'angle  fixe  AMB 
et  si  autour  du  point  F  on  fait  tourner  un  angle  égal  au 
supplément  de  AMB,  les  points  d'intersection  D  et  D'  dé- 
termineront à  chaque  instant  une  droite  DD'  tangente  à  une 
parabole  de  foyer  F  et  tangente  également  aux  côtés  de 
l'angle  AMB. 

Remarque.  —  DF  étant  bissectrice  de  l'angle  IFA,  on  a 

2 

pour  la  même  raison  IFD  = 
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et  en  additionnant  membre  à  membre 

AFB 
IFD  +  IFD'  ou  DFD'  =  . 

2 

Or,  on  vient  de  voir  que  DFD'  est  supplémentaire  de  l'angle 
AMB,  par  conséquent 


7T  —  ÀMB  = 


AFB 


Donc,  l'angle  de  deux  tangentes  qui  ne  contient  pas  la  courbe 
est  la  moitié  de  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  foyer  la  corde  des 
contacts. 

L.  Problème.  —  Déterminer  le  foyer  d'une  parabole  con- 
naissant deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact. 

Soient  (fig.  22)  MA  et  MB  les  deux  tangentes  données,  A  et 
B  les  points  de  contact  et  F 
le  foyer  cherché  ;  on  sait:  1° 
que  FM  est  bissectrice  de 
l'angle  AFB  (théor.  IXj;  2°  que 
l'angle  AFB  est  égal  à  deux 
foisl'angleA'MB(XIII,Rem.); 
d'oiila  construction  suivante. 
Sur  AB,  on  décrira  un  seg- 
ment capable  de  l'angle  dou- 
ble A'MB;  cette  construction 
déterminera  le  milieu  C  de 
l'arc  AB;  en  joignant  le  point 
C  au  point  D  on  aura    une 


Fi'j.  22. 


droite  qui  coupera  le  segment    au    foyer  cherché,  car  les 
deux  angles  BF(J  et  AFG  ayant  même  mesure  sont  égaux. 
Le  problème  n'admet  qu'une  solution. 

LI.  Problème.  —  Déterminer  le  foyer  d'une  parabole,  con- 
naissant trois  tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une  d'elles. 

Soient  (fig.  25)  MD,  MD',  DD'  les  tangentes  données,  I  le 
point  de  contact  de  DD',  F  le  foyer  cherché;  A  étant  le  point 
de  contact  de  MD,  on  a  vu  (XLVII)  que  les  angles  DAF  et 
IDF  sont  égaux;  or  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
DMD',  l'angle  DAF  a  pour  mesure 
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arc  MF  —  arc  DA' 


l'angle  IDF 


arc  DF 


arc  MF—  arcMD' 


Fig.  23. 


ces  deux  angles  étant 
égaux,  il  en  est  de 
même  des  arcs  MD'  et 
DA';  de  plus,  FD  étant 
bissectrice  de  l'angle 
IFA,lesarc3DA'etDI' 
sont  égaux,  donc  il  en 
est  de  même  des  arcs 
MD' et  DF.  On  démon- 
trerait également  que 
B  étant  le  point  de 
contact  de  MB',  les 
arcs  DM  et  D'B'  sont 
égaux  et  par  suite  DT 
et  MD;  d'où  la  cons- 
truction suivante  : 
après  avoir  construit 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  trois  tangentes, 
on  porte,  à  partir  d'un  sommet  pris  sur  la  tangente  dont  le 
contact  est  connu  et  sur  le  plus  petit  des  arcs  sous-tendus 
par  l'autre  tangente  issue  de  ce  sommet,  un  arc  égal  au  plus 
petit  des  arcs  sous-tendus  par  la  troisième  tangente;  la  droite 
qui  joint  le  point  obtenu  au  point  de  contact  donné  rencon- 
tre le  cercle  au  foyer  cherché. 
Le  problème  n'admet  qu'une  solution. 
Dans  le  cas  où  le  point  de  contact  donné  se  trouve  sur  le 
prolongement  d'un  des  côtés  du  triangle  formé  par  les  tan- 
gentes, en  A,  par  exemple,  on  prend  à  partir  du  sommet  D 
un  arc  DA'  égal  à  MD'  sur  le  plus  grand  des  arcs  sous- 
tendus  par  la  corde  MD;  la  ligne  AA'  donne  également  le 
foyer  F.  Le  point  A'  peut  ainsi  être  le  foyer  d'une  parabole 
tangente  aux  trois  droites  données;  dans  ce  cas,  le  problème 
admet  deux  solutions. 


Remarque.  —  Étant  donnés  trois  tangentes  et  le  foyer 
d'une  parabole,  il  est  facile  de  déterminer  les  points  de  con- 
tact; il  suffît,  d'après  ce  qui  précède,  de  prendre  à  partir  de 
D  et  D',  de  part  et  d'autre  de  ces  points,  des  arcs  respective- 
ment égaux  à  MD'  et  à  MD,  sur  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  des  tangentes  et  de  joindre  les  points  obtenus 
au  foyer.  Les  trois  droites  ainsi  construites  rencontrent  les 
tangentes  aux  points  de  contact. 

Corollaire  I.  —  Si  le  triangle  MDD'  est  isoscèle,  les  côtes 
MD  et  MD'  étant  les  côtés  égaux,  le  point  I'  coïncide  avec  le 
point  M;  alors  on  en  conclut  la  propriété  suivante  :  si  une 
parabole  touche  les  trois  côtés  d'un  triangle  isoscèle,  la  droite 
menée  par  le  sommet  de  ce  triangle  et  par  le  point  de  contact  de 
sa  base  passera  constamment  par  le  foyer  de  la  courbe.  (Steiner, 
Annales  de  Gergonne.) 

Corollaire  II.  —  De  ce  corollaire,  on  déduit  le  suivant  : 
si  une  parabole  touche  les  trois  côtés  d'un  triangle  équilatéral, 
les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  du  triangle 
avec  les  sommets  respectivement  opposés  concourent  toutes  trois 
au  foyer  de  la  courbe,  et  par  conséquent:  si  une  parabole  touche 
les  trois  Côtés  d'un  triangle  équilatéral,  les  droites  menées  par  les 
sommets  et  par  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  se  coupent 
toutes  trois  en  un  même  point,  et  le  lieu  de  ce  point  est  la  cir- 
conférence du  cercle  circonscrit.  (Id.,  id.)  (A  suivre.) 


FORMULES  TRIGÛNOMETRIQUES 

RELATIVES   AUX    ELEMENTS  d'un  TRIANGLE    RECTILIGNE 
(Suite,  voir  pnge  246  et  suiv. 


III 
RELATIONS   DONNÉES   PAR   LES  HAUTEURS  D'UN  TRIANGLE  QUELCONQUE . 

Dans  un  triangle  quelconque    ABC,  nous    appellerons    : 
R  le  rayon  du  cercle  inscrit  ; 
ha,  hi,,  hc  les   hauteurs   correspondant    respectivement   aux 

côtés  a,  b,  c; 
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AC 

A'C 

à 

T 

= 

IL 

la 

a 

c 

= 

Va  ' 

h'a.  h'b,   h'e,   les  portions  des  hauteurs   comprises  entre  les 

sommets  et  le  point  de  concours. 
h"a,  h"b,  h'c,  les  autres  portions  des  hauteurs; 

En  appelant  A'.  B ,  C  les  pieds  des  hauteurs,  posons  : 
BA'  =  pa;  CB'  =  pb\  AC  =  pc  ; 
CA'  =  qa;  AB    =  qb\  BC'  =  qc. 

Enfin  appelons  a,  p,  y  les  angles  du  triangle  A'B'C;   et 
alf  6l5  ct  ses  côtés,  St  sa  surface,  Rt  son  rayon. 

Cela  posé,  on  a  les  relations  suivantes  : 

16.  —  La  similitude  des  triangles  rectangles  nous  donne 
BG  B'C 


d'où  l'on  tire 
On  a  de  même 


17.  —  Les  quatre  points  A,  C,  A'  G  étant  sur  une  même 
circonférence,  on  a 

AH  .  A'H  =  HC  .  HG', 
ou  bien  h'a  h"a  =  h'c  h'c  . 

On  aurait  de  même        h'a  h"a  =  h'b  h'b  . 

18.  —  Les  points  H,  B',  C,  A'  élant  sur  une  même  circon- 
férence on  déduit       a  .  pa  =  hb  .  h'b  . 

On  a  de  même  a  .  q ,  =  hc  .  h'c  • 

On  a  les  quatre  formules  analogues  pour  les  autres  côtés. 

19.  —  Les   triangles    reclangles  A'HB,  AGA'   ont  leurs 
colés  perpendiculaires  par  suite  :  on  a 

BA'  HA' 

AA     ~=  "CA    ' 
ou  bien  pa  qa  =  ha  h'a  . 

On  a  de  môme  pb  qb  =  h  h"b. 

Pc  pc  =  hc  h"c. 
H.   —  On  sait  que  l'on  a 

(r-  =  bn-  -f  c-  ±  2AB  .  Atr. 

Or,  on  a        c  .  pc  =  ha  ha. 

Donc,  on  aura        a%  =  b*  -f-  c-  ±  2ha  h'„. 
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On  mettra  le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,  suivant  qu'il  s'agira 
d'un  angle  obtus  ou  d'un  angle  aigu.  On  peut,  du  reste, 
mettre  toujours  le  signe  — ,  et  considérer  le  produit  comme 
positif,  si  les  distances  AH,  AA'  sont  comptées  dans  le  même 
sens,  et  comme  négatif  dans  le  cas  contraire. 

On  a  donc,  dans  ce  cas, 

0}  =    b*  -\-  C1    —  2ka  h' a, 

b-  =  c2  -j-  a1  —  2ht,  hb, 
c2  =  a2  -f  b2  —  2hc  h'c. 
Ajoutons  membre  à  membre,  il  vient,  après  réduction, 

ha  h' a  4-  hb  h'b  +  hc  h'c  =  ^-(a2  4  &2  +  c2). 

21.  —  Si  l'on  considère  le  triangle  AÏÏC  formé  par  les 
segments  h'a,  h'c,  le  raj'on  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle 
est  R;  on  a  donc       h'a  .  h'c  =  2h"b  .  R; 

en  prenant  les  autres  triangles  analogues  au  triangle  AHC, 
et  multipliant  membre  à  membre  les  égalités  ainsi  obtenues, 
on  a  (h'a  h'b  h'c  )2  =  8R3/f  a  h'b  h"c. 

Si  on  ajoute  ces  égalités  au  lieu  de  les  multiplier,  on 
trouve    h'a  h'b  -f-  h'b  h'c  -f-  h'e  h'a  =  2~R(h"a  +  h"b  +  h"c  )• 

22.  —  On  a  les  relations 

c  a  b  c  a  -\-  b  -\-  c 


I 

i 

i 

i             i            i 

ha 

~h 

~h~7 

~ha~   ~r  ~h    ^  X" 

Puis  on  a  aussi 

c             ha 

2S  = = 

I 

hh 

K 

ha  4-  hh  +  hr 

r 

i 

a   ~    b   ~    c 

« 

b 

c 

En  égalant  ces  valeurs 

on 

a 

(a  + 

b  +  i 

{-. 

i 

-L.4-JLÏ 

b  '   c  ; 

«(*.+■».+  ».  y  «  +  >  +  ') 


ha  hb  hc 

23.  —  Appelons  K  le  point  où  AA'  rencontre  CB'.  Comme 
BH  est  bissectrice  de  l'angle  en  B',  on  a 
AH  AB 

HK    ~~  "BIT' 
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De  même,  la  droite  C'A  étant  bissectrice  extérieure  de 
„       .  p.  A'A  A'C 

Multiplions  membre  à  membre,  en  remarquant  que  le 
quadrilatère  C'HB'A  est  inscriptible  ;  il  vient 

h  a  h"  a  =  6^ 
de  même  hbh"b  =  c^; 

hch"c  =  afiv 

24.  —  Les  deux  triangles  AHC,  C'B'C  sont  semblables 
comme  ayant  les  angles  égaux,  puisque  l'angle  G  est  com- 
mun et  que,  les  quatre  points  A,  C,  H,  B'  étant  sur  une 
même  circonférence,  l'angle  en  C  est  égal  à  l'angle  en  A. 
Donc  AH  .  CC  =  AC  .  C'B; 

ou  bien  h'a  ■  hc  =  atb. 

D'autre  part,  on  a     ab  =  2R/<C. 
Multiplions  membre  à  membre,  il  vient 
ah' a  =  2Ra  ; 
on  aura  de  même  bh'b  =  2R6, 

ch'c  =  2Rcj. 
Multiplions  membre  à  membre,  il  vient 

,  abc  .  K ah' b h'r         abch" a h"  1, h"c 

8R3  ha  .  h0  .  hc 

Mais,  en  vertu  des  égalités  déjà  établies 

apa  =  h  bh'b  ;  bpb  =  hch'c  ;  cpc  =  hah'a  , 

abc  ha  h',  hc 

on  a  ■= .. 

lia  hb  hc  pa  pb  Pc 

On  a  donc,  d'après  des  égalités  précédentes 

,                ha  h'a  hb  h'b  hr  lie 
aY  Oj  c,  = =  cp,  qh  qc  . 

Pu  Pbpc 

On  en  tirerait  de  même 

ai  bi  Cl   =  Pa  pb  Pc  • 

Enfin,  en  multipliant  membre  à  membre 

(«,  bl  cj-  =  hn  h  hc  h'a  h'b  h',-  . 
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CONCOURS  ACADEMIQUES  DE  1880 


ACADÉMIE  D'AIX 


—  Vérifier  l'égalité 


21c     .  4*     ,  6«  i 

cos +  cos +  cos  =  — 

7  7  7  2 

—  On  donne  un  triangle  ABC.  et  on  propose  de  lui  circonscrire  un  triangle 
A'B'C  semblable  à  un  triangle  donné.  La  problème  a  une  infinité  de  solutions. 
On  demande  :  1°  de  construire  une  de  ces  solutions;  2°  de  construire  le  tri- 
angle ABC  dont  la  surface  est  la  plus  grande  possible;  on  examinera  le 
cas  particulier  où  le  triangle  ABC  est  semblable  au  triangle  ABC,  les  côtés 
homologues  étant  désignés  par  les  mêmes  lettres  accentuée-;. 


ACADÉMIE  DE  MONTPELLIER 

—  Étant  donnés  deux  cercles,  trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes 
menées  de  l'un  quelconque  des  points  aux  deux  cercles  soient  dans  un  rapport 
donné.  En  s'appuyant  sur  ce  qui  précède,  résoudre  la  question  suivante  :  Etant 
données  trois  sphères,  trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées 
de  l'un  quelconque  de  ces  points  aux  trois  sphères  soient  proportionnelles  à 
des  longueurs  données. 


ACADÉMIE  DE  BORDEAUX 

—  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  et  les  droites  a  qui  coupent  cet 
ellipsoïde  en  deux  points  tels  que  les  plans  tangents  menés  en  ces  points  soient 
rectangulaires.  On  demande  de  trouver  le  cùne  qui  contient  les  droites  a  qui 
passent  par  un  point  M.  Discussion  du  lieu  lorsque  le  point  M  occupe  toutes 
les  positions  possibles. 


ACADÉMIE  DE  POITIERS 

Mathématiques  élémentaires. 

—  On  fait  tourner  autour  de  leurs  bases  les  faces  latérales  SAB.  SBC.  -  \ 
d'une  pyramide  régulière  triangulaire  de  manière  à  les  amener  en  C  AB. 
ABC.  B'CA  et  alors  chacun  de  ce~  triangles  forme  avec  la  projection  sur  le 
plan  ABC  un  même  angle  ?  >  a  angle  dièdre  à  la  base  de  la  pyramide.  On 
représente  par  ia  le  côté  AB,  |nr  /  la  hauteur  du  triangle  isoscèle  SAB.  c'est- 
à-dire  l'apothème  de  la  pyramide  et  on  demande  d'exprimer  au  moyen  de 
9,  /,  a  le  volume  limite  par  les  triangles  èquilatérani  ABC,  ABC  et  les 
triangles  isoscèles  C  AB.  A  BC,  B'CA,  CA'B,'  ABC  B<   A  . 
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—  Pour  quelle  valeur  de  <?  compris  entre  a  et  2*  le  volume  est-il  maxi- 
mum? 

Dessiner  la  projection  sur   le  plan  ABC  du  polyèdre  maximum  dans  le 

cas  particulier  où  la  pyramide  est  un    tétraèdre  régulier. 


ACADÉMIE  DE  RENNES 

Mathématiques    élémentaires. 

—  Déterminer  deux  points  AA\  connaissant  leur  distance  2e,  le  produit 
b-  de  leurs  distances  à  une  droite  donnée  ox,  celui  b'-  de  leurs  distances  à  une 
seconde  droite  également  donnée  or'  perpendiculaire  à  la  première,  enfin  celui 
K.2  de  leurs  distances  au  point  0  où  se  croisent  ces  deux  droites.  —  La 
question  admet-elle  toujours  des  solutions? 

On  considère  en  outre  les  plus  courts  chemins  par  lesquels  on  puisse  aller 
de  A  en  A'  en  passant  soit  paro,r.  soit  par  ox\  et  on  demande  d'en  déterminer 
les  longueurs. 

Si  k2  varie,  comment  se  déplacera  le  milieu  de  AA',  et  comment  varieront 
les  longueurs  des  plus  courts  chemins? 

Pour  chaque  valeur  de  K.2.  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  pour  chaque  système 
de  position  des  points  AA'.  on  peut  construire  deux  ellipses  admettant  l'une 
et  l'autre  ces  points  pour  foyers  et  touchant  l'une  la  droite  ox,  l'autre  la  droite 
ox'  ;  voir  ce  que  ces  ellipses  présentent  de  particulier. 


COMPOSITION  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE 


Géométrie. 


Exposer  brièvement  la  suite  des  théorèmes  qui  conduisent  à  la  mesure  du 
volume  d'un  parallélépipède  quelconque. 

Faire  ressortir  l'enchaînement  de  ces  propositions. 

Insister  sur  ce  qu'on  entend  par  la  mesure  d'un  volume. 

Comme  application,  calculer  le  poids  d'un  parallélépipède  rectangle  dont  la 
hauteur  =  im352,  dont  la  base  =  2,D035622  et  dont  le  poids  d'un  décimètre 
cubc  =  0kil.  661. 

Statique. 

Soit  un  triangle  équilatéral  pesanl  ABC  dont  le  côté  est  «et  qui  n'est  suscep- 
tible de  se  mouvoir  que  dans  un  plan  vertical. 

Au  milieu  M  du  côté  Ali  ou  attache  un  lil  de  longueur  OM  =  /  dont  l'autre 
extrémité  est  fixée  en  un  point  0  du  mur  vertical  Y\  . 

La  tension  du  lil  donne  lieu  à  une  force  T  appliquée  an  triangle  dans  la 
direction  MO.  Le  sommet  A  s'appuie  sans  frottement  sur  le  mur  vertical  \\  . 
c'est-à-dire  que  la  réaction  du  mur  donne  lieu  à  une  force  normale  N appliquée 
.ni  sommet  A. 

On  demande  de  trouver  les  positions  d'équilibre  du  triangle  ABC 
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Tracé  graphique. 


et  une  droite 

BB'  . 

dont  les  positions  sont 

a»  =0.020 

aa'  =  o.o5o 

tp  =  o.oo35 

aq  =  o.oi55 

Étant  donnés  un  point  [a.  a") 
déterminées  comme  il  suit  : 


P  =  56°. 3o' 
Q  =  6o« 

I    Mener  par  le  point  a.  a'  une  droite  XX'  perpendiculaire  à  la  droite    BB 
et  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  ?  =  49*. 

2°  Construire  la  plus  courte  distance  de  la  droite   BLi  )  et  de  la  droite   XX  . 

3°  Conslruire  sur  cette  plus  courte  distance  et  sur  les  deux  droites  [BB'),    \  \ 
un  parallélépipède  rectangle  dont  les  côtés  pris  respectivement  le  long  de  (BB) 
et  de  (XX)  ont  pour  longueur  o.o3o  et  o.o35. 

Remarque.  —  Le  problème  admet  plusieurs  solutions.  On  choisira  celle  des 
droites  XX  qui  est  la  moins  inclinée  sur  le  plan  horizontal,  et  pour  parallélé- 
pipède celui  qui  est  le  plus  en  haut  et  à  gauche. 

Arithmétique. 

Calculer  le  volume  qu'occupent  565  francs  en  pièces  d'argent  de  2  francs  et 
de  1  franc,  sachant  que  la  densité  de  l'argent  est  10.47  et  celle  du  cuivre  8.95. 

Algèbre. 

Elle  donne  une  équation  du  second  degré  : 

y2  +  (1  —  e2)  x-  =  a2  (1  —  e2) 
dans  laquelle  a  et  e  sont  des  constantes,  e  étant  <    1  —  et  les  deux  relations  : 
x  =  ae  +  r  eos  \ 
y  =  r  sin  V 
dans  lesquelles  r  et  V  sont  deux  nouvelles  variables. 

On  demande  d'exprimer  le  plus  simplement  possible  r  en  fonction  de  V  et  de 
déterminer  les  \aleurs  de  V  pour  lesquelles  r  atteint  des  valeurs  maximum  et 
minimum. 

Calcul  numérique  de  trigonométrie. 

On  connaît  dans  un  triangle  B.  c.  a;  calculer  les  autres  éléments  du  triangle, 
c'est-à-dire  A.  C.  B  et  la  surface. 

B  = 

a  =  857.649 

c  =  703.625 
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QUESTION  170. 

Solution  par  M.  Pasquier.  Institut  Léopold.  à  Bruxelles. 


Déterminer  le  rayon  de  la  sphère  à  laquelle  appartient  une 
calotte  sphérique  de  surface  constante,  de  manière  que  le  volume 
du  segment  à  une  base  limitée  par  celte  calotte  soit  maximum. 

Si  c  est  la  corde  d'une  calotte,  on  sait  que  celle-ci  a  pour 
surface  t.c2,  donc  c  est  constant  quelle  que  soit  la  sphère  sur 
laquelle  elle  est  tracée. 

Le  segment  sphérique,  limité  par  cette  calotte,  doit  être 
maximum.  Soit  x  le  rayon  de  la  sphère  sur  laquelle  il  faut 
la  prendre  et  y  la  hauteur  du  segment;  nous  aurons 

-rcî/a  (x '—■  j  =  maximum . 

Or  2xy  =  c*, 

donc  y 


IX 


ttc*     /  6x2  —  c2  \ 

par  suite  =  maximum. 

24     \       as3       J 

d'où  x  =  ^[L 

2 

OU  C  =  XV  2  . 

Ce  qui  nous  montre  que  la  corde  est  celle  d'un  quadrant  et 
que  dès  lors  la  zone  emhrasse  la  demi-sphère  sur  laquelle 
elle  est  tracée. 


QUESTION  174. 

•solution  par  M.  CaONEAU,  élève  du  Lycée  de  Versailles. 


Étant  donné  un  parallélogramme,  on  construit  sur  les  diagonales 
des  rectangles  tels  que  les  côtés  opposés  aux  diagonales  se  coupent 
sur  Fun  des  cotes  du  parallélogramme.  Démontrer  que  la  somme 
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des  deux  rectangles  est  équivalente 
au  parallélogramme. 

Soient  ACEB,  BDHI  deux  rec- 
tangles construits  sur  les  diago- 
nales du  parallélogramme  ABCD 
tels  que  les  côtés  GE,  HI  opposés 
aux  diagonales  se  coupent  en  F 
sur  le  côté  AB  du  parallélogramme.  Je  joins  FC,  FD 

AGEG  =  2AFC,  BDHI  =  2BFD  =  2BCF 
d'où    AGEG  +  BDHI  =  2AFC  -f  2BCF  =  2  ABC  =  ABCD. 

Nota. —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Marin.  d'Agen;  Paquier,  de 
Bruxelles;  Longueville.  de  Chai-leville;  De=lii>.  an  Mans;  Dubief.  de  Cluny 
Sers,  à  Cherbourg;  Bûcheron,  à  Sainte-Barb^;  Long,  à  Vendôme. 


QUESTION  17:> 

Solution  par  -M.  Chatanôn,  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


On  donne  un  cercle  et  une  tangente  fixe  à  ce  cercle,  en  un  point  I. 
Sur  celle  tangente  on  prend  deux  points  mobiles  A  et  B  tels  que 
le  produit  AI  X  BI  soit  constant.  Par  les  points  A  et  Bon  mène 
des  tangentes  qui  se  coupent  en  C  dont  on  demande  le  lieu  géo- 
métrique. 

Soit  r  le  rayon  du  cercle  donné  0,  G  un  point  du  lieu. 
Abaissons  de  ce  point  la  perpendiculaire  CD  sur  la  tangente. 


A.  D     I  B 

Menons  les  rayons  01,  OK,  OL  et  proposons-nous  de  calculer 
CD,  AC,  Il<  . 

J  il  K.S  il    DE    M  Ull.    18 
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Posons  AI  =  m,  Bl  =  n,  on  aura  d'abord  : 

mn  =  K2 
Joignons  BO,  CO,  AO  et  soit  BOI  =  BOK  =  a  et  AOI  = 
AOL  =  p.  Dès  lors  KOG  =  i8o°  —  (a  +  (3). 

Les  triangles  rectangles  BIO,  AOI  donnent  respectivement 

n  m 

l»  x  —    r  '     ls  t*  —     r 

m  -J-  n 

r  (m  -f-  n)  r 


doue  te  KOG 


mn  mn  —  r- 


Le  triangle  rectangle  CKO  donne  alors 

-r-/,         .     m  -\-  n 

KG  =  r2 

mn  —  ?'2 

Par  conséquent 

■on  .     .     m  4-  n 

BG  =  n  -j-  » 


AG  =  m  -f-  ?*: 


«m  —  r2 

771  -f-  71 


77m  —  r* 
Dès  lors  comme 

^AB.CD  =  ,.AB  +  BG  +  CA 

2      .  2 

ou  (77i  +  n)  GD  =  r  L  (a  +  n)  -f  (m  +  n)  -\ ^~T? — } 

On  en  déduit 

Cl)  =  27-      i  4- =  constante. 

L       '    K2  —  r2  J 

Donc  le  lieu  est  une  parallèle  à  la  tangente  menée  à  une 

distance  de  celle-ci  égale  à 


w[1  +  w=f]  =21 


K2  —  r2 
Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Dupuy,  de  Grenoble. 
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QUESTION  17G 

Solution  par  M.  H.  Sers,  sergent  d'infanterie  de  marine  [Cherbourg  . 


Par  un  point  pris  sur  le  prolongement  d'un  côté  d'un  triangle, 
mener  une  droite  qui  coupe  les  deux  autres  côtés  et  qui  soit  telle 
que  la  projection  sur  le  premier  de  la  partie  interceptée  entre  les 
deux  autres  côtés  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

Supposons  le  problème  résolu;  soit  ABC  le  triangle,  M  le 
point  donné  sur  le  prolongement  de  BG  et  FH  =  a  la  lon- 
gueur donnée,  projection  de  DE  sur  BC. 


Abaissons  les  perpendiculaires  DF,  AN,  EH  et  soit  MF  =  x. 
La  connaissance  de  MF  donne  la  solution  du  problème,  car 
si  en  F  ou  élève  la  perpendiculaire  sur  BC,  son  intersection 
avec  AB  donne  un  second  point  de  la  droite  ME. 

À  cause  des  triangles  semblables  on  a 
x  4-  a  EH 


DF    ' 

EH         CH         MB-f-BC  —  a  —  x 

AN   "  "   UN                         GN 

DF         MF  —  BM           x  —  MB 

A.N           BG  —  GN           BU  — CN   ' 

de  là  on  tire 

EH          (MB  +  BU  —  a  —  .n  BU  —  CN) 

r  -f-  a 

DF                           UN(.r  —  MB) 

.' 
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d'où    BC   x2  —  x[BC(MN  —  a)]  —  a  .  CN  .  MB  =  o. 
dès  lors  x  -f-  x  =  MN  —  a 

,   „_  a.çy.MB 

xx  _  —  GB 

Une  de  ces  valeurs  est  négative;  en  appelant  x'"  sa  valeur 

absolue,  on  peut  écrire 

x  —  x"  =  MN  —  « 

,   .  _      q.CX.MB 
xx    —         ^        . 

Pour  construire  ces  racines  on  cherche  d'abord  la  quatrième 
proportionnelle  aux  longueurs  a,  MB,  BG;  puis  la  moyenne 
proportionnelle  entre  CX  et  cette  quatrième  proportionnelle. 
Le  problème  revient  donc  à  construire  deux  lignes  dont  la 
différence  et  le  produit  sont  donnés. 

Puisque,  dans  ce  cas,  il  n'y  a  qu'une  valeur  de  x,  la  solu- 
tion négative  ne  saurait  être  interprétée. 

Remarque.  —  Ce  problème  a  quatre  solutions,  si  on  consi- 
dère les  côtés  prolongés  soit  dans  un  même  sens,  soit  en 
sens  contraire  à  partir  du  sommet  A,  opposé  à  BG. 

En  effet,  considérons  la  sécante  ME  faisant  une  révolution 

x  —\—  tt 

complète  dans  le  sens  ILP  :  1°  de  MA  en  MG,  le  rapport ■ — - 

ME 

qui  égale  — ry—  part  de  l'unilépour  devenir  infiniment  grand, 

quand  ME  devient  MG  parallèle  à  AB.  Les  deux  côtés  sont 
alors  prolongés  dans  le  môme  sens  à  partir  du  point  A; 
a  passe  donc  une  première  fois  par  toutes  les  valeurs  pos- 

o  —  x 
sibles  ;  2°  de  MG  à  MK,  le  rapport  devenu part  d'une 

valeur  infiniment  grande  pour  devenir  voisine  de  l'unité  à 
mesure  que  MG  s'approche  de  MK  perpendiculaire  ù  BG,  car 
alors  l'intersection  a  lieu  avec  les  côtés  prolongés  en  sens 

contraire:  lorsque  ME  devient  MK, =  —  ;  a  =  x 

1  X  o 

=  o.  Donc  après  être  parti  de  l'infini  a  devenant  encore  nul, 
a  passé  par  toutes  les  valeurs  possibles  :  3°  de  MK  k  ML, 

a  —  x 

parallèle  à  AG,  le  rapport nul  d'abord  redevient  mli- 
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niment  grand  et  les  côtés  sont  prolongés  comme  dans  le  cas 
précédent;  a  a  donc  de  nouveau  passé  par  toutes  les  valeurs  : 
4°  de  ML  à  MP,  l'intersection  a  lieu  ave:  les  côtés  prolonges, 

i                              ,                x  ~\~  a  1* 

dans  le  môme  sens  et  le  rapport  est  devenu ;  a  cl  a- 


bord  indéfiniment  grand  s'est  annulé  quand 


a 

x  -\-  a 


est  de- 


venu égal  à  l'unité.  Il  a  donc  subi  toutes  les  variations 
possibles  de  grandeur. 

Toute  autre  position  est  la  même  que  l'une  de  celles  déjà 
examinées. 

Pour  que  la  sécante  puisse  être  menée  à  l'intérieur  du 
triangle,  il  faut  que  a  soit  moindre  que  le  troisième  côlé  BG. 

Nota. —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM,  Croneaa,  «Je  Versailles;  Paquier, 

institut  Léopold,  Bruxelles. 


QUESTION  177 

Solution  par  H.  Longuevillb,  élè\    'lu  Collège  de  Charleville. 


Soit    un  triangle  ABC;   aux   points  milieux  A',   B',  G    de 
côtes   on   élève   des  perpendicu- 
laires  à   ces   côtés   sur  lesquels 

on     prend    A'D  =  BG; 


B'E 


AG;  C  F  = AB 


Ces  perpendiculaires  sont  menées 
exi  rieurement  au  triangle,  — 

Démontrer  :  7°  que  les  droites 
telles  que  EF  et  AD  sont  égales; 
2°  qu'elles  <ont  perpendiculaires 

l'une  sur  l'autre;  3°  que  les  trois 

droites  AI),  BE,  CF  se  coupent  en  un  même  point.     (Nomy.) 

Soient  a,  b,  c  les  côlés  du  triangle  ABC,  A  A   =  /  une  mé- 
diane. S  sa  surface. 
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c      h 

On  a     FA  =  — ]    î      AE=  — ]r2    FAE  =  go  +  BAC. 

Le  triangle  FAE  donne 

FE»  =  FA-  +  AES  —  2FA  .  AE  cos  (90  -f  BAC) 

ou  FE2  =  —  H f-    b.c  sin  A  (!) 

22 

de  même  le  triangle  AA'D  donne 

AD-  =  /-  —    +  — il  —  cjs  AA'D:         (2) 

2  2 

mais  cos  DAA  =  cos  (90  -\-  AA'B)  =  —  sin  AA'B  rempla- 
çant dans  l'égalité  (2)    cos  DAA  par  —  sin  AA'B;  et  V-  par 

à-      ,  a*     „ 

.  On  a 

2  4 

ÂD"2  =  il  -f-  —  -f-    2  —  sin  AAB.  (3) 

22  2 

On  voit  donc  que  le  second  membre  de  l'égalité  (1)   est 

égal  au  second  membre  de  l'égalité  (3),  puisque 

il  —  sin  AAB  =  2S  =  bc  sin  A, 

2 

donc  AD  =  EF. 

On  démontrerait  de  même  que  ED  =  FC  ;     BE  =  FD. 

2°  AMX  =  900.  En  effet,  les  deux  triangles  AEE,  FEC  sont 
égaux  comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ; 

AE  =  EC,     ED  =  FC,     AD  ==  FE; 
donc  EAD  =  FEC 

ou  comme 

FEC  =  BEC  +  B  EX     et  DAE  =  MAX  -f  XAE 
45°  +  B  EX  =  45°  -f  MAX 
B'EX  =  MAX . 
Dès  lors,  les  triangles  AMX  et  XEB  ont  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun,  XAM  =  BEX:     B'NE  =  AXM. 
Donc  les  troisièmes  sont  aussi  égaux  et 
AMX  =  XB'E  =  900. 
Donc,  AD  est  perpendiculaire  sur  FC. 

De  même  FC  est  perpendiculaire  sur  DE  ;  et  FD  esl    per- 
pendiculaire sur  BE. 
3°  Les  droites  AD,  FC.  EB  pouvant  dès  lors  être  considérées 
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comme   les   hauteurs    du   triangle  FED  se  coupent   en  un 
même  point  H. 

Nota.  —  MM.  Deslais,  du  Mans;  Sers,  de  Cherbourg,  ont  résolu  la  même 
question. 


QUESTION  178 

Solution  par  M.  Sers,  sergent  d'infanterie  de  marine,  à  Cherbourg. 


Étant  donné  un  parallélogramme  ABCD,  on  mène  par  le  point 
G  une  sécante  PCQ  qui  coupe  en  P  et  en  Q  respectivement  les 
côtés  AB  et  AD.  Par  A  et  P,  on  fait  passer  une  circonférence 
tangente  à  AD  au  point  A;  par  A  et  Q,  on  fait  passer  une  autre 
circonférence  tangente  à  AB  au  point  A. 

Ces  deux  circonférences  se  coupent  en  un  point  M  dont  on 
demande  le  lieu  géométrique  lorsque  la  sécante  PGQ  tourne  autour 
du  point  G. 

Menons  le  faisceau  des  droites  MQ,  MD,  MA  et  MB  que 
je  prolonge  en  E. 

Les  triangles  semblables  AMQ  et  AMP  donnent 
MP  AP 

AM    ~    AQ 
De  même  APQ  et  BPG  donnent 

AP  AQ  AP  BP 


ou 


BP  BG  AQ  AD   ' 

MP  BP 

douc  Tm-  =  TïT 

Dès  lors  les  triangles  DAM  et  MBP  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  proportionnels  sont  semblables;  donc 
arc  EP  ==  arc  AF. 

Dans  le  quadrilatère  ABDM,  les  angles  opposés  en  A  et  en 
M  ont  alors  pour  mesure  la  moitié  de  la  circonférence  AMP; 
ils  sont  supplémentaires  et  le  quadrilatère  ABMD  est  ins- 
criptible. 

Le  lieu   géométrique  des  points  tel   que  M  est  donc    la 
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circonférence  passant  par  les  trois  autres  sommets  du  paral- 
lélogramme. 


Remarque.  —  Il  était  facile,  à  priori,  de  s'apercevoir  que 
les  points  A,  B,  D  appartenaient  au  lieu  géométrique 
demandé,  si  l'on  considérait  ce  que  devenait  AI  lorsque  la 
sécante  occupait  l'une  des  trois  positions,  AC,BC,  DC. 

Nota.  —  M.  Tricon,  de  Marseille,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTIONS  À  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SAINT-GYR 


—  Si  a.  '-.,  y  sont  'rois  angles  plans  quelconques,  on  a 

cos  2ot  cos*  (£  -f-  y)  -f  cos  2S  cos2  (y  -j-  a)  +  cos  i-^  cos;  (a  -f-  p  ) 
—  2  cos(ot  -|-  r-,  )  cos  i  r'j  -\-  y)  cos  (y  ~h  a)  +  cos  -  *  cos  2P  cos  2Y 


—  Si  l'un  a 


b 


:   — .  el  tg  p  =  2  tg  o, 


l'angle  '^  esl  moyen  arithmétique  entre  i 

—  Si  R  est  le  rayon  du  cercle  cire  inscrit  au  triangle  ABC,  r  le  rayon  du  cercle 

„    .     A     .     B  C 

inscrit,  on  a  r  =  4R  sin  —  sin  —  su  — . 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  la  somme  des  côtés  AC  et  CB,  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  sommet  G  sur  la  ba>e  Ali.  et  la  différence  des  segments 
faits  sur  la  base  par  la  perpendiculaire. 

—  Exprimer  la  formule    "  cos  6  -f-  b  eus  (  0  — j-  a)  sous  la  forme 

a  cos  (e-j-  ;-) 

el  déterminer  la  valeur  de  A  et  de  B. 
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—  Prouver  que  sin  0  -(-  sin  »'=  sin  (0  -f-  o)  ne  peut  être  vérifié  que  si  ô  -j-  o 
est  un  multiple  de  36o°. 

—  On  donne  l'équation 

ax-  -f-  bx  -f-  c  +  /i(a'#2  -f-  6'.z  -|-  c'i  =  °- 
dont  on  représente  les  racines  par  deux  longueurs  OA.  OA'  portées  sur  une 
droite  à  partir  d'un  point  0.  Soit  A' la  valeur  de  h  pour  laquelle  l'une  des  racines 
de  l'équation  est  infinie  et  OP  la  racine  finie  correspondante.  Démontrer  que  le 
produit  PA  .  PA'  est  constant,  quel  que  soit  h. 

—  On  donne  deux  axes  et  un  point  M.  Mener  AB  de  façon  que  le  triangle  OAB 
ait:  1°  un  périmètre  donné;  2°  une  surface  donnée. 

—  Étant  donné  un  demi-cercle  AMB,  mener  par  le  point  A  trois  sécantes  qui 
divisent  le  demi-cercle  en  quatre  parties  telles  que  si  l'on  fait  tourner  le  demi- 
cercle  autour  de  AB,  ces  quatre  parties  décrivent  des  volumes  égaux. 

—  Étant  donné  un  cercle  0.  une  tangente  TT  au  cercle,  on  demande  de  mener 
par  l'extrémité  du  diamètre  ML.  perpendiculaire  à  la  tangente,  une  corde  LA 
telle  que  le  triangle  MLA  tournant  autour  de  TT  ,  décrive  un  volume  maximum. 

—  Résoudre  par  logarithmes,  sans  employer  d'angles  auxiliaires,  l'équation 

cos  x  —  sin  x  cotg  p  sin  x  =  cos  a. 

—  On  extrait  la  racine  cubique  d'un  nombre  A.  On  a  trouvé  a  pour  racine  et  r 
pour  reste,  de  sorte  que  A  =  o3  +  r.  Comment  fera-t-on  la  preuve  par  1 1  de 
cette  opération? 

—  Le  produit  de  trois  nombres  entiers  consécutifs  est  divisible  par  6. 

—  Que  faut-il  pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  36? 

—  On  donne  7'15*  ;  on  voudrait  savoir,  sans  faire  l'opération,  quel  sera  le 
premier  chiffre  à  droite  du  produit? 

—  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A,  B.  C  est-il  le  même  que 
celui  des  nombres  A  +  «C,  B,  C? 

—  Dans  le  produit  3.14  x(o.842,-.  le  nombre  3.i.iest  connu  à près   et 

T  I  -r  1QO 

lo   nombre  0.842   à  près.  Sur  quel  degré  d'exactitude  peut-on  compter? 

1000 

—  Le   nombre  o.85   est  connu  à ;  avec  quel   degré  d'approximation 

100 

pourra-t-on  obtenir  la  racine  carrée  de  ce  nombre? 

—  Assigner  une  limite  de  ia  différence  ^842 —  \fS40.  —  Si  le  nombre  842 
est  connu  aune  dizaine  près,  sur  quelle  exactitude  peut-on  compter  à  la  racine? 

—  On  a  un  poids  p  d'alliage  d'argent  et  de  cuivre  au  titre  t  par  rapport  à 

it.  On  demande  quelle  quantité  de  cuivre  il  faut  ajouter  pour  que  l'alliage 
•lit  le  titre  t'  par  rapport  à  l'argent. 

—  Démontrer  que.  étant  donnée  une  fraction — .  on  peut  toujours  trouver  un 

l  a  4-  c  a     ~  .  .  a 

nombre  x  tel  que =  -—.  On  examinera  deux  cas  suivant  que  —  est  ou 

b  +  x         b  b 

n'est  pas  irréductible. 

—  A  quelle  puissance  au  moins  faut-il  élever  60  pour  obtenir  un  nombre 
divisible  par  -i>'! 

—  Si  un  nombre  est  divisible  par  trois  nombres  consécutifs,  est-il  divisible 
par  leur  produit? 

—  Etant  donnée  la  quantité (•- — j ,  a.  b,  c  étant  premiers  entre 

abc 
eux,  la  somme  sera-t-elle  une  fraction  irréductible? 
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—  Trouver  une  valeur  de  m  telle  que  2(2  4-  m)  soit  un  carré  parfait. 

—  Trouver  deux  nombres  qui  soient  entre  eux  comme  3o  est  à  48,  et  dont  le 
plus  grand  commun  diviseur  soit  21. 

—  Un  cube  terminé  par  4  ou  par  8  a  un  chiffre  pair  de  dizaines;  un  cube 
terminé  par  6  ou  2  a  un  chiffre  impair  de  dizaines;  un  cube  terminé  par  5  a 
pour  chiffre  des  dizaines  2  ou  7. 

—  Un  nombre  a  qui  a  pour  exposant  une  puissance  de  2,  est  un  multiple 
de  (a2  —  1)  augmenté  d'une  unité. 

—  Simplifier  l'expression 


=    +—  " 


v/2   +/2  +  v/T         fi"  -Yz-Jï' 

puis  calculer  x  à  0,001  près. 

—  Calculer  à  un  centimètre  près  le  côté  du  carré  équivalent  à  la  surface 
totale  d'un  cône  dont  la  base  a  un  mètre  de  rayon,  et  dont  l'apothème  est  le 
côté  du  carré  inscrit  dans  la  base. 

—  Ayant  calculé  le  nombre  a  des  dizaines  d'une  racine  carrée,  R  étant  le 
reste   correspondant,    on    a    une    limite    inférieure    des    unités  en  prenant 

R 

10(20  +  1). 

Equations  à  résoudre. 

2x  —  x-  4-  \'6x-  —  1  ix  4-  7  =  o. 

Y2S~  +  X      =    Yy[T  +  X       +    Y\[l 
3s!x  +  8      —  yJx  —  8     =   2   sj2X  4-  : 

V72  —  x  '  —  3v'i6  —  x  =  2. 
x  —  8  x  26 

+ 


x  —  8  5 

{x  +  \x)i  —  (x  4-  v33/    —  i^qGoo. 
1  4-  \jix  +  i5    =  3  4-  \}x  4-  8. 
3N.r  4-  i5    =  j\jx  —  5    —  5\jx  —  17. 

\fïx~+T  +  \J3x—  18  =  \7.r  4-  1. 
[(x  —  5)s  —  a-]-  4-6  =  7  (x  —  5)2  — 
\  -i-  +  1  7   —  \'x2  +  17'  =  6. 


Vd 


~  'y/^  -  v—'V^f- 2 V— * 


sin  x  —  cos  x  =  4  cos-  ir  si  1 1  a?. 

sill  T  4"    COS  .T  =  1,36002. 

3  sili  x  ■}-  2  cos-  x  =  3. 

tg  r/  tg  .r  ==  tg-  [a  +  x)  —  tg;  (a  —  0] 
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RECHERCHES 

SLR  LES 

COURBES  PLANES  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

AYANT  AU  MOINS  UNE  ASYMPTOTE  A  DISTANCE  FINIE 

Par   M.   «I.   C'olliii.    ancien   élève  de  l'Ecole  polytechnique. 
Professeur  de  Mathématiques. 

Suite  et  fin.) 


La  deuxième  méthode  ressemble  à  celle  que  nous  avons 
employée  déjà  pour  les  courbes  à  point  singulier. 

Théorème  IV.  —  Toute  courbe  (M)  ou  (Mj),  peut  se  cons- 
truire à  l'aide  d'une  conique  fixe  et  de  deux  droites  parallèles 
fixes. 

Soit  en  effet  une  courbe 

ax  +  by  .  I 


(y  —  ///./•!  (y  —  mx)         y  —  mx  —  n 
où  nous  supposons   indifféremment  m,  m,  ni   inégaux    ou 
égaux,    de   manière    à    avoir   ainsi    toutes   les    espèces    de 
courbes  (M)  ou  (Mt). 

Si  nous  passons  aux  coordonnées  polaires,  le  rayon  vecteur 
d'inclinaison  co  coupera  cette  courbe  en  deux  points  M'  et 
M  donnés  par  l'équation 

l         n  -J-  l  a  cos  (d  +  °  sin  w 

'  j  ?in  u  —  ni  cos  w        (sin  co  —  m  cos  to)  ■  sinco —  »«  cos  u) 

n  (a  cos  (.•>  -j-  6  sin  (oi 
(sin  w  —  m  cos  w)  (sin  w —  ni  cos  w)  isin  ta  —  ni  cos  co) 
dont  nous  appellerons  les  racines  p'  et  ;  . 

Or  ce  même  rayon  vecteur  rencontre  respectivement  la 
conique  directrice,  l'asymptote  directrice  y  —  ///  x  =  l  -}-  n, 
et  la  droite  parallèle  y  —  nir  =  n  aux  points  H1(  Mt,  M,  : 
et  l'on  a 

n  a  cos  co  -J-  b  sin  ta 

(sin  co — m  cos  (■>)  (sin  w  —  m  cos  ») 


0M8=p2  = 
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l  +  n 


0M3  = 


-  m  cos  w 
n 


sin  m —  m  cos  co 

De  là,  nous  concluons 

»  _i      « i  '  "  _ 

.J  Tr    —  pi  "T  p2>      PP    —  PiPa 

et  nous  arrivons  ainsi  à  la  construction  suivante  des  points 

M'  et  M". 

Sur  MtM3  on  décrira  un  premier  cercle.  On  décrira  ensuite 

un  deuxième  cercle  ayant  son  centre  y  sur  le  rayon  vecteur, 

r,    ,    ~  ,  -  -,    ,    OM,  4-  OM„ 
a  une  distance  Oy  de  0  cgale  a  ■ ,  et,  pour  axe 

2 

radical  avec  le  premier,  la  perpendiculaire  élevée  en  0  au 
rayon  vecteur.  Les  deux  points  d'intersection  de  ce  second 
cercle  et  du  rayon  vecteur  seront  les  points  cherchés  M'  et  M*. 

Il  va  sans  dire,  d  ailleurs,  que  dans  1  expression — ' - 

2 

on  doit  prendre  0~SIt  -f-  OM2  avec  des  signes  conformes  à 
leur  direction,  et  celte  longueur  se  trouve  de  suite  sur  la 
figure  si  l'on  a  tracé  d'avance  la  symétrique  S  de  l'asymptote. 

Cette  méthode  est  bien  préférable  à  la  première;  elle  fait 
apparaître  facilement  la  forme  de  la  courbe. 

Quant  à  la  tangente,  on  pourrait  encore  au  besoin  l'obtenir 
à  l'aide  de  la  sous-normale  ;  car  les  deux  sous-normales  en 
M'  et  M"  sont  données  par  un  système  d'équations  du 
premier  degré  déduites  des  relations  ci-dessus:  mais  celte 
construction  serait  peu  simple. 

—  Une  troisième  méthode  de  construction  des  courbes  (M) 
ou   (Mi)   consisterait  à  les  regarder  comme   définies  par  le 

i  ax  +  by  , 

système  ]    (V  -  WM''(y  -  m'-'-]  l 

I  II  —    MX  —    il   =  (l.) 

[  ^  I    —  À 

dont  toutes  les  coniques  (Ç)  passent  par  l'origine,  ont  leurs 
centres  en  ligne  droite  et  leurs  axes  parallèles. 

—  Il  nous  reste  encore  à  construire  les  courbes  (Ea)  aux- 
quelles les  procédés  précédents  ne  s'appliquent  pas.  Si  l'on 
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change  d'axes,  ces  courbes  peuvent  s'écrire  : 

y^x?  =  A1(yl  —  ftX±)x  -f  D^'a?,  -f  E^r-,  -f  F 
—  A^^'  +  E.o-t+F 

ce  qui  d'abord  peut  toujours  se  construire.  Si  le  racines  du 
dénominateur  sont  réelles,  on  aura  aussi  bien,  en  appelant 
a,  b  ces  racines, 

.        . h  k 

*  =  ~  **  +  TT^T  +  3TT 

c.-à-d.  iji  =  yt  -f-  î/.3  -j-  constante 

et  l'on  appliquera  ainsi  la  méthode  de  Finck,   qui   donne 

la  tangente. 

—  Nous  nous  arrêtons  ici.  Il  eût  été  intéressant  de  résoudre 
divers  problèmes  sur  les  tangentes  en  comparant  les  courbes 

d  d'  d"  .  X  |a 

i  =  — -  -j -j — —    avec  les  coniques    o  =   —  -J 

-f-  -5-;  nous  en  laissons  le  soin  au  lecteur. 
R 

De  même,  nous  aurions  pu  étendre  à  un  certain  nombre 
de  courbes  de  degré  m  les  procédés  de  construction  indiqués 
ici  pour  les  courbes  du  troisième  ordre. 

Qu'il  nous  suffise,  en  terminant,  de  réparer  une  omission, 
et  de  démontrer  une  propriété  des  courbes  à  point  singulier. 
iRx  a 

~~  &  +  y*    '  ~œ~ 

pour  en  déduire  une  construction  de  la  tangente. 

Ces  courbes  peuvent  en  effet  être  regardées  comme  défi- 
nies par 

I    \*(x  —  m)-  +  0:-  —  80R)  yx  =  À-ù2  —  8«R) 

I  oc2  +  y*  =  À2. 
Donc  toute  courbe  de  celle  espèce  jouit  de  la  propriété 
suivante:  la  distance  d'un  quelconque  de  ses  points  M  au 
point  singulier  O  est  la  demi-somme  de  ses  dislances  aux 
deux  points  (as  =  2a,  y  =  ±  2jiar).  On  peut  donc  cons- 
truire la  tangente  par  la  règle  de  TVhiinhausen. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET    LEURS   APPLICATIONS  EN  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  E.-J.  Boquel. 

(Suile,  voir  p.  164). 


Autres  applications.  —  Si  Ton  se  reporte  à  la  formation  de 
la  forme  adjointe,  on  sait  qn'il  faut  éliminer  xu  a\,  . . . 
xn  entre  les  relations 

anxi  4"  o12cc-.2  -f-  . . .  -f"  a\>"£»  —  X*  =  o 
a2ixt  -f-  a^ocz  -f-  •  •  •  +  a-inXn  —  X2  =  o 


alHOC1  -f  Un-iX,  -\-  ...  -\-  OnnCCn  —  X„  =  o 
Xtxv  -f-  X.2.r2  -f-  . . .  -}-  Xn  xn  —  /  =  o' 
Le  résultat  de  cette  élimination  est  le  déterminant 

au  ala  ...  dm  X, 

an  a.i%  . . .  Osn  X2 


Oni    W»2    •  •  •   (lnn  X„ 
Xj      X.)    .  .       Xn    / 

De  cette  équation,  on  déduit  f  = — 


égal      àrézoé. 

F  étant  une  fonc- 
. . .  X;),  et  A  Tin- 


tion  homogène  et  du  2e  degré  en  Xx,  X2, 
variant  de  la  forme  f. 

Comme  nous  l'avons  dit,  F  est  la  forme  adjointe  de  f. 

Or,  en  ordonnant  le  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  dernière  ligne  ou  de  la  dernière  colonne,  on  a  : 
A+A./  =  o 

Donc  F  =  —  A.  Mais  A  n'est  autre  chose  que  le  déter- 
minant ci--dessus,  où  Ton  a  remplacé  /'  par  o  ;  la  forme 
adjointe  peut  donc  s'écrire  sous  forme  de  déterminant, 
comme  il  suit  : 
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— 

«11 

«12 

.     ai  n 

xt 

«21 

«22 

tt2n 

X, 

Uni 

«»2 

Qnn 

An 

x, 

x2     . 

. 

Xn 

0 

F  =  — 


Cette  remarque  permet  d'indiquer  une  forme  intéressante 
et  très  usuelle  que  l'on  peut  donner  à  la  forme  adjointe.  Il 
suffit  pour  cela  de  développer  ce  dernier  déterminant,  en 
observant  qu'il  est  symétrique,  et  que  l'invariant  A  de  la 
forme  f  est  également  symétrique. 

Or,  en  appliquant  à  un  déterminant  symétrique  la  règle 
connue  pour  former  la  dérivée  d'un  déterminant  quelconque, 
il  sera  facile  d'obtenir  la  dérivée  d'un  déterminant  symé- 
trique par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  éléments. 

Si  l'élément  est  sur  la  diagonale  principale,  on  a  immé- 
diatement A'/ a-. \  =  a..,  a.,  étant  le  mineur  d'ordre  n —  i 
relatif  à  l'élément  considéré  ;  toutes  les  autres  dérivées 
fournies  par  l'application  du  théorème  général  étant  évi- 
demment nulles. 

Si  l'élément  occupe  une  place  quelconque,  a,i,-,  par 
exemple,  on  a  à  considérer  l'élément  symétrique  égal  r//,, , 
et  toutes  les  dérivées  fournies  par  l'application  du  théorème 
général  sont  nulles,  sauf  celles  qui  proviennent  des  deux 
éléments  égaux  a,k  et  a/à]  ces  dernières  sont  égales  et  l'on  a: 
A'/«  \  =  2  -j.ih  ou  2  ttftj,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  raison 
de  la  symétrie. 

Cela  posé,  le  développement  du  déterminant  —  F  sera  ; 

AKi)X«2+'    «   •+A'(o,ft)XiX*+.    •    • 
Cherchons  par  exemple  le  coefficient  du  terme  en  X,  Xa-  . 
Si   l'on  prend   l'élément  X,  dans  la  dernière  colonne,  son 
coefficient  est  le  déterminant 


au 


«12 


ai» 
Oan 


«/  -  1. 

Oi       i 

'i 

.    Oi-i 

.  Il 

(U  +  i. 

a,  +  i 

,  i     • 

•  «.  +  1 

.  Il 

<hl\ 

x, 


ang 

X2 
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La  colonne  de  rang  n  +  i  et  la  ligne  de  rang  i  ayant  été 
supprimées  dans  le  déterminant  général,  on  a,  pour  fixer  le 
signe  du  coefficient  précédent,  le  facteur  ( —  i)»  +  *  +  ». 

Pour  avoir  le  coefficient  du  terme  en  X,  X*,  il  suffit  de 
chercher  dans  ce  dernier  déterminant  le  coefficient  de  X*. 
Ce  coefficient  est  le  déterminant 

uu  tf12  «i,  a-  -  ^  a>\,  k  +  i  Oui 

a:i  (la  0-2.  k  -  i  «2.  k  4-  i  ci>n 


ci,  -  1. 

i     ai 

—  i,  2 

tti  - 

1,  k  -  1 

Cli  -  UJ-l 

Cli  -  «» 

°<  -r  i, 

1       «I 

E+  2, 

«i  + 

I,  *  -  i 

o,  +  i.  h  +  \ 

eu  +  iii 

On,  A  Cln-2  On,  k  -  1  On,  k  -f  i  Clun 

multiplié  par  le  facteur  ( —  i)n  +  k. 

Le  coefficient  du  terme  en  Xi  Xk  est  donc  ( — i)"+<  +*'+*«« 
ou  ( — i)fn  +  i+k  +  iaatt  a/t  étant  le  coefficient  de  an  dans  le 
déterminant  A,  c'est-à-dire  dans  l'invariant  de  la  forme  f. 
Or  xik  est  égal  au  même  déterminant  multiplié  par  le  facteur 
( —  i)«  +  *;  le  coefficieut  de  XiX*  est  donc  —  a,/,-. 

D'autre  part  ce  même  terme  s'obtiendra  en  prenant  X*  dans 
la  dernière  colonne  et  X,-  dans  la  dernière  ligne  ;  son  coef- 
ficient sera  donc  —  ot*/;  mais  œ,*  =  a/.,;  donc  le  coefficient 
du  terme  en  X,  Xk  est  2  a,-*,  c'est-à-dire  &'(aik\. 

La  forme  adjointe  prend  donc  bien  la  forme  suivante  : 

àW)x'"  +  A'(»..)x'*+-  •  •+V,)X'X"  +  -  •  •. 

Gela    posé,    reprenons     la     tonne    quadratique    ternaire 
-/,  5),  et  supposons  que  dans  cette  forme  on  substitue 

i.r  4-  Bu 

à  la  place  de  r  la  valeur — 


tirée    de   la   relation 


otjj  _l_  gy  _|_  y*  =  o ;  le  résultat    obtenu    ne    dépendra  plus 

y../'    -j-    SU 

que    de    deux    variables,    et   sera    /'(>.//, ■ — ), 

soit  F  (X,  Y,  Z)  la  forme  adjointe  de  f;  je   dis   que  l'inva- 
riant de    la    forme  binaire  qui  provient    de    la    substitution 

z  = aura  pour  valeur  ■ . 


En    effet,   la    substitution  .r  =  x't  y  =  y  ,  s  = œ 
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g 
—  y,  est  tout  à   fait  analogue  à  celle  de  Cauchy;  car  il 

Y 
suffit  de  poser   dans  celle-ci  t—  x ,  u  =  y',  avec  «  =  i, 

*      .  6 

S  ==  o,  a   =  0,(1   =  i ,  a  = —,  0   = — ,  pour  qu'elle 

se  réduise  à  la  substitution  qui  nous  occupe.  Or,  nous  avons 
démontré  que  l'invariant  de  la  nouvelle  forme  obtenue  est 
précisément  la  valeur  que  prend  la  forme  adjointe  de  la 
proposée  quand  on  y  remplace  X,   Y,  Z  par  les   binômes 

%'fi"  —  6'a" ,  a"  p  —  p"a  et  aS'  —  Sa '. 
Mais  on  a  : 

..,,„«              „           „           5  , 

a  S    —  p  a    = a  6  —  p  a  =  a&  —  pa  =   r . 

a         B                 F  (a    S    v) 
L'invariant  cherché  est  donc  F  ( — ,    -i— ,  i)  ou '  '  '  '    . 

Y         Y  Y2 

A  l'aide  de   ce    résultat,  proposons-nous   de   trouver    les 

longueurs  des  axes  de  la  section  d'une  surface  du  deuxième 

ordre  par  un  plan  central. 

Je  cou  sidère  la  forme 
/  =  Ax2  -f-  L'y*  +  A"22  -f  2Byz  -f  2B'zx  -f  2B"xy 

—  s(aca  -(-  if  -\-  z"-  -\-  21/z  cos  X  -f-  3aas  cos  <j.  -j-  ^-c//  cos  v). 

Si  j'imagine  que  le  plan  sécant  soit  pris  pour  plan  des  xy, 
les  axes  des  x  et  des  y  dans  ce  plan  étant  les  axes  mêmes 
de  la  section,  et  l'axe  des  z  étant  la  normale  au  plan,  la 
transformation  des  coordonnées  s'exprimera  par  une  substi- 
tution linéaire,  et  la  forme  nouvelle  /"  sera  : 
/"  =  pX2  +//Y2  +  2p"Z2  +  27YZ  -f  2f/ZX  —  *(X2  -L  Y2  -f-  Z2) . 

Le  terme  en  XY  manquera  parce  que  la  courbe  de  section 
par  le  plan  Xoy  est  rapportée  à  ses  axes,  et  le  facteur  de  s 
se  transformera  identiquement  en  (X2  -f-  Y2  -|-  Z2)  parce  que 
les  deux  expressions  représentent  toutes  deux  la  distance 
d'un  même  point  à  l'origine,  laquelle  n'a  pas  changé. 

Les  deux  expressions  /"et  f  sont  identiques  en  vertu  de  la 
substitution  linéaire  qui  a  transformé  /  en  /",  et  l'identité 
entre  elles  continuera  de  subsister  si  l'on  établit  entre  x, 
y,  z  une  relation  quelconque,  pourvu  qu'on  établisse  entre 
X,  Y,  Z  la  relation  analogue  (c'est-à-dire  celle  qui  résulte 
de  la  première  relation  transformée  au  moyen  de  la  substi- 
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tution  linéaire  qui  a  changée  /en  f).  La  relation  entre  x, 
y,  z  est  l'équation  <xx  +  py  -\-  yz  =  o  du  plan  sécant,  rela- 
tion dont  l'analogue  après  transformation  est  Z  =  o.  La 
forme  f,  en  vertu  de  l'équation  ax  -f-  py  -j-  yz  =  o,  ne 
dépend  plus  que  de  deux  variables  x  et  y  ;  je  détermine  s 
par  la  condition  que  cette  forme  devienne  un  carré  parfait, 
c'est-à-dire  que  son  invariant  soit  égala  zéro;  soit  o  (s)  =  o 
l'équation  en  s  ainsi  obtenue  ;  je  dis  que  ses  racines  sont 
p  et  p. 

En  effet,  f  et  f  étant  identiques,  si  la  première  devient 
carré  parfait,  il  en  sera  de  môme  de  la  seconde  ;  or,  pour 
Z  =  o,  la  forme  f  se  réduit  à  (p  —  s)  X2  -f-  (P  —  *)Y*î  et 
pour  qu'elle  devienne  carré  parfait,  il  faut  qu'on  ait  s  =  p 
ou  s'  =  p.  Ces  valeurs  sont  aussi  les  racines  de  0  (s)  =  o. 

Il    faut    donc    former   o   (s)   quand   on    remplace   z  par 

y  y    ,  I      Pj  (y 

'    r,/  .  Pour  cela,  je  prends,  d'après  les  considérations 

Y 
développées  précédemment,  la  forme  F  adjointe  de  /,  et  j'y 

remplace   X,   Y,    Z,    par  les  valeurs   a,   p,   y;  j'aurai  cp  (s) 

F  (a,  P,  y) 

Y2 
L'équation  cherchée  sera    donc  F  (a,  p,  y)  =  o.    Si  l'on 
admet  que  la  surface  ait  pour  équation 

Ax1  +  A'(/2  -f  AV  +  2%-  +  2B'-^  +  2B"iT)/  =  1, 

on  aura  «  =  — -  et  p  =  ±  ——'■> 
a1  b2 

l'équation  F  (a,  p,y)  =  o  admettra  donc  pour  racines  les  in- 
verses des  carrés  des  demi-axes  de  la  section  par  le  plan 

*^  +  Py  +  Y3  =  °- 

Or  pour  avoir  F  (a,  p,  y)  =  o,   il  sufllt  de  former  la  forme 
adjointe  de  f,  et  d'y  remplacer  XYZ  par  a,  p,  y; 
La  forme  adjointe  F,  mise  sous  forme  de  déterminant,  est: 
A  —  s  B"  —  s  cos  v        B'  —  s  cos  pi        X 

B"  —  s  cos  v    A'  —  5  B  —  s  cos  X        Y 

B'  —  5  cos  pi     B  —  s  cos  \      A'  —  s  Z 

X  Y  Z  O 

L'équalion  cherchée  sera  donc  : 
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A  —  .s  B''  —  s  cos  y  B'  —  .9  cos  <x 

B"  —  s  cos  v  A  —  s  B  —  s  cos  A 

B'  —  s  cos  [i  B  —  s  cos  À  A "  —  •>• 

X  Y  Z 


—  Observons  encore  qu'on  peut  avoir  facilement  les  pro- 
jections des  deux  axes  de  la  section  sur  le  plan  des  xy. 
En  effet,  si  l'on  reprend  l'identité 

f(*,y,-  ax  +  Py)  =  r(x,Y,o) 

en  remplaçant  $  par  p,  le  second  membre  qui  est  (p  —  .?)X'2 
-j-  (p  —  s)Y*  se  réduit  à  (p'  —  p)Y*;  on  aura  donc  Y  en  ex- 
trayant la  racine  carrée  de  /"après  y  avoir  remplacé  s  par;;, 
qui  est  l'une  des  racines  de  l'équation  établie  plus  haut.  11 
en  sera  de  môme  de  X. 

L'application  que  nous  venons  de  faire  est  d'autant  plus 
remarquable,  au  point  de  vue  de  la  simplicité  du  calcul,  que 
nos  lecteurs  savent  combien  il  est  difficile  d'arriver  par  les 
voies  ordinaires  à  l'équation  qui  donne  en  coordonnées  obliques 
les  carrés  des  demi-axes  de  la  section  d'une  surface  du 
second  ordre  par  un  plan  central. 

Si  l'on  calcule  cette  équation  pour  le  cas  de  l'ellipsoïde 

/v>2  1.2  -2 

1 — 7—  -j-  — —  =   1,  on  vérifie  que  l'on  retombe  sur 

02    ~r     bt    -r    ç.  1  i 

~,ï  r.  2  v2 

l'équation  connue  ■ -j 1 '■ =  o 

iii 

"ô5        6        ~ïï        s       ~         s 

c'est-à-dire  en  posant  s  =  — —  : 

aH*  b*6s  cV 

-f-  ! -\-  ! =  o. 

.5       ~«  .2       ki  .1       ..1 


.*  —  6" 


(A  suivre.) 
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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  1880 


Mathématiques. 

Soient  M  et  N  les  points  où  Taxe  des  x  rencontre  le  cercle 
x-  +  y-  =  R2  ; 
considérons  une  quelconque  des  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  les  point.'; 
M  et  N;  menons  par  un  point  Q,  pris  arbitrairement  sur  le  cercle,  des  tangentes 
à  l'hyperbole;  soient  A  et  B  les  points  où  le  cercle  coupe  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact.  Démontrer  que.  des  deux  droites  QA  et  QB.  Tune  est  parallèle 
a  une  direction  fixe  et  l'autre  passe  par  un  point  fixe  P. 

Le  point  P  étant  donné,  l'hyperbole  équilatère  correspondante  qui  passe  par 
par  les  points  M  et  Xest  déterminée;  on  construira  géométriquement  son  centre, 
ses  asymptotes  et  ses  sommets.  Si  le  point  P  décrit  la  droite  y  =  x.  quel  est  le 
lieu  décrit  par  les  foyers  de  l'hyperbole?  On  déterminera  son  équation  et  on  le 
construira. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  a  19  centimètres,  et  dont 
la  base  ABC  est  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection.  Le  point  A  est  le 
sommet  d'un  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  BCD.  L'arête  BU  est 
parallèle  aux  génératrices  d'un  eslindre  dont  la  trace  horizontale  est  le  cercle 
décrit  du  point  B  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  6  centimètres.  On  demande 
«le  représenter  en  projection  horizontale  le  corps  qui  reste  lorsque  l'on  supprime 
dans  le  tétraèdre  la  partie  comprise  dans  le  cône  et  la  partie  comprise  dans  le 
cylindre.  On  indiquera  à  l'encre  rouge  la  construction  laite  pour  trouver  un 
point  de  l'intersection  du  cône  et  du  cylindre  et  la  tangente  en  ce  point. 


ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE  1880 


Mathématiques. 

—  Étant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique,  on  considère  une  génératrice 
recliUgne  À  «le  cette  surface  et  h  génératrice  B  du  même  système  qui  est 
perpendiculaire  ù  la  première;  par  les  points  a  et  b  où  ces  droites  sont  ren- 
contrées par  leur  perpendiculaire  commune  passent  deux  génératrices  rccti- 
lignes  A  et  is'  de  l'autre  système;  soient  a'  et  b'  les  points  où  les  deux  droites 
A  ei  H  nui  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune. 

i"  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  b,    et    celui  des  points  o'  et  b'.  quand  la 

droite  A  d  scritla  paraboloïde. 

-1-  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A  et  B .  ou  A'  et  H. 
3   I  ilculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  des  perpendiculaires   com- 
mune,, et  étudier  la  variation  de  ces  longueurs. 
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Physique. 

—  Un  manomètre  à  air  comprimé  a  ses  deux  branches  d'inégale  section;  la 
branche  fermée  a  une  section  S,  et  la  branche  ouverte  une  section  n  fois  plus 
grande.  La  différence  de  niveau  dans  les  deux  branches  est  y.  La  pression  exté- 
rieure ne  changeant  pas,  on  demande  ce  qui  se  passera  si  on  ajoute  un  poids  P 
de  mercure  dans  la  branche  ouverte, 

On  calculera  numériquement  l'exemple  suivant  : 

S  =  i  centimètre  carré. 

n  =  2. 

y  ■=.  4  centimètres. 

V=  i  centimètre  cube  et  demi  (i  ce.,  5). 

P  =  20  gr.,  4. 

D  =  i3.6,  densité  du  mercure. 

—  Trouver  le  foyer  principal  d'une  sphère  en  verre  de  rayon  II  et  d'indice  ». 
(On  comptera  la  distance  focale  à  partir  de  la  face  de  sortie  des  rayons.) 

L'expérience  étant  supposée  faite  à  zéro,  on  demande  de  combien  se  déplacera 
le  foyer  si  la  température  est  portée  à  t  degrés,  en  supposant  que  l'indice  —  1 


consl 


.).  On 


1.1     ,       .  .  /n  —  1 
soit  proportionnel  a  la  densité  ( — - —  = 

cient  de  dilatation  cubique  du  verre. 

3 
On  calculera  ensuite  ce  déplacement  pour  r?0  =  — . 


désignera  par  K  le  coeffi 


QUESTION  215 

Solution  par  II.  Colin,  sergent  au  820  de  ligne,  élève  de  mathématiques 
spéciales  à  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Vazeille). 


Démontrer  que  pour  trouver  la  dérivée  d'un  déterminant  dont 
tous  les  éléments  sont  fonctions  d'une  même  variable,  il  •o'jjit 
de  faire  la  somme  des  déterminants  obtenus  en  remplaçant  dans 
le  déterminant  proposé  tous  les  éléments  d'une  colonne  par  leurs 
dérivées. 

Soit  un  déterminant  d'ordre  n 


a 

1 

a" 


A  = 
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dont  nous  supposerons  tous  les  éléments  fonctions  d'une 
môme  variable  x. 

Un  terme  quelconque  est  de  la  forme 

a*  a2  .  .  .  al  <*) 

et  par  conséquent  le  déterminant  lui-même  et  la  somme 

i^2  a\  .  .  .  On»  =  A,  dans  laquelle  S  porte  sur  toutes  les 
valeurs  différentes  de  a,  p,  .  .  .  n,  depuis  i  jusqu'à  n,  dans 
un  ordre  quelconque. 

En  prenant  la  dérivée  du  terme  (1),  on  a  : 


a» 


(<>'  4  ■  ■ 

-f  a*  (ag)'  ...     a; 
+  a«a|(ap'.  .  ,  a; 


+  oa  aP      ...      (a")' 
Pour  avoir  la  dérivée  du   déterminant,  il  suffit   de  faire, 
pour  tous  les  termes,  les  sommes  des  résultats  analogues  au 
précédent.  Ces  sommes  sont  les  suivantes: 


2{a*)'(a 


a' 


Sa"  (an  )'    .   .   .    a«,  etc. 
Or  2(aa)'  (aP)  .  .  .  (av)   est    le    déterminant 

proposé  dans  lequel  on  a  remplacé  la  colonne  a  par  les  di- 
visées de  chacun  de  ses  éléments.  Il  en  est  de  môme  pour 

S(oa)(oP)'. . .,  etc.  ;  donc  le  théorème  est  démontré. 

Nota. — Ont  résolu  la  même  question:  MM.   I.estoquoy,  à  Saint-Quentin; 
Arnaud,  à  Nice;  Haure,  lycée  Louis-le-Grand  ;  Jourdan,  lycée  de  Rouen. 


QUESTION    216 

Hoiuiion  par  n,  v.-.M.  Arnaud,  élève  en  mathématiques  spéciales 
au  Lycée  de  Nice. 


Trouver  les  dérivés  des  fonctions  circulaires  inverses  arcsin  x, 
arc  <-<>s  x,  arc  lir  x,  en  s'appuyant  seulement  sur  la  définition  de 
'n  dérivée  el  sur  les  formules  inverses  de  {'addition  des  ans: 
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arc  sin  x  -f-  arc  sin  y  =  arc  sin  (xy  i  —  y2  +  yY '  —  *2>      ) 

arc  cos  x  -j-  arc  cos  y  =   arc  cos  (xy  —  y    i  —  x2  y  i  —  y2,  ) 

x  -f-  y 
arc  tg  x  -\-  arc  tg  y  =    arc   tg  ! — —  (Picquet.) 

1°  Arc  sin  x.  —  Donnons  à  l'arc  x  un  accroissement  Ax, 

la  fonction  y  =  arc  sin  x  prendra  un  accroissement  A//,  et 

A?/  arc  sin  (x  -f-  Aa;)  —  arc  sin  x 

nous  aurons  :  — —  = ■ ■ ■ 

Ax  Ax 

Prenons  les  sinus  des  numérateurs  des  deux  membres,  il 

viendra  : 

sin  \y  (x  +  Ax)  /  i  —  x1— xY  i  —  (x  -f  Ax)a 

Ax  Ax 

Multiplions  les  deux  termes  du  deuxième  membre  par 

(x  -\-  Ax)  y  i  —  x2   -{-  xy  i  —  (x  -\-  &  xf  ,  nous  aurons  : 
sin  Ai/  (x  -f  Ax)2(i  —  x2)  —  x2[i  —  (x  -\-  Ax)2] 

Lx  Ax[(x  -f  Ax)  |/"i  —  x-2   -f  a/ 1  —  (x-  -f-  Ax)2] 

Développons  et  réduisons: 
sin  A;/  2X  -j-  Ax 

Aœ  (x  +  Ax)  v\  —  x2   -f  xV'i  —  (x  +  Ax)2 

Si  nous  faisons  tendre  Ax  vers  o,  sin  Ai/  tend  vers  Ay,  et 

sin  A//  ,  ,      , .  .    .      ,   _  .  .        , 

—  tend  vers  la  dérivée  1/ .  raisons  donc  Ax  égal  a  o, 

Ax  u  »  » 

il  viendra  : 

2X  I 

?y  = 


xv/i  —  x2    +  x\l\  —  X2  Vl   —  X2 

—  On  trouverait  de  môme  la  dérivée  de  arc  cos  x. 

—  Arc  tg  x.  —  Donnons  à  x  l'accroissement  Ax,  y  =  arc  tg  x 
prendra  l'accroissement  Ai/;  nous  aurons  alors: 

Ai/  =  arc  tg  (x  -f-  Ax)  —  arc  tg  x. 
Prenons  les  tangentes  des  deux  membres: 

Ax 

tsr  Ay  = • 

3     J  i  +  x(x  -f  Ax) 

Divisons  par  A.r;  il  vient: 

tg  A.V    __  | 

Ax  i  -f-  J'ix  +  &c) 
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Faisons  tendre  A#  vers  zéro,  tg  ky  tendra    vers   \y  et 

ter  Aï/  .  ^y 

tendra  ve     — —  =  y  . 


b.X  ùs.X 

Donc,  à  la  limite,  quand  \x  —  o,  on  a  :  y' 


I   -f.T2 


QUESTION    220 

Solution  par  M.  Camille  Leroux,  élève  au  Lycée  Louis-le-Grand. 


x 


Soit  la  fonction         y  =  — — ■. . 

i°  Démontrer  qu'en  désignant  par  y',  y",   .  .  .  j{n)les  dérivées 
successives  dey,  on  a  entre  trois  dérivées  consécutives  la  relation 
(x2  -f   i)y(n)  -f  2nxy(n  -  i)  +  n(n  —  Oym  -  a)  =  o. 
Je  prends  la  dérivée  de  la  fonction  y,  j'ai 

2x{x  —  a)      .  i 

y  =  — /„,  ,  .^   + 


{X2    +    i)2         '        X2    -f    I 

et  pour  avoir  une  relation  entre  deux  dérivées  consécutives, 

X  —~   CL 

j'élimine  le  rapport  — — ,  entre  y  et  y;  j'ai 

ce     ~t~~    I 

2xy        .  ' 

y  =  -  — r-r2—  + 


x2  -f-  i  x2  -|-  i 

d'où  (1)  y'(x2  +   O  +  2a7/  —  i  =  o. 

Pour  avoir  une  relation  entre  les  dérivées  ij{n),  y(n  _  fj,  j/(n  _  2)> 
je  prends  la  dérivée  (n  —  i)me  de  (1). 

La  dérivée  de  y'(x2  -\-  i)  donnée  par  la  formule  de  Leibnitz 

(n  —  i)(n  —  2) 
H — W(n-8)«    +  ....  +  »r(»_,) 

dans  laquelle  on  pose 

Z  =  ?/'(,r2  +  i  )  w  =  y'  v  =  x2  -f-  i 

est 

t/(n)(032  +   i)   -f  2     (H  ~   '     ■/•//(„  _<)  -f  (71  —    l)(«  —  2jy{»_,J. 
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La  dérivée  (n  —  i)me  de  2xy  est 

\y\n  -  1)X  -f  t     !    y  (n  -  2)] 

d'où  en  ajoutant  et  égalant  à  o,  on  a 

2/(»)(#2  +  0  +  2(>i  —  i)xy{n-i)  +  (n  —  i)(n  —  2)y„_2) 

2    +[y(n  -  O®  +     "  ~    '    }J„n  -  8)1  =  o 

ou       ,V(»)(x2  -f-  i)  -f  2ttXî/(n  -  d  +  »(n  —  i)y{n  -a)  =  o 

c.  q.  f.  d. 
2°  Démontre?-  que  si  Ion  pose 

y(n)  =  (—  l)n  123    ...  n- 


(i    +  X2)n+  i 

Vn  4-  <  esf  w;i  polynôme  en  x  dit  dej/ré  (n  -f-  0  dw»*  ^  premier 
terme  est  x11  +  <  et  que,  entre  trois  polynômes  consécutifs,  on  a 
V„  —  2XV„  _  i  +(i  +  x2;Vn  _  ,  =  o. 

On  a 

x  —  a  .  r      A  B      n 

y  =  -x^rr  =  {x-  4^+r + i^tJ 

i  A  B 

en  posant  — - — ; = ; — -  -\ r 

x2  -f-  i  x  -\-  i  ■'■  —  / 

on  a  A  = r  B  =  — 

21  21 

et 

x  —  a  (, 

y  =  — - — (*  —  »)  -  *  —  (œ  4-  0  - 1 

y  =  ^|(o5-»)-M«4-*^4-(^-«)[-i(a5-0-a4-i(œ4-0-8]J 

=  j_j-i(x— î)-2+i(«+0-2-h[— i(*— t)-â4-2(*4-«)-2]j 

21  (  4-(0C  — 0)[I2(X  — î')""3— I2fx+/;-3]( 


■'/'»  =   (  -,  -II"   l'^l'i  "  i(a?-i)(x+i)»n-«-(jf+i)(j>- i)H-i-f,r-fl)[(.r+i)"-^ 

OU 

/i  +  i  .             «  4-  i  ., 
Lr+i  "  +  i=a;>i  +  i    — _  ,x<>  -\ ! — i-j,»-»  +  .... 

I  I   .    2 

(x  —  %)«  +  i  =  ce"  +  « ! <;c"  H ! <2.r"-'4-. . . 
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d'où  effectuant  (x  -\-  i)n  +  '  et  (x  —  i)n  +  i,  y"  devient 

yn   —  —  1    123  ...  n  Vr"  +  *    '  s"  -  *  +  — = — ! ïa*-3 

1.2  1.2.3.4 


1^+  i)(»  +  *) 
_..   .    a[l^l^_.   .  ..      ]) 

on  voit  donc  que 

[n]  n  +  i)           ,              [~»  +  i            (n+i'n'n — 1)        . ,    1 
Vn  +  l=a;"-t-1—  a?"  -»  +  ...  0    -1—  a;"  —  i-Z. — i !a*-*+. 

12  L        I  I2J  J 

Portant  dans  la  relation 

Xj(n)  {x2  +  1)  +  2NX!/;,,  -f)  -f  n(fi  —  i)yn-ï  =  o, 

les  valeurs      yn  =(-  i>»     ^^  I)W'  +  "'    v»  +  i 

(-i)»-<i.2.3...(n-i)TT 

w„    —  1  =  -J ■ —-. Vn 

u  (x2  +  i)« 

(-l)n  ~  2  1.2.3...  (n  —  2)  Tr 

yn    —2= ,„.    ,  — —      -Vn— I. 


On  a 


(x*  +  i)n  -  1 


i)'>     1.2.3  ...  n  2tix[ —  i)>  +  *  1.2.3  ...  (m  —  1^ 

»  n  +  i  H — '  « 


(.r3  +  1  »  (a;2  +  i)n 

,     (—  i)«-a  1.2.3  (n  —2) 
+  «fn  —  I ■ r-; ; A  n  —  I  =  o. 

d'oii  Va  +  h  —  2X  Y„  -\-  (X2  -J-  i)  V»  _  t  =  O, 

relation  qu'il  fallait  établir. 

5°  £»  posant  Y  —  ^  ,le  théorème  de  Sturm  s'applique  à  la  suite 
des  polynômes  Yn>  Ya  4.  ^  etc.  et  les  racines  de  l'équation  Vn  =  o 
séparent  celles  de  l'équation  Y n  -  i  =  o. 
J'ai  V„  +  i  =  2X  Vn  —  (x2  -j-  1)  V„  _  , 

V«  -       =   2X  V„   _  ,    (X2  4-    I  )  V„   _  a 


V«  =  205  V,  —  (X2  4-   I)  V, 

V,          =20J  V,  —  (.r2  4-  1)  V 
Je  vais  examiner  les  différentes  propositions  suivantes  : 
1°  Ce  qui  arrive  quand  une  des  fonctions  s'annule  : 
Quand   une    fonction  intermédiaire  Yp  _  ^  s'annule  pour 

x*  =  k,  les  deux  fonctions  qui  la  comprennent  sont  de  signes 

contraires  pour  x  =  k. 
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2°  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas  s'annuler 
pour  la  même  valeur  de  x. 

Car  si  Yp  ,YP  _  1  s'annulaient  pour  x  =  k,  Yp  _  2  s'annu- 
lerait aussi,  et  de  proche  en  proche  on  voit  que  V  s'annu- 
lerait, ce  qui  est  impossible  car  V  =.  i. 

3°  La  suite  V/;  ,YP  _  1?  Vp  _  2  ..-,  ne  perd  ni  ne  gagne  de 
variationsquandxpasseparuneracinedel'équatiOnVp  _  1=o, 
Yp  -  \  étant  une  fonction  intermédiaire  quelconque. 

En  effet  si  k  est  une  racine  de  l'équation  Vp  _  <  =  o,  on 
pourra  toujours  trouver  un  nombre  h  >  o  et  assez  petit  pour 
que  x  variant  de  A;  —  ha  k  -f-  h  il  n'y  ait  pas  de  racines  de 
Yp  =  o  et  de  Vp  _  2  =  o;  or  pour  x  =  k,  Yp  et  Yp  _  2  sont  de 
signes  contraires  ;  donc  aussi  pour  k  —  h  et  k  -f-  h;  il  y  aura 
donc  une  seule  variation  pour  x  =  k  —  h  et  x  =  k  -f-  h; 
car  il  y  a  en  a  un  nombre  impair,  et  une  suite  de  trois 
termes  devant  présenter  un  nombre  impair  de  variations 
n'en  peut  présenter  qu'une  ;  il  n'y  a  donc  ni  perte  ni  gain  de 
variations  Ces  propriétés  montrent  l'identité  de  ces  fonctions 
et  de  celles  de  Sturm. 

La  perte  ou  le  gain  de  variations  ne  peut  donc  provenir 
que  de  Yn  +  ^  Donc  s'il  y  a  entre  deux  nombres  donnés  v  va- 
riations perdues  ou  gagnées,  il  y  aura  au  moins  v  racines  de 
l'équation  Vn  _|_  1  =  o  entre  ces  deux  nombres. 

Substituant  dans  la  suite  Vn  +  i ,  Ynt  VB  -  i  »  . . .  ,  V —  x 

et  -\-  oo  on  a  les  signes  suivants  : 

1°  n  pair         —      -{-      —      -j-       ....       pour  x  =  —  oc 

2°  n  impair    -(-      —      -|~      —      ....  »  » 

n  pair     ).,,,,  , 

.4-      4-      +      4-       ....       pour  x  =  4-  oc 
ou  impair  \      '         '         '         '  I  ■ 

il  y  a  donc,  que  n  soit  pair  ou  impair,  perte  de  («-f  0 

variations;  donc  l'équation  Vn  4-  i  =  o  a  au  moins  (n  4/-  i) 

racines  réelles;  or  elle  est  du  degré  (n -\-  i),  donc  elle  a 

toutes  ses  racines  réelles.  —  De  plus  on  peut  en  conclure 

que  le  quotient  -- — - —  passe  du  négatif  au  positif  au  mo- 
V»  _  \ 

ment  ou  x-  atteint  et  dépasse  une  racine  de  l'équation  V„  =  o  ; 
donc  les  racines  de  l'équation  V„  =  o  séparent  les  racines 
de  l'équation  V»  _  <  =  o. 
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4°  Les  coefficients  de  V  sont  des  fonctions  linéaires  de  la  cons- 
tante a  et  en  posant 

V(n  4-  d  =  P(n  -f  i)  —  Q(n  +  i) 
on  a,  si  x  =  co/^r  cp, 

-=- =  co^  (n  4-  I  )<p 

Vn  +  1 

En  conclure  les  expressions  trigonomé triques  des  racines  de  l'é- 
quation Vn  +  i  =  O. 

On  a  trouvé  pour  Yn  +  i 

a;»  4-  i 1 — ! '-  xn  ~  i  4- ! J-—- - ce"  -  s 

1.2  1.2.3.4 

tn  4-i  (w  4-  \)n(n  —  1)  ,         ~i 

.   ce"  —  v    ~       v    0 — i  ce'1  -  2  -f  . . .    =  o . 
1  1.2.3  J 

Si  l'on  pose  par  exemple 

COS   CD 

ce  =  coter  <p  ou  =  — : — — , 
s  '  sin  9 

C0S(n  +  1)  9  ?((/),  4-  1)      cos"  -  <  © 

on  a       — — — — — I i ! : 2-  4-  . . . 

sin("  +D  <p  1  sin"  ~  i  -f 

[n  4-  1  cos'1  9       (n-\-  i)n(n —  1)  cosn  -  2  9  -1 
: - — : ; h    .  .  .  I  =  O. 
1        sin"  9               1.2.3         sin"  —  a  <p              J 

n(n  4-  1) 
ou       cos"  +  i  9 — ■ —  cos"  -  1  9  sin2  cp  4-  . . . 

r/i4- 1  .  (n-\-i)n(n — 1)  .   .  1 

—  a\ — ■ — cos»  o  sin  a—  - — ! — -^—- — -cos"  -29  sin3  9  4-  ..  =0 

Li  '  1.2.3  J 

d'où  a  =  cotg  (n  4-  1)9. 

Soit  y.  le  plus  petit  des  arcs  ayant  pour  cotangente  a,  on  a 

(n  4-  1)9  =  y.  4-  k-. 

oc  4-  foi 

en  donnant  à  k  les   (n  4-  1)  valeurs  o.  1,2,  ...  n,  on  a  les 
n  4-  1)  racines  trigononiétriques  de  l'équaliou  V»  -\- 1  =  o. 

5°  On  propose   d'établir  que   le  polynôme   Vn  satisfait   aux 
deux  équations  suivantes. 

nVn  _  A  =  2nx  V„  —  (1  4-  x*)V'n, 
(1  4-  x2)V"n  —  2(n  —  2)  xV'n  4-  n(n  —  i)V„  =  o. 
J'ai  trouve  la  relation 

VnH  =  2»V»-(l    4-X2)   Y,,-,.  (1) 
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Je  calcule  V'n.  J'ai 

[n(n  —  i)           „    ,    n(n  i)(n  —  i){n — 3  1 

xn ! LXn  -  2  -J_  _J !1 Xn  -  k 
12                                                       I23a  j 


v„  = 


1234 

-a[fxn"'  •■•] 


d'où  V'n  =  n  V„  _  ,     V„  _  i  = 


tt 
portant  dans  (1),  on  a 

nV„  -  A  =  2nxVn  —  (1  +  œ»)  V». 
De  même  on  trouverait  : 

V"„  =  n(n  —  1)  V„  _  2. 

portant    les    valeurs  Vn  _  <  = ,  Y„      2  = 


n(n  —  1) 
dans  la  relation 

V„  =  2xV„  -  h  —  (1  +  a-2)  V„  -  2, 
j'ai   (1  -f  x2)  V'n  —  2(n  —  \)x  V'„  -f-  n(n  —  1)  Vn  =  o; 

c.  q.  f.  d. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 
a  l'école  polytechnique 


Mathématiques  élémentaires. 

—  Chercher  combien  il  y  a  de  fractions  équivalentes  à  une  lraction  donnée  et 
ayant  des  termes  plus  petits  que  ceux  de  cette  traction  donnée. 

—  Trouver  tous  les  nombres  entiers  x  tels  que  x-  —  1  soit  divisible  par  un 
certain  nombre  premier  p. 

—  «  étant  un  nombre  tel  que  a3  —  2  soit  divisible  par  7,  on  demande  s'il  est 
toujours  possible  de  trouver  un  nombre  plus  petit  que  a  qui  soit  divisible 
par  7. 

—  Trouver  les  solutions  entières  de  l'équation  x2  —  y-  =  g. 

a  c 

—  et  —  étant    des  fractions  irréductibles,  et   b  et    d   étant  différents,  on 
0  d 

demande  si  la  somme  des  deux  fractions  peut  ou  ne  peut  pas  être  un  nombre 

entier. 

—  Etant  donnés  un  plan  P,et  un  triangle  ABC  ayant  nneôté  BC  dans  le  planP, 
et  dont  le  plan  fuit  avec  le  plan  P  un  angle  <p,  on  projette  le  sommet  A  en  a 
sur  le  plan  P,  et  on  demande,  connaissant  tous  les  éléments  du  triangle  de 
L'espace  et  l'angle  <p,  de  calculer  l'angle  BoC  du  triangle  projeté. 

—  p  étant  un  nombre  premier  absolu,  et  a  un  nombre  premier  avecj»,  on  peut 
toujours  trouver  une  puissance  entière  de  a  qui,  divisée  par  p.  donne  pour  reste 
l'unité. 
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—  Mener  par  un  point  donné  un  cercle  tnngent  à  deux  droites  données. 

—  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  le  nombre  N  =  aa  &"  cf...  il 

en  produits  de  facteurs  différents? 

—  Couper  un  angle  solide  àquatre  faces  par  un  plan  de  manière  que  la  section 
soit  un  parallélogramme. 

—  Etant  donnés  trois  nombres  a,  b,  c.  trouver  une  progression  arithmétiqueà 
termes  entiers  telle  que  les  nombres  a,  b,  c,  en  fassent  partie. 

— Soient  deux  nombres  N  =  aa  ba  c( et  N'  =  a'"  br  c'Y comment 

peut-on  trouver  tous  les  diviseurs  communs  à  ces  deux  nombres,  et  combien 
y  a-t-il  de  ces  diviseurs? 

—  Démontrer  que  la  division  harmonique  est  projective. 

—  Volume  engendré  par  un  octogone  régulier  tournant  autour  d'un  de  ses 
côtés. 

Algèbre. 

—  A  et  À'  étant  deux  valeurs  approchées  d'un  nombre  x,  l'une  par  excès, 
l'autre  par  défaut,  on  réduit  A  et  A' en  fractions  continues  ;  établir  que  les 
quotients  incomplets  communs  à  A  et  A'  sont  ceux  que  fournirait  la  réduction 
de  x  en  fraction  continue. 

—  Sachant  que  f[x)  est  un  polynôme  qui.  égalé  à  zéro,  a  toutes  ses  racines 
inégales  et  autres  que  ±  i ,  on  demande  de  décomposer  l'expression 


en  fractions  simples. 


Racine  carrée  de  l'imaginaire  i  —  2y/ —  1. 
—  Séparer  les  racines  de  l'équation  x*  +  x2  +  Xx —  3  =  o.  Discussion, 
quand  À  varie  de  —  oc  à  +  00. 

X2  X^  X** 

—  Pour  quelles  valeurs  de  x  la  série  1  -{-  x  -\ =  -| =.  +  . . .  -\ — 

v/2  y/3  \jn 

-f  . . .  est-elle  convergente? 

—  Diviseurs  du  second  degré  en  x  du  polynôme  x*  +  ax2  +  bx  +  c. 

—  Valeur  de  1  expression  xn  Lx  pour  x  =  o. 

—  Pour  quelles  valeurs  de  x  la  série 

x-  cos  29       £C3  cos  3'J                    xn  cos  «c? 
1  +  x  cos  cp  + 2  +  r  +  •  •  •  +  -T  +   •  •  • 

'  1.2  I.2.J  I.2...J» 

est-elle  convergente? 

—  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  y  =  arc  sin et   y  =  arc  sin 

x2  +  1 

a*(  1  +  x)  .  ît  7T 

,  x  étant  un  arc  compris  entre  —  et . 

x2  -f  1  [  2  2 

,..,,,  .        3a;2  +  2xy  ,  .      . 

—  Limite  de  1  expression  r—  quand  x  et  y  augmentent  simultane- 

x-  +  3y 

ment  et  croissent  tous  deux  jusqu'à  l'infini. 

—  Soit  la  fraction  ;  trouver  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 

a —  x 

croissantes  de  x,  et  telle  qu'elle  soit  convergente  pour  des  valeurs  assez  petites 

de  x,  la  limite  étant . 

a  —  x 
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Même  question  pour — . 

—  Quelles  sont  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  l'expression 

i      nxn  -  l{a  —  x)  +  xn 

"ô"~  "  [a  —  x)2 

tend  vers  zéro? 

Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

—  Étant  donnée  l'équation  Ax2  +  iBxy  +  Cy2  =  o,  calculer  l'angle  de; 
deux  droites  qu'elle  représente,  et  former  l'équation  homogène  du  2"  degré  qui 
représente  le  système  de  leurs  bissectrices. 

—  On  donne  en  coordonnées  rectangulaires  l'équation  Ax2  +  2B.ry  +  Cy2 
-}-  ...  -j-  F  =  o  d'une  conique,  et  l'équation  ax  +  by  +  c  =  o  d'une  droite; 
trouver  les  conditions  que  doivent  remplir  a,  6,  c,  pour  que  la  droite  soit 
un  diamètre  de  la  courbe,  et  qu'elle  fasse  avec  son  conjugué  l'angle  6. 

Conditions  pour  que  0  =  908. 

—  Par  un  point  U  d'une  ellipse,  on  mène  les  deux  rayons  vecteurs  MF  et  MF' 
ainsi  que  la  normale  ML;  trouver  le  lieu  des  points  P  situés  sur  la  normale  et 
tels  que  l'on  ait  MF  =  MF  x  MF'. 

—  Former  l'équation  qui  représente  le  système  des  4  normales  qu'on  peut 
mener  d'un  point  (aji)  à  une  ellipse,  ou  à  une  hyperbole  donnée. 

—  Par  un  point  tixe  pris  à  l'intérieur  d'une  ellipse,  on  mène  une  sécante;  sur 
une  perpendiculaire  élevée  à  cette  sécante  par  le  point  fixe,  on  porte  à  partir  de 
ce  point  une  longueur  égale  à  la  moyenne  géométrique  des  deux  segments  de  la 
sécante.  On  demande  le  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs  quand  on  fait 
tourner  la  sécante  autour  du  point  fixe. 

—  Par  un  point  M  quelconque  pris  sur  une  ellipse  on  mène  la  normale  MAB 
qui  coupe  le  grand  axe  en  A,  et  le  petit  axe  en  B.  Démontrer  qu'on  a,  quel 
que  soit  M,  MA  X  MB  =  MF  x  MF'. 

F  et  F'  étant  les  deux  foyers. 

—  Établir  par  le  calcul  qu'une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales  se 
coupent  à  angle  droit. 

—  Dans  quelles  régions  du  plan  d'une  hyperbole  faut-il  placer  le  point  d'où 
l'on  mené  deux  tangentes  à  la  courbe  pour  que  ces  tangentes  touchent  la  môme 
branche  de  l'hyperbole? 

Rechercher  si  un  point  donné  (aji)  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  parabole 
[ax  +  by)2  +  idx  +  ley  +  f  =  o. 

—  Trouver  dans  le  plan  de  la  parabole  un  point  tel  que  les  normales  menées 
de  ce  point  à  la  courbe  fassent  deux  à  deux  entre  elles  des  angles  de  120°. 

—  Lieu  des  pôles  des  normales  : 

1°  à  l'ellipse;  2°  à  l'hyperbole;  3°  à  la  parabole. 

—  Trouver  les  points  de  la  courbe  p  =  a  \J  cos  2to  où  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  l'axe  polaire. 

—  Construire  géométriquement  les  éléments  principaux  d'une  parabole  dont 
on  connaît  : 

1°  L'axe  et  2  points; 

2°  3  points  et  la  direction  de  l'axe. 

—  Soit  l'équation  y2  =  2px  +  qx2  -f-  R  (en  coordonnées  rectangles)  p  et  q 
étaient  connus,  déterminer  R  de  manière  que  l'origine  soit  un  foyer  et  calculer 
l'abscisse  de  l'autre  foyer. 

—  Le  produit  des  aires  du  parallélogramme  inscrit  à  l'ellipse  et  du  paral- 
lélogramme circonscrit  correspondant  est  égal  à  Sa2b2. 
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Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

—  Génération  du  paraboloïde  elliptique  par  le  mouvement  d'un  cercle.  —  Ce 
mode  de  génération   peut-il  donner  tous  les  paraboloïdes  elliptiques? 

y2        z2 

—  Lieux  des  centres  des  sections  obtenues  en  coupant  la  surface r=2X 

P        P 
par  des  plans  passant  :  1°  par  un  point  donné;  2°  par  une  droite  donnée. 

—  Trouver  les  divers  lieux  des  points  tel  que  le  rapport  de  leurs  distances  : 
1°  à  un  point  et  à  un  plan  fixes; 

2°  à  une  droite  et  à  un  plan  fixes; 
3"  à  une  droite  et  à  un  point  fixes  ; 
4°  à  deux  droites  fixes, 
soit  constant. 

—  Lieu  des  perpendiculaires  menées  par  le  sommet  du  cône  Ax2  +  Bt/2  +  Cz2 
=  oà  tous  les  plans  tangents. 

—  Si  un  trièdre  trirectangle  a  son  sommet  au  centre  de  l'ellipsoïde,  la  somme 
des  carrés  des  inverses  des  segments  déterminés  par  la  surface  sur  les  trois 
arêtes  du  trièdre  est  constante. 

—  Le  cône  formé  par  les  normales  menées  aux  sections  centrales  d'aire  cons- 
tante dans  l'ellipsoïde  n'est  pas  de  révolution  ;  trouver  les  plans  cycliques. 

—  Cônes  du  deuxième  degré  qui  passent  par  la  rencontre  de  la  sphère 
x2  -\-  y2  -\-  z2  =  R2  et  du  cylindre  y2  +  x2  —  Rx  =  o.  Combien  y  en  a-t-il? 

—  Etant  données  trois  axes  rectangulaires  et  un  point  sur  chacun  d'eux, 
calculer  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  et  celles  du  centre  du 
cercle  inscrit,  au  triangle  formé  par  les  trois  points. 

—  Etablir  que  si  un  cône  a  pour  sommet  un  point  d'un  hyperboloïde  de  révo- 
lution et  équilatère,  x2  +  V~  —  z2  =  a2,  et  pour  base  le  cercle  de  gorge,  les 
sections  antiparallèles  sont  perpendiculaires  au  plan  du  cercle  de  gorge. 

—  Par  une  droite  [x  — os  +  p,  y  =.  bz  -f-  q)  mener  les  plans  tangents  à  une 
surface  du  deuxième  ordre  et  former  l'équation  qui  représente  le  système  de 
ces  plans  tangents. 

Appliquer  à  l'ellipsoïde h  — — h  — —  =  i . 

a-         b-         c- 

—  Former  l'équation  générale  des  surfaces  du  deuxième  ordre  qui  contien- 
nent deux  droites  données,  et  deux  points  donnés. 

Distinguer  entre  le  cas  où  les  deux  droites  données  sont  dans  un  même  plan, 
et  celui  où  elles  ne  se  rencontrent  pas. 

—  Former  l'équation  du  paraboloïde  hyperbolique  contenant  l'axe  des  z,  une 
parallèle  à  l'axe  des  x,  et  un  point  sur  chacun  des  axes  ox  et  oy. 

—  Former  l'équation  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  rapporté  aux  deux  généra- 
trices rectilignes  qui  [tassent  par  un  point  de  la  surface,  et  au  diamètre  conju- 
gué de  leur  plan. 

Même  question  pour  le  paraboloïde  hyperbolique. 

—  On  donne  la  parabole  {z  =  o,  if  =  zp)  et  on  demande  le  lieu  des  som- 
mets des  trièdres  trirectangles  dont  les  arêtes  rencontrent  le  plan  xoy  sur  la 
parabole  donnée. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA  PARABOLE 

ET    DE     LEURS    PROPRIÉTÉS 

Par  M.  Launoy,  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Grani. 

(Suile,  voir  p.  289  et  suiv.) 


LU.  Théorème,  —  MD,  MD',  DD'  (fig.  23)  sont  trois  tan- 
gentes à  une  parabole, 
I  le  point  île  contact  de 
DD',  F  le  foyer;  on  a 
FDxFD'  =  FMxFI. 

Les  triangles  IDF 
et  D'MF  sont  sem- 
blables, car,  d'après  le 
problème  précédent, 
lcsanglesIFDetMFD' 
sont  égaux,  et  il  en 
est  de  même  des  an- 
gles IDF  et  D'MF  qui 
ont  même  mesure;  on 
en  conclut  la  propor- 
DF  FI 

llonW=i7F; 

d'où  la  relation  pro- 
posée. 

LUI.  Théorème.  —  Si  deux  tangentes  (fig.  "23)  issues  du 
point  M  et  dont  les  points  de  contact  sont  A  et  B,  sont  coupées  par 
une  troisième  tangente  en  D  et  D',  on  a  la  proportion 
MD  BD' 

DA    ""    MD" 
Les  triangles  DFA  et  MFD'  sont  semblable?,   car   ils  ont  : 
1°  les   angles  DAF  et  D'MF  égaux  comme  étant  tous  deux 
égaux  à  l'angle  IDF  (XLVII  et  LI);  2°  les  angles  DFA  et  MFD' 
journal  de  math.  I8b0.  22 


Fl'j.  83. 
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égaux  (LI);  on  eu  conclut  la  proportion 
DA  MD' 

DF  ~~  D'F  ' 
De  même,  les  triangles  D'FB  et  MDF  sont  semblables 
comme  ayant  :  1°  les  angles  D'FB  et  MFD  égaux,  puisqu'ils 
ont  pour  mesure  des  arcs  égaux  BD'  et  MD  (LI);  2°  les 
angles  FBD'  et  DMF  égaux  comme  tous  les  deux  égaux  à 
l'angle  DDF;  d'où  la  proportion 

MD  PB 

DF   ~~   D'F  ' 
En  divisant  ces  deux  proportions  membre  à  membre,  il 
MD  BD' 

vient  DT^MD"' 

c'est-à-dire  la  proportion  donnée. 

Corollaire.  —  Si  l'on  a  MA  =  MB,  c'est-à-dire  si  les 
laugeutes  limitées  à  leur  point  de  rencontre  et  à  leurs  points 
de  contact  sont  égales,  on  peut,  d'après  une  propriété  connue 
des  proportions,  écrire  la  précédente 

DA  +  MD  MD'  -f  DB 

MD  ""  WË 

et  comme,  par  hypothèse 

DA  -f  MD  =MD'  -f  DB, 
!en  résulte  MD  =  DB 

et  aussi  MD  =  DA. 

Donc,  si  deux  tangentes  égales  menées  à  une  parabole  sont 
coupées  par  une  troisième,  les  .segments  déterminés  sur  ces  tan- 
gentes sont  égaux,  mais  les  segments  égaux  ne  sont  pas  placés 
de  la  même  manière  sur  les  tangentes. 

LIV.  Théorème  de  Steiner.  —  Le  point  de  concours 
des  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à  une  parabole  se  trouve 
sur  la  directrice. 

Lemme.  —  Dans  un  triangle  ABC  (fig.  24)  une  hauteur  AD 

rencontre  la  circonférence  circonscrite  en  un  point  0  symétrique 
par  rapport  au  côté  BC,  du  point  de  concours  des  hauteurs. 

Eu  joiguaut  BH  et  BO,  on  a  deux  triangles  égaux  BHD 
et  BDO,   car  ils    ont  un    côté    commun   BD  ;   l'angle  1IBC 
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complémentaire  de  l'angle  G  est  égal  à  l'angle  DBO,  complé- 
mentaire  de    l'angle  0,    et  les 
deux  angles    0  et  G  ont  même 
mesure,  donc  DH  =  DO. 

Soient  (fvj.  24)  AB,  BC,  AC 
trois  tangentes  à  une  parabole 
de  foyer  F  ;  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  A,  B,  G 
passe  aussi  par  le  foyer  F. 
Soient  0  le  point  de  concours  des 
hauteurs,  G  son  symétrique  par 
rapport  à  BC,  I  le  point  symé- 
trique de  F  par  rapport  à  BG, 
les  deux  droites  10  et  FG  vont 

rencontrer  évidemment  la  droite  BC  au  même  point  X.  On 
sait  en  outre  (II,  Remarque  XLIIIj  que  le  point  I  appartient 
à  la  directrice. 

D'abord,  il  s'agit  de  déterminer  l'angle  APX;  extérieur 
au  triangle  XBP,  il  est  égal  à  la  somme  des  angles  XBP  et 
PXB  A.PN  =  PNB  +  NBP; 

mais,  d'après  la  figure, 

PNB  =  CXG  =  CAG  —  FAB  ; 
d'autre  part,  l'angle  NBP,  extérieur  au  triangle  ABD,  a  pour 


Fij.  Si. 


XBP 


—  +  BAG 


valeur 

et  par  suite 

APX  =  —  +  BAG  —  FAB  -f-  CAG  =  —  -f  CAF 


Si  donc,  laissant  fixes  l'angle  A  et  le  point  F,  on  donne  à 
BG  toutes  les  positions  pour  lesquelles  l'angle  BFG  est  sup- 
plémentaire de  l'angle  A,  cette  droite  BG,  comme  on  l'a  vu 
(ALIX),  enveloppera  une  parabole  de  foyer  F  et  tangente  aux 
côtés  de  l'angle  A.  Dans  ce  mouvement  la  droite  NPO  restera 
fixe,  puisque  l'angle  APN  a  une  valeur  indépendante  de  la 
position  de  BG  ;  cette  droite  contenant  tous  les  points  svmé- 
triques  du  foyer  par  rapport  à  toutes  les  positions  de  la  tan- 
gente BG  est  la  directrice  de  la  parabole  ;  elle  contiendra 
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également  tous  les  points  de  concours  des  hauteurs  de  tous 
les  triangles  obtenus  dans  le  mouvement  de  BC. 

Corollaire  I.  —  De  ce  qui  précède,  on  déduit  comme 
cas  particulier:  les  centres  de  tous  les  triangles  équilatèraux 
circonscrits  à  une  même  parabole  sont  situés  sur  la  directrice 
de  cette  parabole,  et:  les  directrices  de  toutes  les  paraboles  ins- 
crites à  un  même  triangle  êquilatéral  donné  passent  toutes  par 
le  centre  de  ce  triangle. 

Corollaire  lï.  —  Si  l'on  remarque  que  quatre  droites 
données  sur  un  plan  peuvent  être  touchées  par  une  même 
parabole  (XLVIII,  Corollaire  II),  on  dira  :  dans  les  quatre 
triangles  que  forment  trois  à  trois  quatre  droites  tracées  sur  un 
même  plan,  les  points  de  concours  des  hauteurs  appartiennent 
tous  quatre  à  une  même  droite.  (Steiner.) 

LV.  Théorème.  —  S/  par  le  point  A  (fig.  2o)  de  con- 


S    .---■' 

b\/ 

A1 

d;  !        y 

""----./ 

Fig.  ... 

cours  de  deux  tangentes  on  mène  une  parallèle  à  l'axe,  l'angle 
LAC  que  fait  cette  parallèle  avec  l'une  des  tangentes  est  égal  à 
FAB  que  fait  arec  l'autre  la  ligne  qui  joint  le  foyer  au  point  X. 
D'après  le  théorème  précédent,  la  ligne  NPO  est  la  direc- 
trice de  la  parabole  définie  par  le  foyer  F  et  les  tangentes 
AB  et  AC;  la  parallèle  AL  à  l'axe  est  perpendiculaire  à  celte 
directrice.  Soit  Q  le  point  où  NP rencontre  AC,  l'angle  LAC 
a  pour  complément  l'angle  AQP;   or  l'angle  APN  extérieur 
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au  triangle  PAQ  a  pour  valeur 

APN  =  AQP  +  A, 
d'où  AQP  =  APN  —  A, 

ou  à  cause  de  la  valeur  de  APN  (LIV), 

AQP  =  —  —  BAF 

2 

et  par  suite  LAC  =  BAF. 

Corollaire  I.  —  Dans  le  cas  ou  le  point  F  occupe  le 
milieu  de  l'arc  BFC,  il  est  évident  que  la  ligne  AL  coïncide 
avec  AF  ;  AL  est  l'axe  lui-même  delà  parabole. 

Corollaire  II.  —  Déterminer  l'angle  des  axes  de  deux  para- 
boles inscrites  dans  le  même  angle  et  de  foyers  donnés. 
Soient  (fig.  26)  A  le  point  do  concours  des  deux  tangentes 


Fig.  26. 
communes;  F  et  F' les  foyers  ;  AL,   AL'  les  parallèles  aux 
axes  menés  par  le  point  A:  il  est  facile  de  voir  que  l'angle 
LAL'  est  égal  à  l'angle  FAF'. 

LVI.  Problème.  —  Étant  donnée  une  parabole  par  son 
foyer  et  un  angle  circonscrit,  construire  une  autre  parabole  ins- 
crite dans  le  même  angle  dont  l'axe  fait  avec  celai  de  la  première 
un  angle  donné,  et  connaissant  :  /'  ou  son  point  de  contact  sur 
une  des  tangentes  données  ;  2°  ou  une  troisième  tangente. 

Soient YAf/.  26)  A  le  sommet  de  l'angle  circonscrit  commun. 
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F  le  foyer  de  la  première  parabole  ;  dans  les  deux  cas  on 
mènera  la  ligne  AI"  faisant  avec  AF  l'angle  donné  (LV, 
Corollaire  II);  cette  droite  contiendra  le  foyer  de  la  parabole 
cherchée  ;  cela  fait,  dans  le  premier  cas,  on  mènera  la  ligne 
AL'  faisant  avec  l'une  des  tangentes,  AM  par  exemple,  un 
angle  L'AM  égal  à  l'angle  F'AN;  AL'  sera  la  direction  de 
l'axe  de  la  deuxième  parabole  (LV)  ;  par  le  point  donné  M, 
oh  mènera  une  parallèle  à  AL'  et  par  le  même  point  une 
droite  MF'  faisant  avec  AM  le  même  angle  que  fait  avec 
cette  droite  la  parallèle  précédente;  MF'  contiendra  le 
foyer  F'  (XLII)  ;  dans  le  second  cas,  le  foyer  sera  au  point 
de  rencontre  de  AF'  et  du  cercle  circonscrit  aux  trois  tan- 
gentes. Connaissant  le  foyer  et  deux  tangentes,  la  parabole 
est  déterminée.  Dans  les  deux  cas,  le  problème  n'admet 
qu'une  solution. 

VI 

PROPRIÉTÉS  DES   NORMALES 

LVII.  Théorème.  —  La  normale  en  un  point  d'une  para- 
bole est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point  de 
contact  et  par  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  ce  point. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  directe  du  théorème 
VIL 

Soient  (fîj.  27;  MD  la  normale  en  un  point  M  d'une  parabole, 

MF  le  rayon  vecteur;  le  trian  gle 
MFD  est  évidemment  isoscèle 
et  I'  le  milieu  de  MD  est  la 
projection  du  point  F  sur  la 
normale  ;  I  étant  la  projection 
du  foyer  sur  la  tangente,  le 
quadrilatère  MIFL  est  un  carré 
et  MI'  =  FI  ;  par  suite  MD 
=  2FI;  si  l'on  désigne  par  a 
l'angle  FMD,  le  triangle  ISF 
P 


Fig.  s. 


donne        IF  = 
et  alors    MD  = 


2  cos  a 

P 

cos  X 
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et  si  l'on  remarque  que  MD  cos  i.  représente  la  projection 
de  MD  sur  l'axe,  projection  que  l'on  appelle  sous-normale,  on 
dira  que  dans  la  parabole  la  sous-normale  est  constante  et  égale 
au  paramètre.  Cette  projection  est  aussi  celle  de  MD  sur  le 
rayon  vecteur  ;  elle  est  donc  constante,  quel  que  soil  le  point 
considéré. 

LVIII.  Théorème.  —  Par  un  point  pris  dans  le  plan  d'une 
parabole  on  peut,  en  général,  mener  t7°ois  normales  à  la  courbe. 

Soient  (fig.  27)  P,  le  point  considéré,  PR  sa  distance  h  l'axe, 
positive  si  P  est  au-dessus  de  l'axe  ;  la  position  de  ce  point 
sera  déterminée  par  la  longueur  FR  =  /  et  par  PR  =  d.  Le 

d 


triangle  PRD  donne      ter  x  = 


RD 


on  en  tire  facilement 

shi  x  cos  i 


d  RD 

RD2 


I   d1  -t-RD2 


d'où  cos  a2  = 

(/-  +  RD2 

De  plus,  le  triangle  isoscble  FMD  donne 
FD=       MD      - 


2  COS   V.  2   COS-   X 

et  il  est  à  remarquer  que  celte  expression  n'est  autre  que 

celle  du  rayon  vecteur  FM. 

En  outre  FD  =  /  +  RD; 

égalant  ces  deux  expressions  de  FD  et  résolvant  par  rapport 

.,     .  p 

a  cos2  %,  il  vient        cos2  oc  =  — : 7777- • 

2(1 +  BD) 

Égalant  aussi  les  deux  expressions  trouvées  de  cos'1  %  et 
ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  RD, 
on  a  2ÏG?  +  (zl  —  p)  RD*  —  jkP  =  o.       (!) 

Cette  équation  est  du  troisième  degré,  par  rapport  à  RD  ; 
elle  a  donc  trois  racines;  à  chacune  de  ces  racines  corres- 
pond une  normale  issue  du  point  P  ;  donc  de  ce  point  partent 
trois  normales. 

Remarque.  — S/  l'on  porte  sur  l'axe  d'une  parabole,  à  partir 
du  sommet,  une  longueur  égale  au  ragon  vecteur  d'un  point 'quel- 
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conque  de  la  courbe,  et  sur  la  perpendiculaire  à  Vaxe  menée  du 
point  obtenu  une  longueur  égale  à  la  normale  au  point  choisi 
sur  la  courbe,  l'extrémité  de  cette  longueur  est  un  point  de  la 
parabole. 

Il  suffit  de  remarquer  qu'en  vertu  des  expressions  trouvées 
pour  IvIF  et  pour  MD,  on  a 

MB2  =  2P  X  MF  (*); 
d'où  la  propriété  énoncée,  en  vertu  du  théorème  XLI. 

LIX.  Théorème.  —  Pour  tous  les  points  d'où  partent 
deux  normales  rectangulaires,  la  troisième  normale  se  projette 
sur  l'axe  suivant  une  longueur  constante. 

Soit  (fig.  28)  P  un    point  d'où  partent  les  normales   PM , 

PM',  PM",  les  deux  premières 
étant  rectangulaires;  D,  D', 
D"  sont  les  points  où  ces 
normales  rencontrent  l'axe; 
d'après  l'équation  (1)  du 
théorème  précédent,  le  pro- 
duit des  distances  du  point 
R  aux  trois  points  D,  D',  D" 
a  pour  expression  : 

RD  x  RD'  X  RD"  =  -^-; 


Fig.  28. 

relations  précédentes  donne 


or,  le  triangle  DPD'  est  rec- 
tangle en  P,  donc 

RP2  ou  d2  =  RD  X  RD' 
et  la  considération  des  deux 


RD'  =  -£-. 

De  plus,  la  sous-normale  D"Q"  étant  égale  à  p,  on  a 

ce  qui  démontre  le  théorème. 


(*j  Cciic  propriété  a  été  démontrée  et  utilisée  par  M.  d'Ocagae;  voy.  Journal 
de  Math,  clan.,  li"  année. 
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LX.  Théorème.  —  Le  lieu  du  point  d'où  partent  deux 
normales  rectangulaires  est  une  parabole. 

Il  est  évident,  d'après  le  théorème  précédent,  que  si  le 
point  P  (fig.  28)  est  tel  que  la  normale  PM'  a  une  projection 

o  n 

sur  l'axe  éçale  à  — — .   les  deux  autres  normales  issues  du 

°  2 

même  point  sont  rectangulaires.  A  la  valeur  de  RD'  égale  à 
l—  correspondent  pour  l  et  (/  des  valeurs  liées  par  une  rela- 

2 

tion  que  l'on  obtiendra  eu  substituant  à  RD  cette  valeur-^—, 
dans  l'équation  (1)  (XXIII);  celte  relation  est 

Si  l'on  prend  à  partir  du  point  F  un  point  St  tel  que 
FS,  =  p,  la  distance  du  point  R  à  ce  point  sera  précisément 
/ — p  et  la  relation  précédente  appliquée  au  point  P  s'écrira 

RD'-  =  -£-  RSI; 

2 

ce  qui  prouve  que,  dans  ces  conditions,  le  point  P  se  trouve 
sur  une  parabole  de  paramètre  égal  à  la  moitié  de  celui  de 
la  parabole  primitive  (XL). 

LXI.  Théorème.  —  Le  centre  de  gravité  du  triangle 
formé  par  les  pieds  des  trois  normales  issues  d  un  même  point  se 
trouve  sur  l'axe. 

Soient  (fig.  20)  D,,  D2,  D3  les  points  oii  les  trois  normales 
issues  d'un  point  P  rencontrent 
Taxe;  on  sait  (LYIII)  que  ces 
points  sont  déterminés  par  l'é- 
quation 

2RDJ  -f-  (2/  —  p) 
KD"  —  pd*  =  o  (1) 
Mj  étant  le  pied  d'une  de  ces 
normales,  MtQt  son  ordonnée, 
les  triangles  semblables  M1D1Ql 
et  RPDt  donnent  la  proportion 
PR  M.Qi 


RD, 


0,I>, 
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d'où,  en  vertu  des  notations  employées, 

Si  dans  l'équation  (1)  on  remplace  RD  par  l'expression 

— — ,  y  désignant  l'une  quelconque  des  ordonnées  des  pieds 

des  trois  normales  issues  de  P,  puis  multipliant  tous  les 

termes  par  y3  et  réduisant,  on  arrive  à  la  nouvelle  équation 

y3  — p  (2I  —  p)  y  —  2pid  =  0.  .      (2) 

Cette  équation  est  privée  de  termes  en  y2,  donc  la  somme 

de  ses  racines  est  nulle;  en  les  désignant  par  ylt  y2,  yz>  on  a 

Vi  +  Vi  4-  y»  =  °- 
Pour  que  cette  relation  soit  satisfaite,  il  faut  que  l'une  de 

ces  valeurs  soit  d'un  signe  contraire  à  celui  des  deux  autres; 

dans  le  cas  de  la  figure  y3  est  négative,  et  alors 

yi  +  y».  =  ys- 

Cela  étant,  soit  I  le  milieu  de  MtM2;  dans  le  trapèze 
MjQiQjM,,  II'  joint  le  milieu  des  côtés  non  parallèles,  donc 

ir  =  Vi  i. y*      y»      M«Q» 
2  22 

Soit  G  le  point  où  la  droite  IM3  rencontre  l'axe  et  II'  l'or- 
donnée du  point  I;  les  triangles  semblables  II 'G  et  M3Q3G 
montrent  que,  en  vertu  des  dernières  égalités, 

2 

et  par  suite  que  le  point  G  partage  la  médiane  IM3  en  deux 
parties,  dont  l'une  est  le  tiers  de  la  ligne  totale,  c'est-à-dire 
que  ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  MtMaMa. 

LXII.  Théorème.  —  M(<  M„  M3  (fig.  29)  sont  les  pieds 
des  normales  menées  d'un  point  P  à  une  parabole  :  1°  la  corde 
MtMj  qui  joint  les  deux  points  situés  d'un  même  côté  de  l'axe  et 
*a  droite  qui  joint  le  troisième  point  Ms  au  sommet  sont  également 
inclinées  sur  l'axe;  2°  la  corde  qui  joint  deux  points  situés  de 
part  et  d'autre  de  l'axe  fait  avec  lui  un  angle  supplémentaire 
de  celui  que  fait  avec  cet  axe  la  droite  qui  joint  le  sommet  au 
troisième  point. 

1°  On  a  vu,  en  effet  (XLI),  que  si  6  désigne  l'angle  de  MtM, 
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avec  l'axe,  on  a  tg6  = 

2/1  +  y* 

ou  en  vertu  de  la  relation 

Vl  +  2/2  =   !/3 

Le  point  M  appartenant  à  la  parabole,  on  a  aussi 

Va  2P 

j-3        y» 

et  par  suite  tg  0  =  -2—  =  tg  0  . 

6'  désignant   l'angle    de   SM3    avec  l'axe,  c'est-à-dire   que 
6  =  0'. 

2°  Soit  8j  l'angle  de  MtM,  avec  l'axe  ;  la  relation  du  théo- 
rème VI  donne  dans  ce  cas 

tg  0  —  — *£ — 

puisque  y3  est  négative;  or  on  sait  que 
Vi  —  2/s  =  —  2/J5 

2D 

de  sorte  que  tg  Bj  = £—. 

!/î 
Le  point  M,  appartenant  à  la  parabole,  on  a,  comme  dans 
le  premier  cas,  en  désignant  par  0'i  l'angle  de  SM2  aiec  l'axe 

c'est-à-dire  que  ô'j  =  w  —  9t. 

Corollaire.  —  Z,e  cerc/e  </t«  passe  par  les  pieds  des  trois 
normales  issues  d'un  point  et  menées  à  une  parabole,  passe  par 
le  sommet. 

Par  le  point  M^  soit  M,X  parallèle  à  l'axe  ;  l'angle  M,M,M, 
est  partagé  par  cette  droite  en  deux  parties;  d'après  ce  qu'on 
vient  de  démontrer,  l'angle 

M,MJX=  8  =  fl'=M,SR; 
de  même  l'angle  MsMtX  supplémentaire  de  lia1f,  avec  l'axe 
est  égal  à  0',  ou  à  MtSR;  donc  l'angle  total  BftM(Ma  est  égal 
à  l'angle  M3SM,  et  par  suite  le  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  Mj,  Mj,  M3  passe  aussi  par  le  point  S. 
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LXIII.  Théorème.  —  Le  produit  des  ordonnées  et  celui 
des  abscisses  de  deux  points  dont  les  normales  se  coupent  sur  la 
courbe  est  constant. 

Le  produit  des  racines  de  l'équation  (2)  (LXI)  est  donné 
par  la  relation  ViViVs  =  zp^d 

et  si  l'on  suppose  que  le  point  P  (fig.  29)  d'où  partent  les 
normales  vient  coïncider  avec  MSJ  on  a  d  =  y3  et  la  relation 
précédente  devient  yly1  =  ip%. 

Comme  les  deux  points  Mt  et  Ma  appartiennent  à  la  para- 
bole, on  a  î/j2  =  2pxt  et  y.,-  =  2pxt 
et  par  suite  Viy2  =  Ylj&lx  Y~2pa^—  2pYxlx.1; 
d'où,  en  vertu  de  la  valeur  du  produit  y{y2  qu'on  vient  de 
trouver  xix2=pi, 
ce  qui  justifie  l'énoncé. 

LXIV.  Théorème.  —  Les  normales  issues  d'un  point  pris 
sur  une  parabole  font  avec  les  rayons  vecteurs  correspondants 
des  angles  a,  a',  a"  tels  que 

a  -j-  a'  -J-  a*  =  tc. 

En  effet,  si  l'on  divise  par  p  les  deux  membres  des  deux 
expressions  suivantes  obtenues,  théorèmes  LXI  et  LXIII, 
savoir  yt  -f  yt  -f-  yt  =  o 

y%y%  =  ip* 

auxquelles  satisfont  les  ordonnées  des  pieds  de  ces  normales, 
on  voit  facilement  qu'elles  donnent  lieu  aux  deux  suivantes 
lS  a  +  tg  a'  -f  tg  a"  =  o 
tg  a  tg  a  =  2. 
En  vertu  de  la  seconde,  on  a 

/       i                     tff  a  4-  tsf  a' 
tg  (a  -f  a)  =  — ^ ■ — 2 _—  tga-f  tg  a 

^     '  I    -  lg  v.  tg  a  °      T     e 

ou,  à  cause  de  la  première, 

tg  (a -fa)  =—  tga'; 
égalité  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si 

a  -j-  a'  -|-  a"  =  ~. 

Corollaire.  —  L'angle  que  fait  une  normale  issue  d'un 
point  d'une  parabole  avec  la  normale  en  ce  point  est  supplémen- 
taire de  l'angle  que  fait  arec  l'axe  la  seconde  normale  issue  du 

même  point. 
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Soient  (fig.  15)  P  le  point  d'où  partent  les  normales  PMt,  PM„ 
A  et  B  les  points  ou  elles  rencontrent  l'axe,  G  le  point  ou 
la  normale  en  P  rencontre  cet  axe.  Le  triangle  PBG  renfer- 
mant les  angles  PBG  =  oc',  PGB  =  oc*,  il  faut,  en  vertu  de 
la  relation  que  l'on  vient  d'obtenir,  que  l'angle  BPG  soit 
égal  à  a;  de  même  l'angle  APC  est  égal  ù  a'. 

LXV.  Théorème.  —  Si  sur  chacune  des  deux  normales 
issues  d'un  point  P  d'une  parabole,  autres  que  celle  qui  est  nor- 
male en  ce  point,  on  porte,  à  partir  du  point  P  une  longueur 
égale  à  la  portion  interceptée  entre  l'axe  et  la  courbe,  les  deux- 
points  obtenus  sont  sur  un  cercle  tangent  en  P  à  la  parabole. 

Soient  (fig.  30)  A'  et  B'  les  points  ainsi  obtenus,  c'est-à- 
dire  tels  que 

PB'  =  M2B,  PA'  =  M1A; 
on  sait  (LVII)  que  les  lon- 
gueurs M4A  et  M2B  ont  pour 
expressions 

MtA  ou  PA' 
P 


Fig.   30. 

po  ir  expression 


MtAouPB'=— i-r 

cos  oc  cos  a 

L'angle  A'PG  est  d'après 
le  corollaire  du  théorème 
précédent  égal  à  a';  donc  la 
portion  de  la  normale  PC  qui 
se    projette    suivant    PA'    a 


cos  oc  cos  a 
or  de  ce  que  l'angle  GPB'  est  égal  à  a,  la  portion  de  PC  qui 
se  projette  suivant  PB'  a  la  même  valeur;  donc  les  perpendi- 
culaires élevées  en  A'  et  B'  à  PA  et  PB  coupent  PG  au  même 
point,  et  par  suite  les  points  P,  A',  B'  sont  sur  un  cercle 
dont  le  diamètre  est  la  normale  en  P,  c'est-à-dire  tangent 
en  P  à  la  courbe. 

Remarque.  — L'expression  obtenue  dans  le  théorème  LXIV, 
savoir  Ig  a  tg  a  =  2, 


—  àoi)  — 

peut  s'écrire        siu  a  sin  a'  =  2  cos  a  cos  a' 

ou 

COS  a  COS  a'  =  sin  a  siu  x'  —  COS  a  COS  a'  =  —  COS  (a  -{-  a')  =  COS  %' 

eu  vertu  de  la  relation 

a  -j-  a'  -f-  a"  =  -. 
Il  en  résulte  que  le  diamètre  du  cercle  précédent  a  pour 

P  P 

expression  - =  ■ — = — -  , 

COS  a  COS  a  COS  a 

c'est-à-dire  la    longueur  de  la  normale  en  P,  limitée  à  la 
courbe  et  à  l'axe. 

LXVI.  Théorème.  —  1°  La  bissectrice  de  l'angle  des  rayons 
vecteurs  de  deux  points  dont  les  normales  se  coupent  en  un  point 
d'une  parabole,  est  parallèle  à  la  normale  en  ce  point  ;  2°  le  lieu 
du  point  de  concours  des  tangentes  en  deux  pareils  points  est  une 
droite  perpendiculaire  à  taxe. 

1°  On  sait  (fig.  30)  que  le  triangle  M4FÀ  est  isoscèle  et  que 

l'angle  M±FA  est  égal  à  z  —  2a;  de  même  M2FB  =  -  —  22'; 

si  donc  la  ligne  FM  est  bissectrice  de  l'angle  M^il,,  l'angle 

~  —  2  a  -f-  r.  —  2  a 
MFÂ  a  pour  expression =  -  —  (a  -j-  a') 

=  a",  c'est-à-dire  qu'il  est  égal  à  l'angle  PCA  ou  que  les 
droites  FM  et  PC  sont  parallèles. 

2°  Soit  M  le  point  de  concours  des  tangentes  en  M(  et  M2; 
on  sait  que  la  ligne  FM  est  bissectrice  de  l'angle  MjFM-2 
(XLFV)  et  de  plus  (XLVI)  que 

FM2  =  FM,  X  FM2  ; 
or,  on  sait  (LYIII),en  employant  les  notations  des  théorèmes 
précédents,  que 

FM,  =  _i — ,   FM,  =  —£—. 

2  COS2  a  2  COS2  a 

et  comme,  d'après  la  remarque  du  théorème  XXX. 
COS  a  COS  a'  =  COS  a', 


on  a 


F5P- 


4  COS*  a 


d'où  FM  = £■ 


2   COS  a 
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Cette  longueur  est  précisément  égale  à  la  moitié  de  la 
normale  PC;  or  on  sait  que  celle-ci  se  projette  sur  l'axe 
suivant  une  longueur  constante  p;  donc  la  ligne  FM  qui  lui 
est  parallèle,  se  projettera  sur  l'axe  suivant  une  longueur 

égale  ù  —,  c'est-à-dire  que  le  point  M  se  projettera  sur  l'axe 

P 
à  la  distance  ■=-■  du  foyer  et,  par  suite  se  trouvera  toujours 

sur  une  perpendiculaire  à  l'axe  menée  à  cette  distance  du 
foyer. 

LXVII.  Problème.  —  Construire  les  tanrjentcs  et  les  nor- 
males en  deux  points  tels  que  ces  normales  se  coupent  sur  la 
courbe  en  un  point  donné. 

On  sait,  d'après  le  théorème  précédent,  que  le  point  M 
(fi(j.  30)  de  concours  des  tangentes  est  à  la  fois  sur  une 
parallèle  à  la  normale  eu  P,  menée  par  le  foyer,  et  sur  une 

P 
perpendiculaire  a  l'axe,  distante  du  foyer  de  la  longueur  -£-  ; 

d'où  les  constructions  suivantes  :  on  construira  à  la  distance 

P 
-£-  du  foyer  une  perpendiculaire  à  l'axe;  la  normale  au  point 

donné  étant  construite,  on  mènera  par  le  foyer  une  parallèle 
à  cette  normale;  les  deux  droites  ainsi  obtenues  se  couperont 
en  un  point  qui  sera  le  point  de  concours  des  tangentes 
cherchées;  on  construira  ces  tangentes  d'après  le  procédé 
connu,  et  il  suffira  de  joindre  leurs  points  de  contact  au  point 
donné  pour  avoir  les  normales  correspondantes. 

LXVIII.  Théorème.  —  Le  cercle  circonscrit  au  triangle 
MtM2P  (lig.  30)  et  qui  passe  par  le  sommet  (LXII,  Corollaire) 
passe  aussi  par  le  pôle  M  de  la  corde  MtM,. 

Eu  effet,  dans  le  quadrilatère  MM, MM,  les  angles  PMtM 
et  PM2M  étant  des  angles  droits,  les  deux  angles  MjMM2  et 
MtPM2  sont  supplémentaires,  et  par  suite  le  quadrilatère 
M^MjM  est  inscriptible  dans  un  cercle,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 
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On  déduit  de  ce  qui  précède  une  autre  solution  du  pro- 
blème XXXII;  le  cercle  déterminé  par  les  points  P,  S,  Mt, 
M,,  M  a  évidemment  pour  diamètre  la  droite  PM,  par  con- 
séquent l'angle  MSP  est  droit;  d'où  la  construction  suivante  : 
la  droite,  lieu  du  point  M  étant  menée,  on  élèvera  en  S  une 
perpendiculaire  à  SP  qui  rencontrera  la  droite  précédente 
au  point  M,  d'où  partent  les  tangentes  cherchées. 

LXIX.  Problème.  —  Construire  dans  une  parabole  la 
corde  de  longueur  minimum  normale  à  la  courbe  à  une  de  ses 
extrémités. 

Soit  (fia.  30)  PMt  une  pareille  corde;  en  menant  les  ordon- 
nées des  deux  extrémités,  on  voit  facilement  que  la  longueur 
PMt  a  pour  expression,  d'après  les  notations  employées, 

PM1=Jî-lL; 

sin  x 

or,  on  sait  que    yt  =  p  tg  a,     y3  =  p  tg  a'; 

„,_  p(tg  a  —  tg  a') 

donc  PM.  =  -^-2 — ; ^ L. 

sin  a 

Mais  en  vertu  des  relations  établies  (LXIV),  on  a 
tg  x'  =  —  tg  (x  -f  a')  =  —  tg  a  —  tg  x'  —  —  tg  a  — 
de  sorte  que,  finalement,  il  vient 
2Jtg  x  +-—■ 

P}ï   —         x ^ 

sin  a  sin'2  x  cos  x 

Cette  expression  montre  que  le  minimum  de  PMt  corres- 
pond au  maximum  du  produit  sin2  x  cos  x,  en  appliquant 
à  ce  produit  le  principe  de  Fermât,  on  trouve  facilement 
que,  pour  le  cas  du  maximum,  l'angle  x  doit  satisfaire  la 
relation  sin2  a  —  2  cos2  x  =  o, 

d'où  Ig  a  =  ±  \J2. 

A  cette  valeur  double  de  tg  x  correspondent  deux  cordes 
symétriques  par  rapport  a  l'axe  et  répondant  à  l'énoncé. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  valeur  est  indépendante  du 
paramètre  de  la  parabole;  elle  convient  donc  à  toutes  les 
paraboles. 


ter  x 
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Pour  construire  cette  corde,  il  est  commode  de  déterminer 
la  longueur  du  rayon  vecteur  du  point  où  elle  est  normale; 
pour  cela,  on  a 

sin  x  cos  a  i 


3p 


y  2  i 

d'où,  par  le  rayon  vecteur  (LVIII) 

FM,  = S = 

2   COS2    K  2 

On  en  déduit  la  construction  suivante:  Du  foyer  comme 

centre  avec  — —  pour  rayon  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui 

coupe  la  courbe  en  deux  points  et  l'axe  en  un  point  ;  en  joi- 
gnant ce  point  à  chacun  des  deux  autres,  on  a  les  deux 
cordes  symétriques  par  rapport  à  l'axe  et  qui  répondent  à  la 
question.  (A  suivre.) 


QUESTION  179. 

Solution  par  M.  Longceyille.  Collège  de  Charleville. 


Construire  géométriquement  un  triangle  connaissant  un  côté, 
le  pied  de  la  hauteur  correspondante  et  sachant  que  les  bissec- 
trices d'un  des  angles  adjacents  à  ce  côté  sont  égales. 

Supposons    le   problème    résolu   et   soit  ABC   le   triangle 


demandé.  On  connaît  le  côté  BC,  le  pied  H   de  la  hauteur 
correspondante  et  l'on  sait  que  les  bissectrices  de  l'angle  B 


sont  égales. 
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Dans  le  triangle  AHC,  qui  est  rectangle, 

ACH  =  BCF  =  45°  -f-  -^  ; 
donc        CAH  =  qo°  —  45° B  =  45° . 

2  2 

De  même,  dans  le  triangle  BAF,  BAF  =  45° ,        donc 

CAH  =  CAB.  Il  résulte  de  là  que  si  sur  AC  comme  dia- 
mètre on  décrit  une  circonférence,  les  cordes  CK  et  CH  seront 
égales.  De  là,  la  construction  suivante  : 

Au  point  H,  on  élèvera  sur  BCH  une  perpendiculaire  ;  puis, 
du  pointC  comme  centre  avec  CH  pour  rayon,  on  décrira  une 
circonférence  ;  par  le  point  B,  on  mènera  une  tangente  à 
cette  circonférence,  et  la  rencontre  de  la  perpendiculaire 
avec  cette  tangente  déterminera  le  point  A,  et  par  suite  le 
triangle. 

Du  point  B,  on  peut  mener  deux  tangentes  à  la  circonfé- 
rence décrite  avec  CH  pour  rayon;  on  obtiendra  donc  deux 
triangles  qui  répondront  à  la  question.  Or,  ces  deux  triangles 
étant  égaux,  il  n'y  aura  en  réalité  qu'une  solution  à  ce 
problème. 

Pour  que  le  problème  soit  possible 
on  doit  avoir  CH  <  CB 

ou  comme  CH  =  CK 

CK  <  CB 

c'est-à-dire  que  la  perpendiculaire  CK  est  plus  petite  que 
l'oblique  CB.  Le  problème  est  donc  toujours  possible. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Gindre,  de  Lons-le-Saolnier; 
Artlms  Bertrand,  école  Albert-le-Grand,  Arcneil;  Deslais,  au  Mans;  Marin,  à 
Angers;  Chaillet.  à  Montauban. 
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QUESTION  180. 

Solution  par  M.  Longleville,  élève  au  Collège  «le  Cliarleville. 


Sur  les  trois  arêtes  d'untrièdre  on  prend  (rois  longueurs  égales 
à  l'unité  OA;  OB,  OC. 

Démontrer  que  si  Von  appelle  V  le  volume  du  tétraèdre,  on  a 


3V: 


y    sin 


[a  +  b  -f  cl  b  —  c  —  a     .     (c  +  a  —  b)     .     a  +  b  — 

Slil  sin sut 


Soit  H  le  pied  de  la.perpen- 
diculaire  abaissée  du  sommet 
0  sur  la  base  ABC.  H  coïn- 
cide dans  ce  cas  avec  le 
centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC. 
Soient 

AOB  =  a, 
AOC  =  b, 
BOC  =  a, 
BC  =  /, 
AC  =  m, 
AB  =  n, 
l  -f-  m  -f-  n  =  2p. 
On  a       3   V  =  aire  ABC  .  OH  ==  S    V  i  —  R8 

=  —  V  1 6  S2  —  l*m*n* 

4    v 

=   — — •  V   ibpip  —  l)(p  —  m)(p  —  n)  —  l-m-n2 
4 

=  —  V  ^'lml  +  îffl'/i1  +  2l-ni  —  /l-)«i  —  »i  —  l-nt-ir 
4 
Dans  le  triangle  ABO   abaissons  la   perpendiculaire  OD, 
nous  aurons 


71  .       c 

—  =  sin  — 


n  =  2  sin 
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de  môme  on  aurait  /  =  2  sin  — 

2 

.      b 
m  =  2  sin  — 
2 

remplaçons  /,  m,  n  par  leur  valeur  respective,  on  a 

5  *  =  ~~  V  4(r  — cos2  a — c°s2  &  —  cos2  c~\-  2  cos  a  cos  b  cos  c) 


=K- 


1  —  cos2  a  —  cos2  6  —  cos2  c  -j-  2  cos  a  cos  6  cos  c 

4 
ou  en  remplaçant  cos2  b  par  (1  —  sin2  b),  cos2  c  par  1  —  sin2  c, 

......         ,       .    sin2  6  sin2  c 

et  ajoutant  el  retranchant 


- .  j — cos2a  —  1  +sin2 


b  -\-  sin2c+  2  co3acos6cosc+sin2^sin3c — sin'&sin'c 


3  Y 

v  4 

mais 

—  1    -j-   sin2   b  -j-  sin2  c  —  sin2  b  sin2  c  =  —  cos2  b  cos2  c, 

=  —  (  t  —  sin2  b)  (  1  —  sin2  c)  ; 

dès  lors 

o  Y 1/  sin2  6  sin2  c  —  cos2  6cos2c — cos2 a -(-2  cos  a  cos  ôcosc 

'  4 


..  —  cos  b  cos  c)2 


„ y   sin2  b  sin2  c  —  (cos  n 

4 


»  /(sin  fcsinc  —  cos  a  +  00;  6  cos 

r  sin 6 sine 4-  e°s  a  —  cos  ft  cosc) 

—  V 

4 

1/  cos  (b  —  c)  —  cos  a 

cos  a  —  cos  (b  -\-  c) 

—  \                      2 

2 

t/.     [a  +  b—c]       .      la+c—b)       .     fb  +  c—a\    .      (a  +  b  —  c) 
=  y  sin .  sin .  sin  I I  sin  - 

Nota.  —  Ont  n'-solu  la  même  question:  MM.  Lesoille,  Speckelj  à  Sedan; 
Cronean,  à  Versailles. 


—  357  - 
QUESTION  183. 

Solution  pur  M.  Deslais.  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Prouver  que  (a  —  b)  vab  est  divisible  par  24  si  ab  est  un 
carré  parfait  et  que  aeib  noient  de  même  parité. 

Nous  allons  démontrer  que  ce  produit  est  divisible  par  8 
et  par  3. 

1°  Par  8.  Supposons  a  et  b  pairs  ;  a  =  211,  b=  211 .  Le  pro- 
duit peut  se  mettre  sous  la  forme 

2(11  —  ri)  V  41111  =  4(71  —  ri)  V  nri  . 

Si  n  et  ri  sont  de  même  parité,  n  —  ri  est  divisible  par  2; 
dans  le  cas  contraire  le  facteur  pair  est  divisible  par  4,  puis- 
que nri  est  carré  parfait.  Le  produit  est  donc  divisible  par  8. 
Soient  a  et  b  impairs  ;  a  —  b  est  pair,  ab  =  (211  -j-  i)(2n'  -)-  1) 
est  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  un  multiple  de  8  augmenté 
de  1  ;  il  en  résulte  que  a  et  b  sont  des  multiples  de  8  aug- 
mentés de.  1  et  alors  a  —  b  est  divisible  par  8. 

2°  Par  3.  Si  a  et  6  sont  multiples  de  3,  a  —  b  est  divisible 
par  3.  Il  en  est  de  môme  si  a  et  b  sont  des  multiples  de  3 
plus  1  ou  plus  2.  Si  un  seul  de  ces  facteurs  est  multiple  de 

3,  il  l'est  de  9,  puisque  ab  est  un  carré  parfait,  vab  est  alors 
multiple  de  3. 

Ils  ne  peuvent  être  l'un  m3  -j-  1  et  l'autre  m3  +  2  parce 
qu'un  carré  parfait  n'est  jamais  m3  -f-  2. 

Le  produit  proposé,  étant  toujours  divisible  par  3  et  par  8, 
dans  les  limites  de  l'hypothèse,  est  divisible  par  24. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Clouet,  à  Epernay;  Croncau. 
élève  du  lycée  Fontanes  ;  Huet.  à  Orléans. 

QUESTION  187. 

Solution  par  H.  Breiii.i.k.  élève  de  1  École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


Décrire   un  cercle   ayant   son    centre    sur   une   circonférence 
donnée  et  coupant  sous  des  angles  donnés  deux  droites  données. 
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Soient  0  la  circonférence  donnée,  Xx,  A>/  les  deux  droites 


également  données. 

Supposons  que  0'  soit  la  circonférence  répondant  à  la 
question.  Menons  en  B  et  en  F  les  tangentes  BC,  FM. 

CBas  =  a,     MFy  =  p. 

Or  DBE  =  CB.r  =  »,     0  BD  =  90  —  a,     BOT)  =  a. 

On  démontrerait  de  même  que  GO'F  =  :. 

Si  l'on  connaissait  le  rayon  de  la  circonférence  cherchée, 
on  pourrait  construire  les  deux  triangles  ODB  et  0  FG. 
Joignons  O'A  et  prenons  sur  O'A  un  point  quelconque  Q;  de 
Q  menons  QP  parallèle  à  O'B,  et  de  ce  même  point  Q  comme 
centre  avec  PQ  pour  rayon  décrivons  une  circonférence. 
Cette  circonférence  est  homothétique  à  0'  par  rapport  à  A. 

Elle  coupe  donc  A.r  et  Ay  sous  les  mêmes  angles  que  0' 
et  réciproquement.  Or  nous  connaissons  PQR  =  a  et 
SQT  =  p.  Nous  pouvons  donc  construire  ces  triangles,  en 
nous  donnant  un  rayon  arbitraire  R. 

La  circonférence  obtenue  coupera  Ax  et  A.y  sous  des 
angles  donnés  oc  et  (3,  mais  n'aura  pas  son  centre  surO.  Nous 
joindrons  alors  QA;  nous  prolongerons  cette  ligne  en  0'  et 
0";  de  0'  et  0'  nous  mènerons  O'B,  0"K  parallèles  à  PQ.  De 
0'  et  0"  comme  centres  avec  OB  et  0"K  comme  rayons  on 
décrira  des  circonférences  qui  seront  les  circonférences 
répondant  à  la  question. 

■    —  M.  Daguillon,  <iu  Lycée  Henri  IV,  a  résolu  b  nu-me  question. 


—  3o9  — 


QUESTION  195. 

Solution  par  M.  Gossieaux,  élève  du  Lycée  de  Suint-Quentin. 


Sur  un  quadrant  de  centre  0  on  prend  un  point  G  ;  déter- 
miner sur  la  tangente  en  A  un  point  D  tel  que  les  surfaces  des 
triangles  ACD,  OGD  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné  K. 

Soit  k  l'angle  AOG,  y  l'angle  inconnu  AOD. 
On  a 

2  2 

Il  faut  déterminer  le  point  D  de 
façon  que 

surf  ACD 

=  k; 


surf  OGD 


or, 


AD  .  AG  .  sin 


surf  ACD 
et  comme 


AD  =  R  tg  y 
AG  =  2R  sin 


on  a 

de  même 

Or 

donc 

dès  lors 


surf  ACD  =  R2  tgy  sin2 ; 

surf  PCP  =    OC-OD»M*-T) 

OD  = 
surf  OGD  = 


R 

cosy  ' 

R2  sin  (a  —  y) 


K  = 


K 


2  COS  y 

R2  tgy  sin2  —  2  tgy  cos  y  sin2  — 


i     „    sin  (a 
—  R2 


Y) 


sin  (y.  —  y) 


COS  y 
2  sin2  —  tgv 

2 

sin  a  —  cosx  tgy 


d'où 


Si 


donc 


t°"- 
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K  sin  oc 


2  sin2 f-  K  cos  k 

2 


sm  a  =  o      sin  —  =  o      cos  a  =  i  ; 

2 
O 


tffY  = 


o. 


.  ■    / 

Si  a  =  90,  sm  v.  =  1 ,  sin  —  =  — 


Dès  lors 


tg  y 


=  K. 


Si  a  =  900,  K  est  la  valeur  maximum  de  tgy,  puisque  cette 
valeur  est  le  maximum  de  oc. 

Nota. —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Boulogne,  Hoet,de  Saint-Quen- 
tin; Letellier,  de  Tarbes  ;  Daguillon.  lycée  Henri  IV,  à  Paris. 


La  tangente  étant  nulle,  D  est  en  A;  le  problème  est 
impossible. 

Si  x  augmente  de  o  à  900  en  restant  plus  petit  que  900, 
tgy  prend  des  valeurs  positives,  de  même  y. 

2         .       a 

— ,  2sm2 — =i,cosoc  =  o. 

o 


QUESTION  196. 

Solution  par  M.  Daguillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque,  comme  diamètres, 

on  décrit  des  circonfé- 
rences et  on  mène  les  tan- 
gentes communes  à  ces 
circonférences  considé- 
rées deux  à  deux.  Démon- 
trer que  le  produit  des 
trois  tangentes  communes 
est  égal  à  la  surface  du 
triangle  multipliée  parle 
rayon  du  cercle  inscrit 
dans  ce  triangle. 

Cherchons    la  valeur 
de  la  tangente  DE   en 
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fonction   des  côtés.  On  a  : 


DE  =  KM  =  \J  KL2  —  (DL  —  KE)\ 
Or  KL  =  —,     DL  =  --,     KE  =  — ; 

2  2  2 


V  r-  —  (a  —  b)'1  / " 

donc  DE  =  — ■  =  V  (p  —  a)  {p  —  b). 

De  même  on  trouverait 

FG  =  y/(p  —  b)  (p—  c)  et  HI  =  \'<p  —  a)  (p  —  c) 
Dès  lors 

DE  x  FG  X  m=(p  —  a)(p  —  b)  (p—c  ). 

Or     S  =  Yp  (p  —  a)  (p  —  b)  (p  —  c) 

Yp  (p  —  a)  (p  —  b)  (p—c)  _  _   ]/(/)-  a)  (p—  b)  (p  —  c) 

p  ~   V  p 

donc 

Surf  ABC  X  r  =  (p  —  a)  (p  —  b)  (p  —  c); 
par  suite 

DE  X  FG  X  III  =  surf  ABC  X  r. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  G.  Loria,  àMantoue;  Lachesnais, 
à  Versailles;  Martin,  école  de  Passy;  Arbez,  école  Saint-Joseph,  à  Thonon; 
Deslais,  au  Mans;  Bénard,  à  Chàteauroux. 

QUESTION  107. 

Solution  par  M.  Giéroult.  élève  de  L'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


Si. par  un  point  0  pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle  on  mène 
des  parallèles    aux   trois    côtés,    on  £ 

détermine  sur  chaque  côté  trois  seg- 
ments; le  carré  du  produit  des  trois 
segments  intermédiaires  est  égal  au 
produit  des  six  autres. 

Il  faut  démontrer  que  l'on  a 
(GC    .    BB"  '.   A' A')2  =  AC  .  AB"  .  CB'  .  GA."  .  BA  .  BC\ 

Les  triangles  C'OG",  BOB",  A'OA"sont  semblables  en  vertu 
du  parallélisme  des  droites  AB,  A'B";  AU,  AU;  BG,  B'C";  et 
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en  verlu   du  parallélisme  des    mêmes    droites,    les   figures 
AC'OB\  OB'CA",  OC'BA'  sont  des  parallélogrammes. 

Or  dans  les  triangles  semblables  OC'C,  OAA",  OB'B",  on 
a  les  relations 

C'C  OA'         OB'  A'A"        CC  OB" 


GO 

A'A'   '     B'B''    '        OA"    '     OG' 

B'B" 

ou  en  ebassant  les  dénominateurs 

CC  .  A'A"  =  OA'  .  eo 

B'B"  .  A'A"  =  OB'  .  OA" 

CC"  .  B'B"  =  OC  .  OB" 

multipliant 

(A'A"  .  BB" 

.  G'G'J2  =  OA'  .  CO  .  OB'  .  OA"  . 

OC  . 

Mais 

OA'  =  BC"      OA"  =  CB 
OC"  =  BA      OG'  =  AB" 
OB'  =  CA"      OB"  =  AC 

OB*. 


Substituant  ces  valeurs  on  trouve  définitivement 
(CC  .  B'B"  .  A'A")2  =  AC  .  AB"  .  CB'  .  CA"  .  BA'  .  BG". 

Nota.  _  Ont  résolu  la  munie  question  :  MM.  Daguillon,  Lesieur,  élèves  du 
lycée  Henri  IV;  Prugnet.  de  Châteauroui ;  Gossieaux,  Boulogne,  Hoet.  de 
Saint-Quentin;  Montérou.  à  Pau;  Tricon,  à  .Marseille;  Hugot,  à  Lyon;  Deslais, 
au  Mans;  Latapie.  à  Saint-Paul-lès-Dax;  Bousquet,  à  Nice. 


QUESTION  200. 

Solution  par  M.  Duplï.  élève  du  Lycée  de  Grenoble. 


On  donne  une  circonférence,  un  diamètre  AB  et  les  tangentes  à 


CM  » 

ses  extrémités.  Un  angle  droit  dont  le  sommet  est  en  A  coupe  la 
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tangente  en  B  aux  deux  points  G  et  D.  Par  G  et  D  on  mène  des 
tangentes  à  la  circonférence;  ces  tangentes  rencontrent  en  F 
c£  en  H  la  tangente  en  À  c/  se  coupent  elles-mêmes  au  point  P. 

'/°  Zes  diagonales  du  trapèze  CDHF  se  coupent  sur  la  diamètre 
AB  en  un  point  M  /eZ  çue  ÀM  =  — - — . 

2°  Lieu  du  point  P  quand  l'angle  droit  tourne  autour  de  A. 

(Nomy.  i 

On  sait  que  dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle 
les  deux  diagonales  et  les  droites  qui  joignent  les  points  de 
contact  des  côtés  opposés  sont  quatre  droites  se  coupant  en 
un  même  point  (Rouché,  Géométrie)  ;  par  conséquent  le 
point  d'intersection  des  droites  CH,  FD  est  sur  AB.  Or  on 

a ———  —  ■  '       ,  et  AT?2  =  BD  .  BC  ;  de  plus  les  triangles 

semblables  OAF;  OCB  donnent— —  =  ■       ■■      et      comme 

A')  LB 

AO  =  OB,  on  a  OB2  =  A  F   .  BC. 

AF  UB2 

Donc 


De  plus,  AB  =  2OB, 


W  AB2 

AM  1 


-MB  4 

AM  1 


ou  encore 


AB  5 

2°  Le  cercle  et  la  tangente  étant  fixes,  le  produit  CB  .  BD 
=  AB*  =  constante.  On  est  donc  ramené  au  lieu  énoncé 
dans  la  question  n°  17o  (t.  III,  p.  223). 

Le  lieu  est  une  parallèle  à   CBD  menée  à  une  dislance 
g 
égale  à  — —  R. 

Nota.  —  H.  Deslais,  élève  au  Lycée  du  Mans,  a  résolu  la  même  question. 
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QUESTION  201. 

Solution  par  M.  Vuattoux,  pensionnat  Saint-Joseph,  à  Thonon. 


Soient  0  le  centre  d'un  cercle,  ABC  un  triangle  circonscrit  à  ce 
cercle,  A'B'C  les  points  de  contact  des  côtés  BG,  CA,  AB.  Dési- 
gnons par  R  le  rayon  du  cercle,  par  S  et  S'  les  aires  des  triangles 
ABC,  A'B'C.  Démontrer  les  relations 

CAB'  x  BAC  x ABC 


S2  =  R4 


OA'B'  x  OB'C  X  OAC 

4  .  CAB'  X  BAC  X  ABC 


—  S'2 

Soit  R'  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  On 
sait  que  AB'  =  AC  =  p  —  a 

BC  =  BA  =  p  —  b 
CA  =  CB'  =  p  —  c 
Les  angles  formés  autour  du  point  C  étant  les  suppléments 
respectifs  des  angles  A,  B,  C,  on  aura 

Surf.  CA'B'  =  -^-  (p  —  c)2  sin  C, 
Surf.  BA'C  z=  -i-  (p  —  b)*  sin  B, 
Surf.  ABC  =  -i-  (p  —  a)-  sin  A, 
et  Surf.  OA'B'  =  —  R2  sin  C, 

Surf.  OB'C  =  —  R2  sin  A, 
Surf.  OC  A'  =  —  R2  sin  B. 

2 

Portant  ces  valeurs  dans  la  première  des  relations  dounées, 
on  a  : 

—  (p—a)2  sin  AXH)-ii)!  sin  B  X — (/>  —  c)2  sin  G 

S2=  R*-i 

—  R2  sin  C—  R2  sin  B.  —  R2  sin  A 
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(p  -  ay  (P  -  by  (P  -  c)2 

ou  b    -  ^  . 

0r  R2  __  p(p  -  fl)  (g  —  6)  /j  — c) 

//- 

Remplaçant  R2  par  celte  valeur  dans  la  formule  précédente, 
on  a  S2  =  p(p  —  a)  (p  —  b)  (p  —  c) 

qui  est  une  identité.   Donc  la  première   des  relations  est 
vérifiée. 

La  surface  du  triangle  A'B'G'  = R2(sin  A  -f-  sin  B-|-sinC); 

•      t  a  •     t>  b  •     n  r 

or  sin  A  =  — — ,     sm  13  =  — — -,     sin  G 


2R'  '  2R"  "    2R   ' 

p 
donc  sin  A  -f-  sin  B  4-  sin  G  =  ~r; 

K 

r    .                          î  _.  p  »R2  RS 

des  lors  S  =  R2-b-  = 


R'    '        2R'  2R'   ' 

R2S2 

on  en  tire  S12  =  . 

4R» 

En  portant  celte  valeur  ainsi   que  celles   trouvées  précé- 
demment dans  la  seconde  des  relations  trouvées,  on  a 

— (p— a)2.— (p— b)2  —  (p— c)2 .  sin  A  sin  B  sin  C  X4R'2X4 

"—  r^s5  r 

2Rl2(/j  —  a)2(p  —  b)Hp  —  c)2  sin  A  sin  B  sin  G 
K^ 
ou  S  =  2R12  sin  A  sin  B  sin  G 

en  remplaçant 

R2S2  par  (p  —  a)-  (p  —  b)2  (p  —  c)2; 
or  2R12  sin  A  sin  B  sin  G  =  S. 

D'où  la  deuxième  relation  devient  une  identité. 

Nota.  —  MM.  Deslai3,  du  Mans,  et  Hugot,  pensionnat  Saint-Joseph  à  Thonon, 
oui  résolu  la  même  question. 
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QUESTION  202. 

Solution  par  M.  Harel,  élève  de  mathématiques  préparatoires,  École  Albert- 
le-Grand  (Arcueil). 


Résoudre  le  système  d'équations 

x  +  y  +  z  =  (a  +  b  +  c)(a  +  b  —  c) 
xy  +  xz  —  yz  =  b[(a  +  c)(a  —  c)(2a  —  b)  +  2ab2] 
x2  +  y2  -f  z2  =  (a2  -f  b2  —  c2)2  -f  2b2(a2  +  c2) 

(Combier.) 
Si  l'on  pose 

(  (a  -f-  à  -f-  c)(a  -f-  b  —  c)  =  m, 

(A)  )  b[(a-{-c)(a—c)(2a  —  b)4-2(ib0-]=p, 

(  (aa-f-6*  —  c2)2  -f-  2bi(ai  +  c2)  =  </, 

on  a  à  résoudre  x  -\-  y  -}-  z  =  m, 

xy  -\-  xz  —  yz  =  p, 

x*  +  //2  +  z2  =  7- 
On  obtient  facilement 

m2  —  g 


œt/  +  xz  -\-yz  = 


»r  —  g  —  2p 


d'où  &*  =  — — '        (I) 

4 

Les  relations  (A)  donnent 

m2  =  (a2  -f  62  —  c2)2  -4-  4a/j(a2  -f  ô2  —  c2)  -f  40*6» 
ç  =  (a2  -f-  l>2  —  c2)2  -f  2&2(«2  -f-  c2) 
—  2/>  =  —  4'/63  —  26(2a  —  6)(a2  —  c2); 

des  lors  ?/i2  —  <y  —  2/9  =  4&*(a2  —  c2); 

portant  dans  (1)  celte  valeur,  il  vient 

yz  =  b-{a2  —  c2).  (2) 

D'autre  part  la  seconde  des  équations  données  peut  s'écrire 
a>(</  +  z)—yz  =  p, 
et  la  première  donne 

y  -f  z  =m  —  x; 

des  lors  rr(w  —  x)  =  p  -}-  yz  = - — ! — — , 

4 


ou  x'  —  mx 


—  367  — 

q  —  m°-  —  2/> 


m  ±  y  n  —  2i). 
et         x  = — 


Or     q  =  (a1  —  c2)2  -f  b*  -f  4a262 

—  2p  =  —  4«6J  —  26(20  —  6)  fV  —  c-) 
et  a —  2p=  (a2  -|-  b-  —  c-  —  2abf 
par  suite 

(a2  -J-  h-  —  c2  -f  206)  ±  (a2  -f-  62  —  c2  —  2ab) 


x  = 


d'où  as'  =  a-  -j-  &*  —  c2 

ce"  =  2a  6 

Par  suite  y  -f-  -  =  2ab  /      _ 

ou  1/  -f-  -  =  «2  +  ^2  —  c2       .  i        ' 

suivaut  que  l'on  donnera   à   x   les  valeurs  x    ou  x"    dans 
l'équation  y  -f-  jg  =  m  —  x. 

Combinant  successivement  les  équations  (B)  avec  l'équa- 
tion (2) 
on  tire  y  =  b(a  -\-  c) 


b(a  —  c)  î    (C) 

ou  il  =  b-  )      ._,, 

On  a  donc  pour  jc,  )/,  s  les  deux  systèmes  de  valeurs 
x  =  a2  -f  62  —  c2 
y  =  6(a  +  c) 
j3  =  b(a  —  c) 
et  jc  =  2ab 

y  =  b2 
z  =  n2  —  c2 
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QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SAIXT-CYB, 

[Suite,  voir  p.  312  et  suiv.) 


I  — 

tgx 

-.2 

cos 

I  + 

Xgx 

i  Igx 

+  tg(ot 

X) 

sin  2X 

=  cos 

3x 

Équations  à  résoudre. 


tg[S  +  x) 


Sin2  ix  —  sin2  x  =  sin2  -— . 
b 

3  +  cos  4^  =  4  cos  ix  -\-  2  cos3  x  sin  x. 
séc  x  séc  a  +  4g  x  *o  «.  =  séc  (5. 

sin  a:  cos  ic  =  -— . 

8  sin  a;  =  3  cos2  a:. 
6  tg  x  +  12  cotg  a;  =  5  y/3~ séc  x. 
2.5  sin  a;  (sin  x  —  cos  x)  =  4. 
tg  x  =  coséc  2X. 

tg  — ■  =  coséc  x  —  sin  x. 

4  sin  x  cos  ?>x  =  1. 

a? 
tg  œ  +  2  cotg  2a:  =  sin  a?(i  +  tg  — -  tg  x). 

sin  x  4-  coséc  x  —  i.5. 

cos  a;  4-  séc  x  —  2 

tg  x  4-  cotg  a;  =  3. 

,    #  ,  ,  x  pr 

cos2 sec ■  =  2  ^o  cosec2  x. 

2  2 

tg  2X  COtg  X  =  2. 

cotg  (n  —  3x)  =  tg  (x  —  ic). 

sin  3a-  =  n  sin  x. 

2  sin2  x  —  3  sin  x  cos  .r  4-  cos2  a'  =  o. 

2  sin2  x  —  3  sin  x  cos  x  4-  5  coi2  .r  =  2. 

2  sin2  x  4-  3  sin  a;  cos  x  4-  5  cos2  a:  =  5. 

sin  (2»  +  a)  —  sin  (2a;  —  a)  =  sin  (x  —  a)  —  sin  [x  4-  a). 

sin  2a;  4~  sin  3a;  ==  sin  x. 

tg2  2a;  —  tg2  x  =  2  tg  2x  tg  a;. 

a  sin  a;  4-  &  'g  x  =  c  sin  2a;. 

sin  2x  =  sin4  x  +  cos4  a;. 

sin  2a;  =  6  sin2  a;  —  8  cos2  x. 

iô  tg  a;  =  i5  cos  a;. 
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tg  X  —  COtg  X  =  COtg  2X  —  4. 

3  tg  x  =  tg  ïx  +  tg  3x. 

Résoudre  les  équations  simultanées 

x  +  s,lx  +  y=  12  —  y;        x2  =  +i—y2. 

X  =y  *   ;       y  =  x  °  . 

2*   3u  =  56o  ;        5x  =  7//. 

XV  =  yz  ;         a;3  =  y2. 

x«  4  yn  —  a  ;        log  x  -f-  log  y  =  b. 

xy  +  x  +  y  +  1  =  o;        x2  +  y- =  x      y       22. 

x  —  y  =  10  (v/j5  —  y/y)  ;         v'xy  =  16. 

x2  ■  -  V2  4  (x  —  y)  =  26  ;        (x2  —  y2)  [x  —  y)  =  48. 

^2  4  y2  +  3xi/  =  79  ;        2x1/  +  x  4  y  =  38. 


„•)  I  -.9 


x         1/         1/  —  x  a;2  y2         a* 

x2y  +  x  =  21  ;        x4!/2  +  x2  =  333. 
1     _  1  1 

y   ~     '        J         x  ~    a  ' 
[x  +  y)  [yx  +  1)  =  axy;        [x2  +  y2)  [x2y2  +  1)  =  bx2y2. 

xyz      _a.  xyz      _  xys      __  c 

x  +  y  ~  '    '         x  +  g    "~    '         y  +  z 

—  Résoudre  (as  4-  y)  [x2  4-  y2)  =  i5. 

(x2  4-  y2)  (x<  4-  y<)  =  85. 

....  v  XV  X 

—  Résoudre  le  système     —  H =1 . 

1/         x  y 

a  b  c 

—  Résoudre  le  système  x  +  y  =  4 

[x2  +  y2)  [a?  +  y')  =  280. 

—  Résoudre  le  système  x  4  y  =  a. 

x3  +  mxy2  4-  mx2y  4-  y3  =  b\ 

—  Vérifier  iiue.  quel  que  soit  n,  l'expression 

n  ,n  +  1  _  (n  4-  1)  xn  4-  1 
est  divisible  par  [x  —  i)2. 

—  Résoudre  le  système 

x2  4-  xy  4-  y2  =  a2  ;        a?j/  =  62. 

—  Résoudre  le  système 

<b  +  y  =  i3;  î  +  u=  n; 

xi/  =  zu;  x2  4-  y2  4-  s2  -j-  «5  =  i?°- 

—  Résoudre  le  système 

x  4-  y  =  u  4.  r  ;    xy  =a  uv  ; 

x  u  m 

1 = ;   x-  4-  y-'  4-  u2  4-  t'J  =  a-. 

y  v  /1 

—  Résoudre  le  système  x2  +  y1  =  bi 

xy  —  12  vx  —  y ... 
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—  Des  équations 


déduire  la  relation 


x  =  by  +  cz  +  du 
y  =  ax  -\-  cz  +  du 
z  =  ax  +  by  +  du 

u  =  ax  +  by  +  cz 


+ 


+ 


d 


a  +  i  b  -f-  i  c  +  i  d  +  i 

Résoudre  les  systèmes  d'équations  simultanées  suivantes  : 

sin  x  =  m  sin  y;    tg  x  =  x  tg  y. 
sin  a;  +  sin  y  =  o  ;    cos  x  -f  cos  y  =  6. 


sin  # 
séc  ;r  —  séc  1/ 


a  sin  y  ; 
coséc  x 


2   tgfl5  = 

—  eoséc  y 


.'/ 


tg  y- 


séc  x  +  sec  y  cosec  x  +  cosec  y 

sin  [x  —  y)  =  cos  [x  +  y)  =  o,5. 
x  sin  (S  —  y)  =p;  x  cos  (0  —  y)  —  9. 

sin  a;  =  2  cotg  y;    tg  x  —  sin  y. 
sin2  as  +  cos-  y  =  a;    cos2  as  —  sin-  y  =  è. 

a  sin  x  —  b  cos  y  ;    sin2  œ  +  sin2  y  =  c. 
9  tg  a-  +  tg  y  =  4;    2  cotg  x  +  4  colg  y  =  1 
sin  .;  eos  y  =  a;    cos  a;  sin  y  =  b. 
cos  a-  sin  y  f  tg  x  cotg  y  =  0  ;    colg  œ  cotg  y  —  1  =  o. 
,  1  ,  —  cos  y  :    sin  y  =  tg  s;    sin  ;  =  cotg  x. 
tg  x  +  tgy  =  a;    tgy  +  tgz  =  b;    cotg  z  —  cotg  x  —  c. 
Etanl  données  les  équations  : 

u  =  3t»;    tg  «  =  a;  +  1  ;    tg  «  •=  a;  —  1  ; 
a?  —  î/  =  2a;    sin2  a;  —  sin2  y  =  b  ; 
03  sin  (a  —  y)  =  a;    ce  sin  (3  —  y)  =  b  ; 
x  +  y  +  z=p;    tg  a;  (g  y  =  m  ;    tg  as  tg  s  =  n, 

calculer  a . 

—  Trouver  la  condition  pour  que  le;  équations 

a  >\n  x  +  b  cos  a;  =  c 
o'sin  .c  -;-  b'cos  x  =  c' 
oient  satisfaites  pour  une  même  valeur  de  a. 

—  Trouver  les  valeurs  de  x  et  y.  comprises  e  itre  0  el  —  qui  satisfont  aux 

équations  sin  x=  cos2y;   sin  2X=  cos  y. 

—  Eliminer  aj^enlre  les  équations 

coséc  X  —  sin  ,r  =  a  ;     séc  .r  —  cos  x  =  b. 

—  Eliminer  x  el  y  entre  les  équations 

a  sin2  x  +  b  cos2  .»■  =  m  ;    b  sin2  y  +  a  cos2  ..7  =  n;    a  tg  .<•  =  b  tg  y. 

—  On  a  sin  3a;  —  2  sin  2aJ  +  sin2  x    ;    |.sin3a5  =  oj 
un  demande  de  e  dculer  x. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET    LEURS   APPLICATIONS  EN    GÉOMÉTRIE 
P;ir  M.  E.-J.  Boquel. 

[Fin,  voir  p.  318.) 


Théorème.  — Lorsque  l'invariant  d'une  forme  quadratique 
est  nul,  sa  forme  adjointe  est  un  carré  par/ail. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  si  l'on  désigne  par  a,/,  le 
coeflicient  du  terme  o,k  dans  l'invariant  développé  de  la 
forme  /,  la  forme  adjointe  a  pour  expression,  au  signe  près: 

F  =  S  y.     \    X 
ou,  ce  qui  revient  au  même 

f  =  .£.v  +  .  ■•+■£- **  +  ... 

dau  doik 

A  (Haut  l'invariant  de  la  forme  /"(*). 
Multiplions  F  par  -/,,  ;  nous  aurons: 
7.n  F  =  v-n'-Xr  +  2yi2  xiX2  +  ••  4-  2^„XlX„  4-  -/uy.,,X,2  -f-  ... 

-f- +  20ii  Xn-l,iiXn-i   Xfl  -f-  au  -/,,„    Xn  ■ 

Considérons  le  carré  parfait 

(onXj  -f  y.,,X2  -f-  .   .   .  -f  x,„X„  )2 
je  dis  que,  si  A  =  o,  ce  carré  est  précisément  égal  à  ïuF. 

En  effet,  le  coeflicient  du  terme  en  Xi  X*  dans  le  pro- 
duit anF  est  2an  txiA  ;  le  coeflicient  du  même  terme  dan; 
le  carré  est  2a1(  au;  il  suflit  donc  de  prouver  que  l'on  a 
la  relation  v.n  %&  —  »ji  24*  =  o. 

Or,  d'après  la  règle  du  produit  de  deux  déterminants, 
on  reconnaît,  en  multipliant  ligne  par  ligne,  que  cette  dif- 
férence est  un  déterminant  contenant  le  déterminant  A  en 
facteur;  A  étant  nul  par  hypothèse,  le  théorème  est  donc 
établi. 


(")  Les  personnes  qui  familiarisées  avec  les  notations  diffé- 

rentielles, que  nous  emploierons  désormais,  si  elles  sont  adoptées  cette  année 
pour  la  préparation  à  l'Ecole  polytechnique,  peuvent  écrire  : 

F  =  ±'<iu   X,=  +  .  .  •  -f  A'a  i*X«XA  +  .  .  . 
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—  Si  l'on  applique  ce  théorème  à  la  forme  ternaire 
Ax2  +  A'y2  +  AV  4  2Byz  +  2B'zx  +  2B"xy,  dont  la 
forme  adjointe  est 

F  =  X»(A'A"  —  B2)  4.  Y2(A"A  —  B'2)  —  Z2(AA'  -  -  B"2) 
+  2YZ( B  B "  —  AB)  4-  2ZX(B"B  —  A'B)  +  2XY(BB'  —  A"B") 
on  est  conduit  à  conclure  que  si  l'on  a  : 

A     B"     B' 
A  =      B"    A'     B 
B'     B      A." 
la  forme  F  est  un  carré  parfait. 

Cette  remarque  est  susceptible  de  nombreuses  applications, 
dont  nous  aurons  l'occasion  de  citer  plusieurs  dans  la 
seconde  partie  de  ce  travail. 

—  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  faire  connaître  ici  une 
interprétation  géométrique  que  le  P.  Joubert  a  donnée  de 
la  forme  adjointe  dans  le  cas  des  formes  ternaires. 

Soit  une  surface  à  centre  représentée  par  l'équatiou  (i) 
f(X,  y,  z)  =  Ace2  4  Ay-  -f  A':-2  -f  2Byz  4-  2B'zc 
-\~  2B"xy  =  H.  Considérons  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  de  cette  surface,  et  menons  du  centre  une  per- 
pendiculaire sur  laquelle  nous  prendrons  un  point  M  tel 
qu'en  appelant  0  le  centre  de  la  surface  et  I  le  pied  de  Ja 
perpendiculaire  sur  le  plan  tangent,  on  ait  01  .  OM  =  K2. 
Je  dis  que  la  forme  adjointe  de  f(x,  y,  z)  est  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  des  points  M. 

Le  plan  tangent  au  point  (x,  y,  z)  de  la  surface  (1)  a 
pour  équation 

\{kx  +  B"y  +  B*)  4  Y(B"ac  -f-  L'y  +  B=) 
+  Z(B'œ  4-  B/y  -j-  k"z)  =  H. 

Les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  ce  plan  sont 

X  Y  Z 


kx  -f-  B"y  4  B'; 


B"x  4-  ky  +  Bz 
/x2  4-  Y2  4-  '/:- 


Bac4-B»/4-A' 


v/(Aa3+B'V+B'a)»4-(B"a;+A'y4-B«)«H-(B'a;4-By4-A  tf< 
Ou  a  :  0M«  =  X«  +  Y-  4  Z". 
D'autre  part 
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H 

01=  ,  - 

V^Ax+B  "y  +  B,z)i+(B,'x-\-A'y  +  Bzf+(B'x-\-By-{-\"z)i 

et  le  rapport  commun  précédent  devient  alors  : 
/x2  +  Y2  4-  Z2  .   01  K2 

— ii ouir 

Pour  obtenir  l'équation  du  lieu,  il  faut  éliminer  x,  //.  ; 
entre  les  équations  de  la  perpendiculaire  et  l'équation  (1). 
Or  les  premières  peuvent  s'écrire 


m 


X  =  (kx  +  B"y  -f  B'z)  \ 
Y  =  (B"x  4-  L'y  4-  Bs  )  X 
Z  =  (Bx  +  B//    4-  k."z)  a 


sous 

la  condition 

X 

K2 
~    H 

L'équation  (1),  en  vertu  des  précédentes,   prend  d'ailleurs 
X*  Y//  Zz    _  K2 


la  forme 


c'est-à-dire  Xx  -f-  Y/y  4-  Zs  =  K2  (3) 

et  l'élimination  de  x,  y,  z  entre  les  équations   (2)    et  (3)    est 
précisément  le  calcul  qui  sert  à  former  la  forme  adjointe. 

—  Nous  avons  dit,  dans  un  de  nos  précédents  articles,  qu'une 
forme  quadratique  n'a  d'autre  invariant  que  son  discrimi- 
nant, et  c'est  pour  ce  motif  que  nous  avons  employé  indiffé- 
remment dans  le  langage  les  mots  d'invariant  et  de  discri- 
minant. Mais  il  faut  justifier  ce  fait,  qui  est  bien  loin  d'être 
évident  <i  priori. 

Lorsqu'on  considère  une  forme  quelconque,  quel  qu'en 
soil  le  degré,  on  voit  que  cette  forme  contient  un  certain 
nombre  de  coefficients,  a,  b,  c,. .  . . 

Si  l'on  y  fait  une  substitution  linéaire,  les  coefficients 
a,  b,  c  .  .  .  .  seront  remplacés  par  d'autres  a',  b',  c',  ...  et 
nous  appellerons  avec  Gayley  invariant  de  la  forme  consi- 
dérée une  fonction  entière  et  homogène  ç(a,  b,  c,...)  de  ses 
coefficients,  telle  que  Von  ait  identiquement 

<p(a',b';c,  .  .  .  )  =  B><p(a,b,c,  ,  .  .  ) 

R  désignant  le  déterminant  de  la  substitution  linéaire. 

Telle  est  la  définition  générale  d'un  invariant  ;  on  voit  que 
l'invariant  que  nous  avons  donné  pour  les  formes  quadrati- 
ques, satisfait  bien  à  la  définition,  puisque  nous  avons  prouvé 
dès  le  début  que  l'on  a  :       A'  =  AR2. 
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Nous  allons  montrer  maintenant  que  les  formes  quadra- 
tiques n'ont  pas  d'autre  invariant  que  A  ou  ses  puissances. 

Prenons  d'abord,  comme  exemple,  le  cas  d'une  forme  bi- 
naire ax2  -f-  ihxy  \-  cij-.  dont  l'invariant  est  ac —  62.  Admet- 
tons pour  un  instant  qu'il  y  ait  un  autre  invariant  o(a,  b,  c); 
on  devrait  avoir 

0(0',  b',  c)  =  RVa,  b.  c), 
en  vertu  de  la  définition  générale. 

La  substitution  linéaire  x  =  ax'  -j-  $y' 

y  =  yx  +  Ml 
a  pour  déterminant  7.0  —  py.  Or  a,  b',  c',  sont  des  fonctions 
du  second  degré  de  a,  S,  y;  c  ;  si  donc  n  est  le  degré  de  cp; 
la  fonction  <p(a'  b'c)  sera  du  degré  211  par  rapport  à  a,  (8,  y,  0. 

R  est  du  second  degré  en  a,  p,  y,  0;  RX  est  donc  du  degré 
2À,  et  cp(a',  b',  c')  étant  du  degré  211,  on  doit  avoir  2/1  =  2I. 
c'est-à-dire  n  =  À,  ce  qui  donne  cp(a,  b\  c')  =  Rno(rt,  &,  c). 

Mais     aV  —  6'2  =  (ac  —  &2)  R2. 

Admettons  que  n  soit  pair,  n  —  2m.  On  aurait 

«p(o'f  6',  c)  =  R2°>©(a,  6,  c) 

et  aussi  (a'c'  —  //-)'"  =  R2,n(oc  —  b-)m 

,    .  v    •,.                          sftt'  b' c)              ©(a,  6,  c) 
c  est-a-dire  — ! ; =  — ^ r-r —  . 

[ac  —  b  - )'"  (ac  —  b-)'" 

Or  deux  formes  quadratiques  sont  toujours  telles  qu'on 
puisse  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  substitution  li- 
néaire (');  on  peut  donc  supposer  a,   b,  c  fixes   et  a,  b',  c 

,  T1  ,,         ,  ,  ,.  via'b'c) 

quelconques.  11  tant  alors  que  le  quotient  — -V r, soit 

11  l  (ac  —  />'-)'" 

une  constante,  et  l'on  a  : 

?(a'6'c')  =  K(a'.c'  —  b-r  c.  q.  f.  d. 

Si  n  est  impair,  ou  forme  le  carré  de  la  première  égalité, 
et  il  vient  :  y*(ab'c)  =  R>n y*(a,b,c) 

et  (ac  —  &'8)"  =  H2"  ((/c  —  6*)" 

Le  raisonnement  se  fait  alors  comme  dans  le  cas  de  n  pair, 

et  1  on  a  — — ; =  K.  c.  <i.  I.  d. 

(ac  —  b*)'1' 

[*\  Deux  polynômes  homogènes  du  même  di  ërmant  le  même  nombre 

de  variables,  Boni  dits  algébriquement  équivalents  quand  Us  jouissent  de  cette 
propriété. 
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Ce  mode  de  raisonnement  est  général.  Soit,  en  effet,  la 
forme  ternaire 

f~Ax2  -f  Ay  -f  A';2  -f  2Byz  +  2B'zx  -f  2B'xij. 

L'invariant  AA'À"  -f  2BB'B"  —  AB2  —  A'B'a  —  A"B"2, 
multiplié  par  R2  est  égal  au  nouvel   invariant  A1A'1A'i  +  ••• 

Supposons  qu'il  y  ail  une  autre  fonction  entière  et  homo- 
gène <p(A,A',..0  telle  que  l'on  ait 

RX<p(A,  A,...)  =  ?(A,,A,...) 

Soit  n  le  degré  de  cp;  At)AV-  •  sont  toujours  des  fonctions 
du  deuxième  degré  des  coefficients  de  la  substitution 
linéaire,  et  le  premier  membre  de  l' égalité  étant  du  degré 
Ta,  puisque  R  est  un  déterminant  du  troisième  ordre,  il  en 
résulte  qu'on  doit  avoir     2/1  =  3À. 

Celte  relation  exige  que  n  soit  multiple  de  3, 
n  =  3jx;         alors  À  =  i\>. . 

Par  suite  R*V?r  A,  A', . . . )  =  ?(A<,  A', . . .  )  . 

D'autre  pari  on  a  :        AR2  =  ±t . 

Donc  ylP'   =  At:\ 

Il  en  résulte  par   division  : 

?  (A,  A',  ...)  ?,A,.  A',  .... 

A^  A/ 

Or,  les  deux  formes  étant  algébriquement  équivalentes,  on 
peut  supposer  que  A,  A',  . . .  sont  fixes,  et  A  ,.  A't  . . .  quel- 
conques. Il  faut  donc  que  le  quotient  précédent  soit  cons- 
tant. 

Donc  A  et  ses  puissances  sont  les  seules  quantités  jouis- 
sant de  la  propriété  invariantive.  C'est  ce  que  nous  voulions 
établir. 

—  Je  bornerai  là  pour  le  moment  ces  considérations  sommai- 
u'  les  formes  quadratiques  ;  les  principes  fondamentaux 
sont  posés  ;  mais  il  reste  encore  beaucoup  à  dire ,  et 
d'ailleurs  je  n'ai  donné  jusqu'ici  que  les  applications  stric- 
tement indispensables  à  l'intelligence  des  théorèmes.  A  la 
rentrée  prochaine  et  pendant  l'année  scolaire  qui  va  s'ouvrir, 
je  publierai  une  seconde  partie  de  ce  travail:  elle  compren- 
dra surtout  des  applications  des  théorèmes  démontrés  dans 
la  première  partie  ;  mais  j'y  ajouterai  cependant   quelques 
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propriétés  nouvelles  que  je  regarde  comme  vraiment  fécondes. 
Les  articles  que  je  me  propose  de  donner  à  nos  lecteurs 
deviendront  d'autant  plus  intéressants  que  la  théorie  des 
formes  quadratiques  binaires,  ternaires  et  quaternaires 
entre  dès  cette  année  dans  le  programme  d'admissiou  à 
l'École  polytechnique,  et  j'en  proposerai  des  applications 
aussi  nombreuses  que  possible  dans  les  questions  à  résoudre. 
A  mon  grand  regret,  les  développements  que  j'ai  donnés 
cette  année  ont  été  parfois  trop  succincts,  ce  qui  a  dû  nuire 
à  leur  clarté.  Mais  le  mal  sera  vraisemblablement  réparé 
cette  année  par  les  professeurs  de  spéciales,  qui,  ayant  à 
exposer  dans  leurs  cours  la  théorie  élémentaire  des  formes, 
insisteront  nécessairement  sur  les  points  que  je  n'ai  pu 
qu'effleurer.  E.-J.  B. 


CONCOURS  GENERAL  DE  1879 

Solution  du  problème  des  mathématiques  spéciales  par  M.  Kœnigs,  élève 
de  l'École  normale  supérieure. 


On  donne  un  hyperboloide  à  une  nappe  et  un  point  P  dans 
le  plan  de  l'ellipse  de  gorge,  par  ce  point  on  mène  une  parallèle 
PH  à  une  génératrice  G  quelconque  de  la  surface  ;  la  courbe 
d'intersection  de  V  hyperboloide  avec  un  cylindre  de  révolution 
autour  de  PH  et  passant  par  G,  se  projette  sur  le  plan  de 
I  ellipse  de  gorge  suivant  une  courbe  du  troisième  degré  ayant 
un  point  double:  on  demande  le  lieu  de  ce  point  double  lorsque 
la  droite  G  décrit  la  surface. 

L'hyperboloïde  et  le  cylindre  ayant  la  génératrice  G  com- 
mune se  coupent  suivant  une  courbe  gauche  du  troisième 
degré.  Cette  courbe  se  projettera  sur  le  plan  de  l'ellipse  de 
gorge  suivant  une  courbe  du  troisième  ordre.  Or  si  on 
remarque  que  la  droite  G  se  projette  suivant  une  tangente  T 
à  l'ellipse  de  gorge,  et  la  droite  PH  suivant  une  parallèle  à 
T,  on  verra  que  les  cordes  parallèles  à  l'axe  oz  de  l'hyper- 
boloïde ont  pour  plans  diamétraux  conjugués  : 
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1°  Dans  l'hyperboloïde  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge; 

2°  Dans  le  cylindre  le  plan  mené  par  PH  et  par  la  perpem» 
diculaire  PQ  à  la  droite  T. 

Le  plan  mené  par  cette  droite  PQ  et  par  la  parallèle  PK 
à  oz  coupera  l'hyperboloïde  suivant  une  hyperbole  U  dont 
un  axe  coïncidera  avec  PQ,  le  second  étant  parallèle  a  PK; 
et  le  cylindre  suivant  une  ellipse  E  dont  PQ  et  PK  sont  les 
deux  axes. 

Ces  deux  coniques  se  couperont  en  quatre  points,  l'un 
d'eux  M  sera  l'intersection  de  la  droite  G  et  du  plan  QPK  : 
les  trois  autres  X,  X'  et  N"  seront  les  traces  de  la  courbe  de 
gauche  sur  le  même  plan;  mais  il  résulte  de  la  position  des 
axes  de  ces  coniques  que  les  cordes  communes  MX  et  XX' 
sont  parallèles  à  PK  ou  à  oz.  La  corde  MX  percera  le  plan 
de  l'ellipse  de  gorge  au  pied  Q  de  la  perpendiculaire  PQ 
abaissée  sur  P,  car  cette  corde  projette  sur  ce  plan  le  point 
M  qui  appartient  à  G. 

Enfin  le  point  R  où  la  droite  XX' perce  le  plan  de  l'ellipse 
de  gorge  est  la  projection  sur  ce  plan  de  deux  points  de  la 
courbe  gauche  :  ce  sera  le  point  double  de  la  projection  de 
cette  courbe. 

Xous  allons  traduire  analytiquement  ce  que  nous  venons 
de  dire,  pour  en  tirer  le  lieu  du  point  R. 

Soit  —  -f  4 1=0  (1) 

a2    ~     6»  c*  K  ' 

l'équation  de  l'hyperboloïde. 

Soit  x  cos  9  -f-  y  sin  f  —  p  =  o  (2) 

l'équation  de  la  droite  T,  on  a 

p  =  \V-  cos2  o  +  62  sin2  f  (3) 

Soit  -  ~  *    =  tZÏ  =  „  (4) 

cos  f  sin  tp 

l'équation  de   la  droite  PQ  (x,   p  étant  les   coordonnées  du 

point  P),  p  désigne  la  distance  au  point  P    du  point  de  la 

droite  PQ  dont  (x,  y)  sont  les  coordonnées. 

Enfin,  appelons  R  le  rayon  du  cylindre  et  0  l'angle  de  la 
génératrice  G  avec*  oz. 

Les  axes  de  l'ellipse  E  dirigés,  comme   nous  l'avons  vu. 


2R 

suivant  PQ  et  PK  ont  pour  longueur  2R  et  — : ,  l'équation 

de  l'ellipse  E  dans  le  plan  QPK  est  donc 

z2 


R-    + 


OU 


\sin  0/ 
R2  —  ?- 


sm2  6 

Xous  aurons  l'équation  de  l'hyperbole  U  dans  le  munie 
plan,  et  rapportée  aux  mêmes  axes  eu  remplaçant  dans 
l'équation  (lj  les  variables  as. et  //par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (4),  soit 

(y.  -j-  s  cos  8)-  (p  4-  p  sin  6)2  z-- 

a-  62  c2 

En  éliminant  s2  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on 
trouve 

(a  +  p  cos  0)2  (p  +  ;  sin  Or  R2  — 

+ 


a2  b2  c2  sin  0 

Cette  équation,  du  second  degré  en  p,  définit  les  points  Q 
et  R  sur  la  droite  PQ. 

Désignons  par  p,  la  longueur  PQ,  nous  avons 
(y.  -j-  ?t  cos  0)2  (fs  +  .S]  sin  Or  R2  —  p,2  _ 

a2  '  b-  <  -  sin2  0 

Retranchons  cetleéqualion  de  la  précédente,  où  p  désigne 
la  longueur  PR:  on  trouve  après  division  par  p  —  ?t  qui  n'est 
pas  nul  : 

/  cos2  0  sin2  0  1         \  ,     2a  cos  0 

(P  +  Pi)    —r, 1 M T 


a2  c2  sin2  0  /  a2 

20  sin  0 
+  — 55—  =0.  (S) 

L'angle  8  esl  celui  que  forme  avec  la  droite  oz  la  parallèle 
ii  <i  menée  par  l'origine,  laquelle  a  pour  équations  : 


r    1/    s'n'  9       |        cos' 

a2  l> 


On  «mi  tire 
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cos2  0  = 


/  gin*  ?    ^_    cos*?\ 

°     \      ,r  !  ir       ) 

/  sin2  m  eos! 

1  +  c°-  — T1-  + 


'/-  62 

et  on  en  déduit  sans  peine  par  substitution  que  le  coefficient 
de  (p  -J-  pt)  se  réduit  à 

i    •  i  i  a-bz  -f-  b-c-  -f-  c2a2 

a-  b-  c2  (i-b'r- 

D'autrc  part  pt  est  connu  et  égale  p  —  -/.  cos  ip  —  p  -in  r  : 
car  c'est  la  distance  du  point  P  à  la  droite  T  ;  l'équatioi 
devient  donc  : 

2  Ire'1  y.  cos  9  2  Q-c1  6  si  11  cp 

ou  : 

>/-t624-c2)— 62c*  &2(a2-}-c2)— a*c*f   . 

z-V-h ■ — - y-cos-i ■ Ssin©=o. 

'^'      a2(&2+c2)+&2c2         '      &2(a2-j-c2)-|-a2c21        f 

Appelons  un  instant  x  et  pY  les  coefficients  de  cos  <p  et  sin  y 

dans  cette  équation  :  on  a,  en  tirant  ;>  de  l'équation  (3)  : 

p  —  -y.'  cos  tp  —  V  sin  o  =  —  fa2  cos2  9-j-  b 
niiiltiplions  par  p  et  tenons  compte  des  relations  (4)  il  vient  : 


(.r— y.r-U,i-^r-y:{.r-y.)—y{!i-<ï)=— s/cri. r—v^  +  l/1!'!  —  p\)2 
On  peut  mettre  L'équation  de  ce  lieu  sous  une  forme  plu- 
commode  : 

2&a2(o2  +  ca)a 

l'osons  x.  =  y.  4-  y.   =    — — — — : ■ 

u-b-  -(-  //-c-  -j-  '' 

_  202  (a2  +  c2)  (3 

,'  1   —   ?  ~T   P    — 


a262  -f-  b2c-  -f-  c2a? 
Et  considérons  les  coniques 

(•'•  — *.)*    ,      (//  ~  ,V/'  ,  _n 

-  -j-  —  I     U, 

qui  est  l'ellipse  d  transportée  parallèlement  à  1 

même . 

cherchons  la podaire  du  point  P  dans  celle  conique,  c'est- 
à-dire  le  lieu  de  projection  du  point   P  sur  les   tau 

cette  conique. 

ir  —  xj)  cos  <p  -|-  (y  —  -,  !  sin  tp  —  j  a2  cos2  tp  -f-  b*  sin2  -1  =  0 
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est  une  tangente  quelconque  à  la  conique 

x,  —  a.  m  —  p 

-  =P 


cos  9  •  sm  <p 

la  perpendiculaire  issue  du  point  P. 

On  en  tire  en  remplaçant  p  cos  9  et  p  sin  9  par  (x —  x)  et 
(y  —  (5)  dans  l'équation  de  la  tangente  : 
—  (x  —  ajfo  —  a)  +  (y  —  h)(y  —  P) 
Va2(cc  —  a)2  -f-  b\y  —  S)2    =  o 
ou  encore  : 

(X  -  a)2  -  (at  —  q)(ap  -  a)  -  (fr  -  É>)(t,  -  p) 

—  Ja\x  —  a)2  +  b2(y  —  (5)2    =0 
c'est-à-dire    (as  —  a)2  —  x'(x  —  a)  —  fi  (y  —  p) 

—  Ja2(x  —  a)2  +  b2(y  —  fi)2    =  o. 

C'est  précisément  l'équation  touvée  pour  le  lieu. 

Donc  : 

Le  lieu  du  point  R  est  la  podaire  du  point  P  relativement 
à  une  ellipse  qui  n'est  autre  que  l'ellipse  de  gorge  trans- 
portée parallèlement  à  elle-même,  de  sorte  que  son  centre 
vienne  en  un  point  (at,  S4). 

Ou  voit  aussi  que  le  point  Q  décrit  la  podaire  du  point  P 
par  rapport  à  l'ellipse  de  gorge  elle-même. 

La  discussion  des  podaires  des  coniques  est  des  plus 
faciles,  et  il  est  inutile  de  la  donner  ici. 


QUESTION  219. 

Solution  par  M.  V.-M.  Arnaud,  élève  au  Lycée  de  Nice. 


Démontrer  la  règle  de  Leibnitz  pour  trouver  la  dérivée  nme 
d'un  produit  uv  de  deux  fonctions  de  x 

v  „  =  vu(n)  -f-  C"v'uin  -  t)  +  Gïv'um  -  a)  + 
en  démontrant  que,  si  cette  règle  est  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre 
11  —  1),  elle  est  encore  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre  n. 

Appliquer  ce  théorème  à  la  recherche  de  la  dérivée  nme  de  la 
onction  y=  eaxco.s-  (mx  -f-  pj. 
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La  règle  de  Leibnilz  est  facile  à  vérifier  pour  les  dérivées 
des  premiers  ordres,  car  on  a 

y'    =  VU     -f"  UV 

y"  =  ni"  -f-  2WV  -f-   uv' 


ru" 

- 1  +  c;  -  < 

r<n  —  i 

VU  n 

-  2]    +    G3    ~   ^ 

C?"1 

Supposons  donc  la  loi  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre  (n  —  i) 

J/(fl  _  u  =  fW  „  -,:4-C"~    1  !)tt[n  -  2)   +   G£  ~  Vu  „  _8]    -f    ... 

je  dis  qu'elle  est  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre  n. 

En  effet,  prenons  la  dérivée  de  y  „  _  u,  en  écrivant  sur  une 
première  ligne  horizontale  les  termes  de  la  forme  vu  et  sur 
une  deuxième  les  termes  de  la  forme  uv  ;  nous  aurons 

y<n)  =  VU  n    +  C" 


V  Un  -  3 


Or  d'après  les  propriétés  des  coefficients  du  binôme 

c?  - 1  +  i  =  c?,    Cl  ~  1  +  CJ  - 1  =  Ç. 

q-  ^cr  i  =  c3\.. 

Donc  y  „  =  vu  "—(,,,/      .  1  -j-  C^iTmi,,  -  s)  + 
et  la  règle  est  démontrée. 

Appliquons  cette  règle  à  la  fonction 

y  __  (,axcos  (mx  _|_  p^ 

en  observant  que  {enx)[n)  =  an  eax  et  que  les  dérivées  de  cos 

(mx  -f-  P)  sont  périodiquement  —  m  sin  (mx  -f-  P)>  —  m%  cos 

uu.r  -f-  p),    m3  sin  (mx  -j-  p),   r»*  cos  (mx  -j-  p);  nous  aurons 

y .„)  =  cos  (mx  -f  /))  a"  e"-*  —  mC"sin  (mx  -f-  p)  an  -  <  e^ 

—  m-  C"  cos  («ub  +  p)  an  -  "  e^ 

+  m3  C3  sin  (7/ix  +  p)  a»  -  s  e^  -f  m*  c* 

cos  (mx-  -f-  p)  a"  -  *  eax. . . 
ou  bien 
W(3)  —  eàx  cos  (  mx  _j_  p)[^  _  m2  QJ  a„  -  2  _|_  mi  Q"  an  -4...] 

—  (.«'•  sin  (mx  -f-  p)[mC"  a"  -  «  —  m5  C3n  û"  -  3 
+  m3  C"  a"  -  3  _  ...]. 

NOTA.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Louis  Godard,  élève  du 
Lycée  de  Saint-Etienne  (classe  des  mineurs  . 
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QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 

a    l'école   polytechnique 

(Suite,  voir  p.  333  et  suiv.) 


Algèbre. 

—  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation  x3  —  2x  —  i  -) =  o. 

—  Prendre  la  dérivée  de  la  fonction  y  =  arc  sin  — et    expliquer    le 

résultai  obtenu. 

—  Même  question  pour  la  fonction  y  arc  cos -. 


/  i  —  x 

—  Même  question  pour  la  fonction  y  =  arc  tg  W  — - — -. 

—  Prendre  la  dérivée  de  la  fonction  implici.e 

^  +  y2  =  «!«2MCt3T 

—  La  fonction  ex  +  e—  x  +  2  eos  x  est-elle  susceptible  de  maximum  nu  de 
minimum  ? 

—  Étanl  donnée  l'équation  x*  —  a?5  -1-  ix  — a  =  o,  déterminer  a  de  manière 
que  !i'  produil  de  deux  des  racines  soit  égal  à  la  somme  de  ces  mêmes  rai  ines, 
et  ré  ioudre  :  lans  ce  1 ■  ■•  ■■ 

—  f(x)  étanl  du  degré  m  —  2  au  plus,  el  •_,  x)  du  degré  m,  si  a,  b.  c l 

■nui  les  racines  supposées  distinctes  de  o  [x)  =  o,  établir  l'identité 

f  a      a&)_  +  \tm+  m 


o'(fl)        f'(b)  o{l) 

Démontrer  qu'il  j  a  une  seconde  identité  quand  f[x)  est  du  degré  m  —  3.  et 
la  trouver. 

—  Décomposer   en    facteurs   réels  du  deuxième  degré  en  œ  le  polynôme 

X*   —  20UT+  vr  -f-  ry. 

—  Calcule!'  li  sixième  dérivée  de  la  fonction. 

V~     (l-X  )*[!  +  XY   ' 

—  Ayant  une  relation  entière  entre  siiij  et  cos«p,  on  peut  toujours  la  mettre 
sous  la  forme  /{sin<p,  cos<p)  =  j\  sin<p)  +  cosç  f,  [sin<p)j  établir  qu'on  ne  peul 
le  faire  q l'une  seule  manière. 

Mathématiques  élémentaires. 

—  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  droites  fixes  son!  dans  un  rapport 
constant. 

—  Trouver  des  nombres  entiers  a,  i>.  c  tels  que  l'on  ail  \  a  ~\-  \i>  =  c. 

—  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  nombre  A  en  facteurs  pre- 

Itre  eux  deux  à  deux  ?  , 

—Trouver  la  limite  vers  laquelle  tend -r— —  quand  x  tend  vers  zéro. 

—  Combien  defois  le bre  7  est-il  facteur  d  ins  le  produil  i  .  a    3.4.... 

99  .  100? 
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—  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  cl  une  médiane. 
—Résoudre  l'équation  y  a  +  V  -fV  a  —  \x  —  &• 

m  a  p 

m  h  p  .  , 

-^Trouver  le  maximum  de  x  y  z  quand  x  +  y  +  %  est  une 
constante. 

—  Trouver  les  nombres  dont  le  carré  divisé  par  le  produit  p$  donne  pour 
reste  i,  p  ci  q  étanl  deux  nombres  premiers. 

—  On  inscrit  un  triangle  dans  une  circonférence  ;  on  mène  deui  hauteurs  qui 
se  coupent  en  H;  on  prolonge  l'une  des  hauteurs  jusqu'à  la  rencontre  delà 

cir iférence  en  M.  Cette  hauteur  coupe  la  base  correspondante  du  triangle 

en  P;  faire  voir  que  PH  =  PM. 

—  Etant  donnés  deux  cercles  sur  la  sphère,  trouver  sur  la  même  sphère  les 

cercle-;   qui    Coupent   OrthogOnalement   les  deux  cercle.-  d 

—  Etant  donnés  un  cercle  <  >  et  un  point  P  dan  -  son  plan,  trouver  sur  la  droite 
OP  un  point  Q  tel  que  OP  x  OQ  =  K-';  démontrer  que   toutes  les  circonfé- 

passanl  paries  points  Pet  Q  coupent  le  cercle  0  orthogonalement. 

—  a  et  '■>  étant  deux  -  tiers,  on  demande  comment  il  faut  choisir  ces 
nombres  pour  que  a-  -\-  b1  soit  de  la  forme  4)»  —  1. 

—  Résoudre  pan  Dentaires  l'équation  <■ — 1  =  oen  présentant 
les  racines  dan;  les  formules  Gnales  sous  la  torme  n  +  h  N  —  1. 

—  On  don  gle  ABC,  et  sur  le  prolong<  ment  deBC  an  point  l>.  On 
demande  de  mener  par  ce  point  une  transversale  telle  que  l'aire  du   triangle 
AEF  soit  égale  à  une  surface  donnée.  On   trouve  deux  solutions;  devait-o 
attendre?  —  Quelle  est  l'enveloppe  des  droites  telles  que  EFD? 

—  a.  l>.  c,  d.  /'pouvant  prendre  dis  valeurs  absolument  quelconques,  quelles 
sont  dans  toi  as  pour  que  le  polynôme  ax*  +  s 

-\-  .[iir   ;-  /'  soit  un  c  irré  parfait? 

—  Etant  donné  un  tétr  mène  le  plan  bis  ecteur  d'un  dièdre.  Démon- 
trerqueceplan  dn  a  vais  proportionnels  aux  aires  de; 
faces  du  dièdi  e  con  >id 

—  P  et  R  étant  1res  qui  sont  pre- 
mier  avec  le  pi  1                 :  inférieurs                luit. 

—  Les  droites  qui  j  ;  milieux  des.  ar  es  d'un  téti 

sont    C0 

—  Etant  donné  un  nombre  quelconqu  er  avec  un  nombre  p,  trouver 
un  1 ibre  x  tel  que  i  1  division  du  produit  ax  par  p  donne  pour  reste  l'unité. 

—  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  d bredonm 

de  même  parité? 

—  Chercher  quelle  est  la  plus  hauti  ,  lejj  [p  n  qui  divise  le 
produit  1  .  2  .  3  .  .  ..  n. 

—  r»'  étanl  le  plus  grand  entier  contenu  dans  le  quotient  — et  n" étant  de  même 

/' 

le  plus  ii — ,  faire  voir  que  n"  est  le  plus 

1  ..." 

grand  entier  contenu  dans  le  quotie  il  — . 

—  Mener  par  un  point  donné  : 

!    I   ie  circonférence  tau -ente  à  une  droite  et  à  un  cercle  don 
_'  1  ne  cire  tnfi  ente  a  deux  circonfén 
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ERRATA  DU  NUMÉRO  DE  JUIN. 


Un  certain  nombre  de  fautes  d'impression  se  sont  glissées  dans  le  numéro 
de  juin.  IN'ous  nous  empressons  de  les  signaler  parce  qu'elles  modifient  la 
solution  de  deux  questions. 

Page  250,  ligne  20  :  au  lieu  de  -^-  t2  Rh  =  —  ir  (R  -f  #)2(4  —  x) 

il  faut  ~  ic  R2h  =—  ie  (R  +  x)\h  —  x). 
3  5 

Page  252,  ligne  7  :  au  lieu  de  sin  ix  =  cos  <?  = 

il  faut  sin  2X=  cos  <p  =  — = 

Lignes  11  et  suivantes,  it  faut  lire  

Le  carré  du  côté  DE  est  DE2  =  R2sin2  x  =    R'lv:>~'1    =    R2(5  ~  ^5  ^ 

2  \Jb  io  _ 

de  même  CD2  =  R2  (cos  x  —  sin  x)2  =  R2(i  —  sin  2#)  =  — - - — - — — 


Enfin  _  _ 

DC2  io  — 4V/5~         (\lb  +  5)(io  —  4v'5  )     _3  —  N5  6  —  2S/o 


CE*    "        5  -_vT 
DC  v'5  —  ] 


et      CE 
Page  280  :  au  lieu  de    tfxpX  —  a2£y  +  b-  %  =  o 

il  faut         c-xÇ>  —  a2pX  +  62aY  =  o. 
Page  282,  ligne  15  :  au  lieu  de       —  yy,       il  faut       —  \y. 

ligne  17  :  au  lieu  de      —  b2y.y,      il  faut      — b2y.\. 

ligne  19,  dans  la  parenthèse  : 

Xx  *X 

au  lieu  de  ,  il  faut  — . 

a1  a- 

%2a-  a262 

ligne  21  :  av.  lieu  de        — jt — ,  il  faut 


b2    '  '  a2 

Page  283,  lignes  2  et  3  :  au  lieu  de  —    — ! —  —  etc.,  jusqu  à  la  fin, 
il  faut 

L\    V  a*  b*     )  \    b2  a-  b2    /J 

car  les  termes  entre  crochets  s'annulent  ainsi  que  les  autres. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 

IMPMIBBia  CENTRALE   HKS  CHEMINS  DE   FER.    —   A.  CHAH  ET  C", 
RIE    RBRGÈRE,    20,    A    PARIS.    -    151*0-0. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA  PARABOLE 

ET    DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 

Par  II.  LuiiHoy,  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Graml. 

[Suile.et  fin  voir  p.  337  et  suiv.) 


LXX.  Théorème.  —  MM'  (fig.  31)  est  une  corde  nor- 
male en  M  ii  une  parabole, 
I  .son  milieu,  D  le  point  où  elle 
rencontre  l'axe;  la  parallèle  à 
l'axe  menée  par  le  point  I 
rencontre  l'ordonnée  du  pointai 
en  un  point  A  tel  que  la  ligne 
AD  est  perpendiculaire  à  MM. 

De  la  valeur  trouvée  pour 
MM'  dans  le  théorème  précé- 
dent, on  déduit 

MI=_— £ 

sin2  x  eos  oc 

et  à  cause  du  triangle  rectangle  IAM 

P 


Fia  S'. 


AM  =  LU  sin  x  = 


Or,  on  sait  que 


MI) 


Si  II    x   COS   a 
P 


COS  X 

donc,  en  vertu  des  relations  précédentes, 

MD  ==  AM  sin  x 
c'est-à-dire  que  le  triangle  ADM  est  rectangle  en  D. 

fiXXI.  Théorème.  —  x  et  x  étant  les  angles  que  foni 
avec  les  rayons  vecteurs  correspondants  deux  normales  égales 
issues  d'un  point  du  plan  d'une  parabole,  ces  normales  étant 
comptées  de  ce  point  à  la  courbe,  on  a 

(  a  4-  *'\  d 

tg  «  tg  *  *9  ^— — )  =  — 

d  étant  lu  distance  de  ce  point  à  laxe. 

JOURNAL   DK   MATH.    1880.  I>ô 
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Si  l'on  remarque  que  la  longueur  d'une  normale  comptée 
comme  il  est  dit  dans  l'énoncé,  a  pour  expression 

_!_  +  _JL_, 

cos  a  sm  a 

un  calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  pour  l'ellipse  con- 
duit à  la  relation  donnée. 

LXXII. —  Valeur  du  rayon  du  cercle  oscillateur  en  un  point 
d'une  parabole.  Sa  construction. 

Il  suffit  de  se  reportera  la  pareille  détermination  faite  par 

l'ellipse  pour  voir  que,  si  R 
désigne  le  rayon  du  cercle 
osculateurenunpoint  d'une 
parabole,  on  a 


cosJ  a 
Pour  le  construire,  on  re- 
marque que  le  rayon  vecteur 
du  point  considéré  a  pour 
expression 

FM  =      r    . 

de  sorte  que 
R  = 


2  COS-  a 


>FM 


Fig.  52. 


COS  a 
Cette  expression  montre 
que  la  perpendiculaire  au 
rayon  FM  (fig.  3%)  menée  par 
le  foyer  rencontre  la  normale 
en  M  en  un  point  G'  tel  que 

cm = i. 


Pour  avoir  la  valeur  de  R  en  un  point  donné,  la  normal** 
étant  menée,  on  élèvera  la  perpendiculaire  FC  à  FM,  on 
prendra  CC  =  CM;  CM  sera  le  point  cherché  et  C  le  centre 
du  cercle  oscillateur  en  M. 

LXXIII.  Théorème.  —  La  portion  d'une  normale  en  un 
point  d'une  parabole,  comprise  entre  la  courbe  et  la  directrice, 
est  égale  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  oscillateur  en  ce  point. 
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Soil  (fîy.  32)  M  un  point  d'une  parabole,  MN  la  portion  de 
la  normale  en  M  comprise  entre  la  courbe  et  la  directrice  ; 
on  sait  comment  a  été  construit  le  triangle  MFC  Les  deux 
triangles  NMP  et  MFC  sont  égaux  comme  ayant  un  côté 
égal  MP  =  MF  et  comme  étant  semblables,  FMC  =  PMN, 

donc  MN  =  MC'  =  -5-. 

2 

Cette  propriété  permet  de  construire  plus  simplement  le 
rayon  du  cercle  oscillateur  en  un  point  d'une  parabole,  puis- 
qu'il suiïït,  la  normale  étant  menée,  de  porter,  à  partir  du  point 
considéré  et  dans  le  sens  voulu,  une  longueur  égale  au 
double  de  la  portion  do  la  normale  comprise  entre  la  courbe 
et  la  directrice. 

LXXIV.  Théorème.  —  En  un  point  d'une  parabole  la  corde 
du  cercle  oscillateur  qui  est  menée  parallèlement  à  l'axe  de  la 
courbe  est  égal  à  quatre  fois  le  rayon  vecteur  du  point. 

Soit  (fîy.  32)  M  le  point  considéré,  C  le  centre  du  cercle 
oscillateur  en  ce  point,  PM  parallèle  à  l'axe,  Q'  et  Q  les 
projections  des  points  C  et  G'  sur  PM  ;  G'  étant  le  milieu 
de  MC,  Q  sera  le  milieu  de  MQ,  et  comme  les  triangles  C  FM 
et  C'MQ'  sont  égaux,  on  en  conclut  que  MO'  =  MF  et  par- 
tant MQ  n  2MF;  or  MQ  n'est  que  la  demi-corde  du  cercle 
osculateur:  la  corde  entière  vaudra  donc  4MF. 

LXXV.  Théorème. —  Le  lieu  du  point  symétrique  du  foyer 
par  l'apport  aux  normales  à  une  parabole  est  une  parabole. 

En  remarquant  que  (fiy.  32)  un  point  Q'  du  lieu  a  même 
ordonnée  que  le  point  M  et  que  son  abscisse  SA  a  pour 
expression 

SA  =  PQ'  —  DS  =  2MF IL  - 


cos! 


on  en  déduit 


SA £-  =  —4 p  =  p  tg'  »; 

2  COS*  "X 

donc  QT*=p(SA '-): 

2 

donc,  en  vertu  du  théorème  V,  le  lieu  cherché  est  une  para- 
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bole  de  même  axe  que  la  première  et  dont  la  tangente  au 
sommet  passe  au  foyer  de  la  première. 

Corollaire.  —  La  projection  du  foyer  sur  les  normales  se 
trouve  également  sur  une  parabole. 

VII 

PROPRIÉTÉS  DES  CORDES  FOCALES 

LXXVI.  Théorème.  — Le  produit  des  ordonnées  des  extré- 
mités d'une  corde  focale  est  constant  et  égal  à  —  p2. 

Les  tangentes  aux  extrémités  d'une  corde  focale  étant 
rectangulaires  (LUI),  il  en  est  de  même  des  normales,  de 
sorte  que  si  a  est  l'angle  que  fait  l'une  d'elles  avec  le  rayon 

vecteur  correspondant, a  sera  l'angle  que  fait  l'autre 

avec  son   rayon   vecteur.   Si  l'on    désigne  par  yt  et   y2  les 
ordonnées  des  extrémités  de  la  corde,  on  a,  en  remarquant 
que  ces  ordonnées  sont  toujours  de  signes  contraires, 
Vi  =  P  tg  y- 

y%  =  —  v  C(% a 

et  par  suite  yy  y2  =  —  p2. 

Corollaire.  —  Le  produit  des  abscisses  des  extrémités  d'une 

,    p2 
corde  focale  est  constant  et  égal  a  -=—. 

LXXVII.  Théorème.  — Par  le  point  où  se  coupent  les  nor- 
males aux  extrémités  d'une  corde  focale,  on  peut  mener  une  troi- 
sième normale;  l'ordonnée  du  pied  de  cette  normale  est  double  de 
celle  du  point  de  concours  des  deux  premières;  mais  les  signes 
sont  différents. 

On  a  vu  (LXIII)  qu'en  désignant  par  ylt  j/,,  y3  les  ordon- 
nées de  trois  normales  menées  à  une  parabole  d'an  point 
distant  de  l'axe  d'une  longueur  d,  on  a 

or,  on  a  obtenu  dans  le  théorème  précédent 

!h!/2  =  P*  • 
on  en  conclut  y3  =  id, 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  On  a  ainsi  un  moyen  assez  simple 
de  construire  cette  troisième  normale,  la  courbe  étant  tracée 
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LXXYIII.  Théorème.  —  La  normale  à  une  extrémité 
d'une  corde  focale  rencontre  la  courbe  en  un  point  d'où  part  une 
seconde  normale;  l'ordonnée  du  pied  de  cette  dernière  est  double 
de  l'ordonnée  de  l'autre  extrémité  de  la  corde. 

On  a  obtenu  en  effet  (LXIII),  en  désignant  par  yl  et  y\ 
les  ordonnées  des  pieds  des  deux  normales  qui  se  coupent 
sur  la  courbe.  yty'2  =  2p2. 

Maison  vient  d'obtenir  (LXXVI)  pour  les  extrémités  d'une 
corde  focale  dont  l'une  coïncide  avec  l'un  de  ces  points 

VtVt  =  —  p2  ; 

il  en  résulte  que  yt  = '-?-. 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  Les  deux  points  considérés  sont 
évidemment  situés  de  part  et  d'autre  de  l'axe. 

LXXIX.  Théorème.  —  La  somme  des  inverses  des  segments 
déterminés  par  le  foyer  sur  une  corde  focale  est  constante. 

En  effet,  les  angles  que  font  les  normales  aux  extrémités 
d'une  corde  focale  étant  complémentaires,  les  rayons  vec- 
teurs qui  forment  cette  corde  ont  pour  expression  (XXIII) 

»  et  " 


2   COS2    a  2   sin2  x 

d'oii  en  prenant  les  inverses 

2   cos2  x      [       2  sin2  a 


P  P  P 

Remarque.  —  La  longueur  d'une  corde  focale  est  alors 

P  _J > P  _  2/, 


2  cos2  a  2  sin2  a  2   sin2  x  cos2  a  sin-    ix 

Elle  aura  sa  valeur  minimum  lorsque  sin  2a  aura  sa  plus 

errande   valeur,    c'est-à-dire    — — :  alors  x  =  et   sin   % 

2  4 

=  cos  x  =  -p=  et  la    longueur  de  la  corde  est  2p.  Il   est 

facile  de  voir  que  cette  corde  est  perpendiculaire  à  l'axe. 
Une  corde    focale   perpendiculaire   à    la   première  aurait 

2/) 

pour  expression 


cos' 
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cos2 


et  comme 

■ip  '  ip  1[> 

on  en  conclut  que.  la  somme  des  inverses  de  deux  cordes  focales 

rectangulaires  est  constante. 

LXXX.  Théorème.  —  S/  l'on  prolonge  les  normales  aux 
extrémités  d'une  corde  focale,  (a  corde  qui  joint  leurs  points 
d'intersection  avec  la  courbe  est  parallèle  à  la  première  et  égale 
à  tn,is  fois  cette  première. 

Soit  {fig.  33)  P  le  poiut  de  concours  des  normales  menées 


Fig.  33. 


aux  extrémités  de  la  corde  focale  AB  ;  a  étant  l'angle  BAP, 
le  triangle  rectangle  BAP  donne 

AP  =  AB  cos  a  = ; — ? . 

2   sin2  a  COS  a 

Si  l'on  se  reporte  au    problème  LXIX,  on  trouve  pour  la 

longueur  d'une  corde  normale  à  la  parabole 

AA^_ J2. . 

sin-  j.  cos  y. 

On  en  conclut  immédiatement 

AA'  =  4AP. 
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Il  est  évident  que  pareillement  on  a 
BB'  =  4BP, 
de  sorte  que  les  deux  triangles  APB  et  A'PB  qui  ont  un 
angle  égal  et  les  côtés  qui  le  comprennent  proportionnels, 
sont  semblables  ;  il  en  résulte  évidemment  l'égalité  des 
angles  PTB  et  PA'B',  PBA  et  PTTà',  c'est-à-dire  le  parallé- 
lisme des  cordes  AB  et  A'B  et  en  outre  la  relation  annoncée 
A'B'  =  3AB. 

Corollaire  I.  —  La  parallèle  à  l'axe  menée  par  l'une  des 
extrémités  d'une  corde  focale  coupe  la  corde  formée  par  la  nor- 
male à  l'autre  en  son  milieu. 

Soit  I  le  point  où  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  le  point 
B  rencontre   AA',  le  triangle  ABI  est  isoscèlc  et  PI  =  AP  ; 

AA' 
donc  AI  =  .  Soit  T  le  point  où  la  tangente  en   A  ren- 
contre BI  ou  son  prolongement,  il  est  évident  que  les  trois 
points  I,  A,  T  sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  B. 

Corollaire  II.  —  Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points 
A  et  1  et  le  pied  de  la  troisième  normale  i-isue  du  point  P  a  son 
centre  de  gravité  sur  l'axe. 

On  a  vu,  en  effet  (LXXVII),  que,  PR  étant  l'ordonnée  du 
point  P  et  GC  celle  du  pied  C  de  la  troisième  normale  issue  du 
point  P,  CC  =  2PR,  et  alors  le  point  E  où  PC  coupe  l'axe 
est  tel  que  2PE  =  CE  ;  la  ligne  CP  étant  médiane  du 
triangle  GAI,  le  point  E  est  le  centre  de  gravité  de  ce 
triangle.  Il  est  également  le  centre  de  gravité  du  triangle 
I'CB,  I'  étant  le  milieu  de  BB'. 

LXXXI.  Théorème.  —  La  corde  focale  passant  par  le  foyer 
et  parallèle  à  une  tangente  est  égale  à  quatre  fois  le  rayon  vec- 
teur du  point  de  contact. 

Soit  (fig.  33]  M  le  point  de  contact  d'une  tangente  paral- 
lèle à  la  corde  focale  AB  ;  la  normale  en  ce  point  est  per- 
pendiculaire à  AB.  et  il  est  facile  de  voir  que  l'angle  qu'elle 

fait   avec  le    rayon  vecteur   FM  est  égal   à    20. —  ;  de 

sorte  que  la  valeur  de  ce  rayon  est 
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FM  = £- 


2  sirr  2a 
2  COS2  (  2a  — 


En   comparant  cette   valeur   à   celle  que   l'on    a   obtenue 
(LX1XX,  Remarque)  pour  la  corde  focale  AB,  on  trouve 
AB  =  4FM. 

Remarque.  —  Une  solution  purement  géométrique  de  cette 
propriété  a  été  donnée  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, année  1877. 

LXXXII.  Théorème.  —  Une  corde  normale  en  un  point  d'une 
parabole  se  projette  sur  la  corde  focale  de  ce  point  ou  sur  l'axe 
suivant  une  longueur  égale  à  quatre  fois  le  rayon  vecteur  de  l'autre 
extrémité  de  la  corde. 

Soit  (fig.  33)  AA'  une  corde  normale  en  A;  sa  longueur  a 
pour  expression  (XL1V) 

A.V  =  -r-3t 

sin*a  cos  a 

et  l'angle  FAA'  étant  a,  la  projection  de  AA'  sur  FA  a  pour 

ip 


valeur 


sin2  a 


or  la  valeur  de  FB  est [ ,  dont  la  projection  de  AA' 

2  sm2  a  l     J 

sur  AB  vaut  4FB. 

LXXXIII.  Problème.  —  Déterminer  le  paramètre  d'une  pa- 
rabole connaissant  les  longueurs  de  deux  tangentes  rectangulaires. 

Soient  «  et  6  les  longueurs  des  tangentes  données;  AB 
(fig.  33)  étant  la  polaire  de  leur  point  de  concours,  on  a 
AB"  =  a2  +  62 . 
Si  M  est  le  pôle  de  la  corde  AB,  on  a,  à  cause  du  triangle 

rectangle  MAB, 1 =  ■=—  ; 

a2  62  MF* 

or  HP  =BFX  A  F 

et,  en  vertu  du  théorème  XLIV, 

BF  X  AF  =  A  X  AB  =  Ji/a2  +  62  =  MF*. 
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On  en  déduit  facilement,  en  vertu  de  la  seconde  relation, 

ici-   b* 
p  =  —  • 

(a2  +  62jT 

LXXX1V.  Théorème.  —  R  et  R'  étant  les  rayons  des 
cercles  oscillateurs  aux  extrémités  d'une  corde  focale,  on  a 

R^  R  i  -p 

Les  angles  que  font  les  normales  aux  extrémités  d'une 
corde  focale  avec  cette  corde  étant  complémentaires,  R  et  R' 
ont  pour  expressions  (LXXIIj 


cos3  a  sur  x 

Il  est  facile  d'en  déduire 

cos» . = (4-)*  si„-  . = (±.y 

et  par  addition 

expression  qui  conduit  à  celle  de  l'énoncé. 

LXXXY.  Théorème.  —  £es  extrémités  A,  B  rf'u?ie  corde 
focale  et  le*  milieux  des  cordes  normales  en  Let  B  sont  les  sommets 
d'un  losange  dont  la  surface  est  égale  à  celle   du  quadrilatère 

dont  les  sommets  sont  A  et  B  e£  /es  centres  des    cercles  oscula- 

teurs  en  ces  extrémités. 

Soient  ((ïg.  33)  Ietl'  les  milieux  des  cordes  normales  en  A 

et  B,  on  a  vu  (LXXX)  que 

AP  =  PI,     BP  =  PI',     AB  =  BI 

et  par  suite  la  ligure  ABIT  est  un  losange  dont  la  surface  S 

est  évidemment  égale  à  quatre  fois  celle  du  triangle  APB, 

\V  v  BP 
c'est-à-dire     S  =  4-  =  2AP  X  BP, 

2 

et  en  vertu  des  expressions  trouvées  pour  AP  et  BP 

2sin3  k  Ci 
soient  Ct  et  C't  les  centres  des  cercles  osculateurs  en  A  et  B . 
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le  quadrilatère  ABqq',  dont  les    diagonales  sont  rectangu- 
laires, a  pour  surface 

S'  =■   Aci  X  Bci'  RXR'    _  p2  , 

2  22  sin5  accs3a 

donc  S  =  S'. 


QUESTION  185. 

Solution  par  M.  Sigwarth.  Pensionnat  Saint-Joseph,  à  Thonon. 


On  considère  l'égalité 

o  _  _   4a -x-  -{-  b'-'(x2  —  1 


et  on  propose  d'étudier  les  variations  de  j  quand  x  varie  de  — 00 
à  -f-  °o  •  En  supposant  a  —  b,  on  propose  de  démontrer 

1°  Que  a  est  le  maximum  de  j  ; 

2°  Que  b  est  le  minimum  de  y; 

3°  Que  si  l'on  donne  à  y  une  valeur  comprise  entre  a  et  b, 
l'équation  bicarrée  qui  donne  x  a  ses  quatre  racines  réelles,  et 
que  si  l'on  désigne  par  xt  l'une  des  racines,  les  trois  autres  sont 
données  par  les  égalités     xt  -j-  x.,  =  o 

X1X3     1     !   —   ° 
X4X4  —    I    =3   o 

(De  Longchamps.) 
De  l'expression  donnée  on  tire 

,r'{f  —  b2)  -f  x-(2y-  +  26-  -  4a2)  +  >f  —  b%  =  o 
d'où 

.,  _      2a2  —  b'1  —  y'1  ±  v^/V-y-  —  au'1  y'1  —  4a-b-  -j-  4a'     . 
x    — .  -       —  ^1) 

.7"  —  t>- 
x*  doit  être  réel;  il  faut  donc  que  l'on  ait 

4''".'/'  _  4"\'/2  —  A-U-b-  -j-  4'?4  il  o 
ou  y-[it-  —  b7)  —  aa(a*  —  b1)  <  o. 

divisant  par  <r     -  l>::       //'-  a-     et  y 

On  voit  que  a  est  le  maximum  de  y  et  par  suite  que  pour 
y  =  o,       x  =  1 . 

Cette  manière  de  procéder  ne  fait  pas  voir  clairement  les 
vai  Iations  de  la  fonction. 
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j;  variant  de  —  =o  à  -\-  00  ,  cherchons  les  valeurs  de  la 
fonction  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  de  la  variable  x. 

1°  Le  dénominateur  n'est  jamais  nul  ;  donc  y  ne  passe  pas 
par  l'infini  ; 

2°  Le  numérateur  n'est  jamais  nul,  donc  y  ne  passe 
pas  par  o; 

3°  Pour  x  =  o,  y  =  h  : 

4°  Pour  x  =  ±  co  ,  on  a,  en  divisant  préalablement  tous 
les  termes  de  la  fraction  proposée  par  a  ' 

&  ":      x^- 
f  = — 


2  I 

1  +  —7-  +  -r 

et  pour  x  =  00  ,     /y  =  6. 
On  peut,  en  outre,  remarquer  que  celle  fonction  prend  les 

mêmes   valeurs  pour  x  =  +  2  et  +  — ,  x  =  +  3  et+  -=-.  .  . 

—    2  ~~    o 

Ce  résultai  est  facile  à  comprendre  pour  les  valeurs  égales 
etdesigues  contraires; car  l'expression  donnée,  ne  renfermant 
que  des  puissances  paires  de  x,  reste  la  même  quand  on 
change  x  en  —  x.  Pour  les  inverses  de  ces  mêmes  valeurs, 
on  remarque  que  le  coefficient  de  xi  et  le  terme  connu  sont 
égaux;  on  sait  que  dans  ce  cas  les  racines  se  présentent 
sous  cette  forme. 

En    faisant    successivement    dans     l'expression    donnée 

x  =  +   1 ,  x  =  +  2  ou  -!-  — ,  x  +  3  ou  4-  — -  ...  x  =  +  00 


ou 


\/  1602  +  gb1                J  36a2  -f  64b2 
y=a,        y= — = — ,     y  = iq  ,    y  =  b. 

On  peut  vérifier  facilement  que  les  expressions  irration- 
nelles de  y  sont  plus  petites  que  a  et  plus  grandes  que  6  et 
qu'elles  vont  en  diminuant  d'une  manière  continue  de  a  à  h. 

Donc,  si  x  varie  de  1  à  -|-  00 ,  y  varie  de  a  à  6  en  passant 
par  toutes  les  valeurs  intermédiaires; 

Donc       1°  a  est  le  maximum  de  y; 
2"  h  est  le  minimum  de  y. 
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La  courbe  construite  pour  a  ■=  10  et  b  =  2,  fait  voir  les 
variations  de  la  fonction.  On  voit  que  cette  fonction  atteint 
deux  fois  le  maximum  pourx=  +  1  ;  trois  fois  le  minimum 
pour  x  =  o  et  ,r  =  +  °°  • 

Tirons  de  l'équation  (1)  la  valeur  de  x,  on  a 


!  x(1~  ~~  b'~yl  ±  v4/)2.'/2  —  4a-y-  —  4a-}f-  +  4«*     /9\ 
-*/       y*  -  6=  [Z) 

V  16a-  -f-  o62  . 

on  sait  que : trouvée  ci-dessus  pour  y  est  com- 
pris entre  a  et  b. 

Si  ou  remplace  y  par  cette  valeur  dans  la  relation  (2),  il 

/  34  .  .         6    , 

!«-  —b*)±  — -  (as  —  &*) 

vient      x  = 


-\ 


1  b 

—  (aa  — &*) 

22 


Simplifiant   et  séparant  les  racines,  il  vient  xY  =  2,     as, 

=  —  2,    x3  = ,  scj  =  — ,  valeurs  qui  vérifient  les  éga- 

lilés  proposées. 

QUESTION  203. 

Solution  pjtr  M.  Retmondibr,  Pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Étienne. 


Démontrer  que  la  surface  d'un  triangle  en  fonction  des  bissec- 
trices  1,  1'  intérieure  et  extérieure  d'un  angle  et  du  rapport  K 
des  côtés  formant  cet  angle  est  donnée  par  la  formule 

s  =  JI    /K*-' 


4      V     K 

Soient  le  triangle  ABC  ;  AT,  AI  les  bissectrices  données. 

Désignons  par  t  le  triangle 
A  y  '  AGI,  par  /'  le  triangle  AGI'.On 

donue 

S  \  _A?_        J2.        —    -  K 

X  <  AC    "    IC    "    IG   = 

/  '/  Le  triangle  AU'  rectangle 

1       *'  l   en    A  a   pour  surface  — — 
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=  t  -\-  t'.  Les  triangles  ABC,  AGI  ayaut  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme   leurs  bases.  Donc 

S  BC  IB  +  IC 


t  IC  IC 

IB  ,     1B  +IC 

or   —  =K,dou  I(j  =K+   ,; 

par  suite  t  =  S  .  — : 

K  +  r 

De  même  les  triangles  ABC,  AGI'  donnent 
S  BC  IB—  IC 

T  =  Te"  =  — rc —  =  K  ~  J 

et  /'  =  S 


Jv  —    i 


des  lors  (.  -\-  t  = =  S 


d'oîi  enfin  S 


K»  -  i  ' 
H     /k»  —  r 


4      V      K 


Nota.  —  Ont  résolu  1 1  même  question  :  MM.  Deslais,  au  .Mans;  Gino  Lari  i, 
a  liantoue;  Huet.  à  Orléans;  Daguillon,  lycée  Henri  IV;  Non.  à  Perpignan; 
Abry.  à  Thonon  ;  Legrain,  Gossieaux,  Boulogne,  à  Saint-Quentin;  Bousquet,  a 
Nice;  Dupuy,  a  Grenoble;  Blessel,  à  Paris. 


QUESTION  204. 

Solution  par  M.  Renaud,  élève  du  Lycée  de  Bordeaux. 


Du  pied  A'  (l'une  des  hauteur-;  XX  d'un  triangle  ABC  on  mène 
les  perpendiculaires  XI),  A'E,  A'K,  AL  respectivement  sur  les 
côtés  AB,  AC  et  desdeux  autre*  huuteursBB',  CC  du  triangle  ABC. 

\°  Démontrer  que  les  quatre  points  D,  K,  L,  E  sont  en  ligne   ^ 
droite  : 

2°  Qu'en  appelant  S  la  surface  du  triangle  ABC.  la  sur/are  du 
triangle  A  DE  a  p<  w  expression  S  sin  iî  sin  CcosB  cos 

3°  Que  la  hauteur  A.T  du  triangle  A  DE  a  pour  expression 
2R  sin  B  siu  C  cos  B  eos  C,  R  étant  le  rayon  <lu  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ABC  (Perrin.) 

1°  0  étant  le  point  de  concours  des  hauteurs,  le  quadri- 
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latère  OB'GA'   est  inscriptible  ;  doue  A'  est  un  point  de  la 

circonférence  circonscrite  à 
OB'C.  D'après  le    Lhéorème 
de    Simson,    les   pieds  des 
perpendiculaires  abaissées 
de   ce   point   sur    les    trois 
côtés  du  triangle  OB'C  sont 
en  ligne  droite.  On  démon- 
trerait   de    même    que    les 
",-\    points  D,  K,  L  sont  en  ligne 
c    droite,  par  suite  D,  K,  L,  E 
sont  en  ligne  droite. 
2°  Soit  S'  la  surface  du  triaugle  DA'E,  on  a, 

•A'D  .  A'E      .     â 
sin  A.         [DAE 


S' 


180  — A], 


or 


donc  (1)      S' 


A'D  =  G  sin  B  cos  B 

A'E  =  b  sin  C  cos  c, 

bc  sin  A 


sin  B  sin  C  cos  B  cos  C, 


mais  S  =  —  bc  sin  A, 

o 

donc  S=  S  sin  B  sin  C  cos  B  cos  G. 

3°  L'égalité  (1)  peut  s'écrire 

DE   .  A'P  =  bc  sin  A  sin  B  sin  G  cos  B  cos  G, 
mais  DE  =  c  sin  A  sin  B, 

donc  A'P  =  6  sin  G  cos  B  cos  C, 

or  2R  sin  B  =  b, 

donc  A'P  =  2R  sin  B  sin  C  cos  B  cos  C. 

Nota. —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  IN'ou,  à  Perpignan;  Dupuy,  de 
Grenoble. 


QUESTION  205. 

Solution  par  M.  Deslais,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Trouver  211    -j-    1    nombres   entiers   consécutifs   tels  que  lu 

somme  des  carrés  des  n  -f-    1  premiers  de  ces  nombres   soit  égale 
à  la  somme  des  carrés  des  n  nombres  suivants. 
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Soit  x  le  nombre  moyen,  on  doit  avoir 
(x  —  n)2  +  (x  —  n  -f  i)2  +  •  •  •  +  (œ  —  V2  +  (•»  —  02  +  *2 

=  (x  -f  i)a  +  (ae  +  2)2  +  . . .  (x-  +  n)2. 
Développant  et  simplifiant,  il  vient 
x2  —  inx  —  2(n  —  \)x  —  40;  —  ix  =  ix -\- ^x  -\-  . . .  -j-  2??ct 
ou         ir2  —  203(2  -f-  4.  -}—  G  — J—  . .  .  — |—  i{n —  i  )  -f-  2?i)  =  o, 

I        i    c   i             i               (2-j-2n)w 
or  2-]-4+u-|-...-f-2n= =  ()if  i  )?i, 

par  suite  x2  —  2n(n  -f-  J)-1'  ==  ° 

ou  a?[.T  —  2n(n  -)-  i)]  =  o, 

équation  satisfaite  pour  x  =  o  et  x-  =  2n(n  -f-  i. 

Les  nombres  cherchés  sont  donc 
—  n,  —  (n  —  i),   . . .,  —  3,  —  2,  —  i,  o,  -f-  i,  +2,-f-3, 

-f  ...,  +  (x—  i),  -f  n 
ou 

[2ii(n-\-  i)  —  n],  [2n(n-j- i)  —  (w — i)],  .  ..,[2n(n-j-  0  —  2] 
[2/1(71  -f-  1)  —  ï]«      2W(W  +  0>     [2"("  +  1)  +  1].      •  •  - 

[2n(n  +  1)  -f-  n]. 

Gomme  vérification,  faisons  u=2,oualo  =  o  et  as  =  12. 
Les  cinq  nombres  consécutifs  seront 

—    2,       —    I,       O,       -f-    I,       +2 

ou  10  1  1        1 2       1 3         14. 

On  a  en  effet 


Z         I  Z        I  -  ■  »  -        I  i 

10   4-11     112    =  1  ->   4~  '  4  • 
C'est  le  cas  particulier  examiné  tome  II,  page  30. 

Nota.  —  Ont  résolu  lu  même  question  :  MM.  (iino  Lori.i.  de  Maillon;  Mal- 
c ou,  à  La  Seyne  ;  Hnet,  à  Orléans;  Gombier;  Reymondier,  pensionnat  Saint- 
Louis,  à  Saint-Etienne. 


QUESTION  206. 

Solution  par  M.  Légat,  élève  du  Lycée  Saint-Louis. 


Deux  mobiles  partent  d'un  point  O  sans  mouvement  initial:  l'un 
A  parcourt  la  droite  OX  d'un  mouvement  uniforme;  l'autre  B 
parcourt  la  droite  OY,  perpendiculaire  à  OX.  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré  :  démontrer  que  la  droite  qui  les  joint  a 
chaque  instant  est  constamment  tant/ente  à  une  parabole. 
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Soient  a,  b  deux  constantes,  t  un  instant  quelconque  compté 


ù  partir  du  moment  où  les  mobiles  sont  partis  du  point  0, 
on  a  OA  =  al,  OB  =  bt2. 

Elevons  en  A  une  perpendiculaire  sur  AB  qui  rencontre 
en  F  la  droite  OY  prolongée;  on  a 

OF  =  2k.  =  ^L. 

OB  & 

La  longueur  OF  est  constante;  par  suite,  si  l'on  prolonge 
FA  d'une  longueur  égale  à  AF',  le  point  F'  se  trouve  cons- 
tamment sur  une  parallèle  FI)  à  OX  menée  à  une  distance 
de  celle-ci  OD  =  OF. 

Il  en  résulte  que  la  droite  BA  est  constamment  tangente  à 
la  parabole  qui  a  le  point  F  pour  foyer  et  la  droite  F  D  pour 
directrice. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  MM.  Heurteaux.  de  Nantes;  d'Ocagne. 
du  lycée  Fontanes,  qui  a  généralisé  la  question. 


QUESTION  207. 

Solution  par  M.  Legrain,  élève  du  Lycée  de  Saint-Quentin. 


N</r  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB  on  prend  deux 
points  P  et  Q  tels  que  les  droite*  AQ  et  BP  se  coupant  en  M,  on 
ait  A. M  .  BM  =  2AP  .  BQ. 

Trouver  le  lieu  géométrique  de  M. 

On  a  d'abord       A  M  .  MB  =  2AP  .  BQ  (1) 

Les  triangles  semblables  A1\M  et  BQM  sont  semblables  et 
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donnent 


AP 


AM 


BQ: 


(2) 


BQ    ~~    BM 
d'où  l'on  tire  AP  .  BM  =  AM 

divisant  (1)  et  (2)  membre  à 
membre  et  faisant  le  produit  en 
croix,  on  a 

MB2  =  2BQ2  ; 
relation   qui   indique  que  MQB 
est  isoscèle. 

L'angle  en  M,  supplément  d'un 
angle  de  45°,  vaut  1 3  5°  et  est  par 
suite  constant.  Donc,  de  M  on 
voit  AB  sous  un  angle  cons- 
tant. Le  lieu  géométrique  de  M  se  compose  alors  des 
deux  segments  capables  de  1 3 5",  AMB  et  AM'B  symétriques 
par  rapport  à  AB. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Fabry.  collège  Chaptal;  Bou- 
cheaux.  d'Angers;  Dopny,  de  Grenoble;  Pruget.  Bénard.  de  Chàteauroux ; 
Lesieur.  Daguillon,  du  lycée  Henri  IV;  Coignard,  Rouché,  Legay,  du  lycée 
Saint-Louis;  Heurteaux,  de  Nantes;  Sicard, de  Lyon;  Reymondier,  pensionnat 
Saint-Louis,  à  Saint-Etienne;  Potier,  de  Bennes;  Courtal,  à  Blaye;  Alery.  à 
Thonon;  Joly,  de  Tarbes  ;  Boulogne,  Gossiaux,  de  Saint-Quentin;  Cavrais.de 
Toulouse;  Payeui.  de  Verdun  ;  Etchats,deMont-de-Marsai)  ;  Chrétien,  du  Havre. 


QUESTION  217. 

Solution  par  M.  Louis  Godard,  élève  du  Lycée  de  Saint-Étienne. 
classe  îles  .Mineurs. 


Étant  données  deux  circonférences  G  et  G'  tangentes  entre  elles 
et  une  de  leurs  tangentes  extérieures  AB,  on  mène  une  circonfé- 
rence G"  tangente  aux  deux  circonférences  proposées  et  à  AB  ; 
puis  une  circonférence  G"  tangente  il  G,  à  C"  et  il  AB,  et  ainsi  de 
suite.  On  propose  d'étudier  les  séries  formées  pur  les  rayons  île 
ces  circonférences  successives  et  par  les  surfaces  des  mêmes  cercles. 
On  donne  AB  —  2a,  Ad  =  U. 

Soit  R'  le  rayon  de  G'  on  a 

(R  +  R')«  =iR  —  RV-f  4"2. 
d'où  R'  = 


(i- 
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Soient  i\,  rs,  r3  ....  rn  les  rayons  des  circonférences  suc- 
cessives, on  a       VRr4    -f-  VR'r4    =  a  -■■   y  B.R  ,  c'est-à-dire 

i  ii 

~r     / — r  5  ^  ou 


/r,  J/R~         /r7 

RR 


l~  (/R  +  /R')'    "    R      (I+|_' 


De  même 


I  I  I  2  I 


RR'  r/2  i 


d  ou 


En  continuant  de  la  sorte  on  trouverait  successivement 
a2  i 


R    /      .     3a 

1  +TT 


a' 

''"=TT 


on  a  donc 


s  -  JL  l  _l  . L_ l 

i  +  r)        lI  +  ir 


+ 


"R~ 


Or,  on  sait  que  la  série 


+   ,    ' ,  + 


•+T)        O+t)  («+TT. 

qui  est  formée  par  la  suite  des  carrés  des  inverses  des  termes 
d'une  progression  arithmétique  est  convergente. 

Pour  la  suite   formée  par  les  surfaces  de  ces  cercles,  on 
aurait 
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Sn  = 


ir- 


'+*)' 


i  2aV 


+ 


et  la  série  entre  parenthèses  sera,  à  plus  forte  raison,  con- 
vergente. 


QUESTION  218. 

Solution  par  M.  Haubb,  élève  du  Lycée  Louis-le-Grand. 


H 


Étudier  la  série 
x 


x(x  -h  i)    ...   (x  +  n) 


x  +  p+i 


(x  +  p-f  i)  ...(x-f  p-f-n+  i) 


Formons  le  rapport 


U„  + 


x  4-  n .  +  i 


qui  tend 


U»  ■'■  +  P  +  "  + 

vers  i   pour  n  infini  et   appliquons    le    théorème   de  Gauss 


//.,  n  +  ac  -f  p  +  2 


Pour  que  la  série  soit  convergente  il  faut  et  il  suffit  que 
(x  -f-  y;  -f  2)  —  (se  +  0  >  » 
c.-ù-d.  p  -f-  i  >   i   ou  p  >  o. 

Si  p  =  o,  la  série  devient 

,         x  -r 

"^  x  +  i    "*"  "  '    "1"    se  +  n  -f-  i 
On  sait  que  dans  toute  série   convergente  le  produit  ?iU  n 
tend  vers  o  quand  n  devient  infini. 

nx 


Or 


nVn 


CC  -f-  71 

Donc  lim  nUn  =  x 

donc  si  x  ^  o  la  série  est  divergente. 

On  peut  déduire  le  théorème  de  Gauss  de  celui  de  Duhamel  : 
mais  Gauss  l'a  démontré  directement  ;  nous  pouvons  donc 
essayer  de  déduire  le  théorème  de  Duhamel  de  la  condition 
de  convergence  de  pette  série. 
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Soit  ■ — '^—^ —   —  ; le  rapport  d'un  terme  au  précé- 

Vfl  i   -j-  y. 

dent,  dans  une  série,  a  étant  un  nombre  positif  tendant 
vers  o. 

Je  dis  que  si  nx  tend  vers  un  nombre  K  plus  grand  que 
l'unité,  la  série  V  est  convergente. 

Or,  pour  démontrer  que  la  série  est  convergente,  il  suffît  de 
démontrer  que  l'on   a  constamment,  à   partir  d'un  certain 

*  n  -+-  i  Un  4-  ^ 

rang,  — -T <  — =T— 

\Jn  désignant  le  terme  général  de  la  série  étudiée  plus  haut, 

série  dans  laquelle  p  est  quelconque,  pour  le  moment,  mais 

oositif,  et  qui  par  conséquent  est  convergente. 

Il  s'agit  donc  de  démontrer  que 

i  x  -f-  n  -f-  i 

i  -f-  a         x  4-  n  +  p  -\-  2 
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c  est-a-dire  ; < 


i  +  a  p  +  i 


x  -f-  n  -\-  i 


i»                      i                  P  +  *  i 

ou  que  loua         r  -f-  a  >  - — - j 1-  i , 


c'est-à-dire  a  >» 


ou  n  a  > 


x  -J-  n  -j-  i 

i>  +  i 
œ  -J-  n  -J-  J 

n(p+  0 


Or,  cette  inégalité  peut  toujours  être  satisfaite  à  partir  d'un 
certain  rang  :  car  on  a     Lim  n%  =  K 

e,  Lim    *»+,'>    =,  +  ,. 

a?  -j-  n  -j-  i        ' 

Prenons  p  -f-  i  <  K>  c'est-à-dire  p  <  K  —  i ,  ce  qui  est  tou- 
jours possible,  puisque  l'on  a  K  >  i.  On  aura,  de  quelque 
manière  que  n  a  tende  vers  K,  à  partir  d'un  certain  rang, 
Roc  >-  p  -f-  I 

et  à  fortiori  n*  >  *"    *"*  — , 

B  +  œ  +  r 
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,     ,.                                            n-f  i 
c  est-a-dire  na  >  ; 

n 

eu  supposant  ce  -)-  i  >  o,  ce  qui  peut  toujours  être  réalise. 

_         ,.,,.,  n  (p  -j-  i  ) 

Donc  les  inégalités  net 

et  en  remontant 


n  -f-  x  -f-  i 


V  TT        ' 

sont  vérifiées,  et  si  lim  nx  >  i ,  la  série  V  est  convergente, 
c.  q.  f.  d. 

Note  de  la  Rédaction.  —  M.  Jaubcrt,  maître  répétiteur  au 
lycée  de  Tarbes,  nous  a  adressé  une  autre  solution  qui  a  sur 
la  précédente  l'avantage  do  fournir  la  "sommation  même  de 
la  suite  considérée;  malheureusement,  il  n'en  a  pas  déduit 
la  démonstration  que  nous  demandions  du  théorème  de 
Duhamel,  et,  de  plus,  son  raisonnement  n'est  pas  complet, 
pour  un  motif  qu'il  est  important  de  mettre  en  lumière. 

M.  Jaubert  part  des  identités  suivantes: 
i  =  i 

•*"  =  j    _        P+  ' 

x  +  p  +  i  x  -f-  p  -f  i 

x{x  -f-  0  x 


(X  -f  p  -f-    I  )(X  -\-p-\-2)  X  -f  J)  +  1 

x(p  -f  i  ) 


(œ  +  p-f-  i)(œ  +  p-|-2) 
./■./•  4-  i  )(#-+- 3) 


(*  +  P  +  0(œ  +P  +  2)(*  +p  +  3) 

•  '■(.r  +  I) 


et  généralement 


.r(.r  -f  iwp  -f  i) 

(œ  +  p  +  i  )(x  +  p  -f  2)(œ  +  p  +  3) 
ctî(œ  -f-  i)  ...  (X  -\-  n) 


(x  -f  p  -f-  i  )(as  -f-  p  -f-  2 1  ...  [x  +  p  +  n  -f-  i) 

_  q-(.r  +  i)  ...  (.r-|-  n  —  i) 

U'  +  p  +  0(«  +  J»-*-a)  •••  («+p.+  ») 
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as(as  +  i)  . . .  (as  -\-  n  —  i)(p  -f  i) 

'  \x  +  p  +  i)(.r  -f  p  -f  2)  . .  .  (x  +  p  +  n  +  i  ) 
eu  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 
«(as  -\-  i)  . . .  (x  -\-  n) 

{x -\-  p -\-  î  )(x  4-  p  4-  2 .)  •  ■  ■  (.-^  +  />  +  »+  0 

œ  +  pL  as-fp  +  2  (as+p-j-2)(£c  +  p4-3) 

.r(as  -f-  x  )  •  •  •  (œ  "h  fl  —  0  "I 

+  '  *  '  +    {x  +  p  +  2)( as  +  ^  -l  3 j  .  . .    (■/■  +  p  -|-  n  +  i )  J 
Si,  dans  cette  relation,  on  change  p  en  p  —  i ,  on  a 

x(x  -f-  o  •  •  ■  (x  4~ n) 
(as  4-  ^X35  +  i>+  0  •  •  •  Cœ  +  P  +  n) 

p    r  i  •      x  x  x  -\- 1) 


i' 


x+p  +  iV    '     ob  +  p  +  i    ^  (œ4-jo 4-1  )(oî+p-f  2) 

as(as  4~  0  •  •  ■  (-*'  4"  -^  —  l)  "I 

'    "  '  "    '     (x  4-  p  4-  2)(œ  +  P  +  3)   •  •  ■  (x  ~hP  +  ".)  J 

La  parenthèse  du  second  membre  renferme  la  somme  des 
n  4~  i  premiers  termes  delà  série  proposée,  on  a  donc 

x(x  4-  0  •  •  •  (x  -\-  n) 
(x  -f  p)(x  -f  p  4-  i)...(j;  +  i4») 


a:  4~  P       " 

d'où 

x-f  ])         as  sn  4-  i  x-\-  2 

s»  +  i  = 


P        ^  4-  p  4-  i        as  4-  p  4-  2 

a:  4-  n 


x  -\-  p  -{-  n 
M.  Jaubert  dit  alors  que  si  /j  >  o,  les  facteurs  du  produit 

x  -^—  n 

infini  précédent  sont  tous  inférieurs  à  l'unité,  lim  — - — ! — ; 

•'-  -f  p  +  n 
étant  i  pour  x  infini,  et  que  leur  produit  va  constammc! 
décroissant. 

Muis  cette  observation  ne  suffit  pas  pour  prouver   que  la 

as  4~  /' 
somme  de  la  suite  considérée  a  pour  limite ' — —  ;  il  faul 

P 

remarquer,  en  effet,  que  celte  conclusion  ne  peut  être  rigou- 
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reusc    qu'à    la    condition    d'établir    que    le   produit    infini 
x  -f-  i  x  -f-  2  ce  -j-  n 


x  -f  p  +  i         x  -f-  />  +  2  œ  +  p  -f  n 

zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 
Il  aurait  donc  fallu  ajouter  ce  qu'il  suit: 
Le  produit  peut  s'écrire 


tend  vers 


"      v*  P 


x  +  p+  lj\  x  +  p  + 


-) 


x  +  p  + 

et  on  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'il  ne  tende  pas  vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment,  est 
que  la  série 

+  _,?,■+-+■,?,■■  +  ... 


X  -|-  P  +    I  <£  -f"  P  +   2  X  -j-  p  -{-  H 

soit  convergente. 

Or  cette  série,  qui  n'est  autre  chose  que  le  produit  par  p 

de  la  série  harmonique  considérée  à  partir  de ; ; 

x  ~r  P  ~r  ] 
est  divergente  ;  donc  le  produit  infini  tend  vers  zéro. 

E.  J.  B. 
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BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


BORDEAUX 

Session  de  novembre  1879 

—  Etant  donnés  les  quatre  côtés  a.  b.  c.  d  d'un  trapèze,  calculer  ses  angles. 
Donner  les  formules  générales.  Applications  :  a  =  52.  b  =  12,  <  =  20.  d  =  9. 
(o  et  c  sont  les  bases  . 

—  Résoudre  l'équation 

cos  (a  —  b)  sin  (c  —  a;)  =  cos  [a  -f-  6)  sin  (c  +  #). 

—  Connaissant  les  trois  côtés  a,  b.  c  d'un  triangle,  calculer  la  longueur  de 
l'une  des  bissectrices.  Application  :  a  =  528;  b  =  635;  c  =  742. 

—  Vérifier  l'égalité  ■ 
te  8 


l-^  i   tg  0 

—  Les  deux  diagonales  d'un  parallélogramme  ont  pour  longueur  36  et  22; 
elles  font  entre  elles  un  angle  de  900.  Calculer  les  côtés,  les  angles  et  Taire  du 
parallélogramme. 

—  Partager  3o  en  deux  parties  telles  que  6  fois  le  carré  de  la  première  et 
4  fois  celui  de  la  seconde  forment  une  somme  1 1  plus  petite  possible. 

—  Calculer  le  volume  engendré  par  la  révolution  d'un  triangle  éqnilatéral 
autour  d'un  axe  mené  par  le  sommet  parallèlement  à  la  base,  sachant  que  le 
côté  du  triangle  est  égal  à  i2™.5o. 

—  Le  volume  d'un  cône  droit  est  égal  à de  mètre  cube.  La  surface  de  la 

base  est  —  de  mètre  carré.  Calculer  la  surface  latérale  du  cône. 

—  Résoudre  les  équations 


u  —  b 


y 


a  -f  b         a  —  b         d  +  b 

Vérifier  les  valeurs  obtenues. 

—  Etant  donné  l'angle  A  d'un  triangle  DAE,  on  abaisse  du  sommet  la  perpen- 
diculaire AB  sur  DE,  on  mène  la  bissectrice  AC  de  l'angle  A;  connaissant  BC 
=  m,  et  l'angle  BAC  =  a.  calculer  les  éléments  du  triangle. 


LYoN 

—  Résoudre  les  équations      x  +  V  =  1 .5Sy 

x3  +  y*  =  4.' 
et  donner  les  valeurs  des  inconnue 

—  Démontrer  que  les  hauteurs  il  an  tétraè  Ire  régulier  passenl  par  un  même 
point,  qui  est  le  centre  de  deux  sphères,  1  une  inscrite,  l'autre  circonscrite,  el 

que  le  rayon  de  la  première  esl  li  —  de  celui  de  la  '  alculerle  rolurae 


—  m  — 

V  du   tétraèdre   en   fonction  du  ni  von  ?'  de  la  sphère  inscrite.  On  donne  Y 
—   i.76?o^4  ;  trouver  r. 

—  Deux  lignes  OA  et  015  font  entre  elles  un  angle  a.  D'un  point  M  pris  sur 
OA.  on  abaisse  une  perpendiculaire  HC  sur  015;  du  pied  C  de  cette  perpendi- 
culaire, on  mène  une  perpendiculaire  sur  OA.  et  ainsi  de  suite.  Quel  doit  être 
l'angle  g  pour  que  la  limite  de  la  somme  de  toutes  ces  perpendiculaires 
soit  18'". 52?  On  donne  OM  =  20m.57. 

—  On  donne  le  côté  BC  d'un  triangle  ABC,  l'angle  A.  et  le  rapport  K.  de 
de  AB  à  AC.  Calculer  ces  deux  côtés  el  indiquer  la  solution  graphique  du  pro- 
blème. Application  :  a  =  367.']  1 1  3 

A  =  52*4i'56" 

—  La  section  faite  par  un  plan  dans  une  sphère  a  une  surface  de  6om4.58. 
Calculer  la  distance  du  plan  au  centre  de  la  sphère,  sachant  que  le  volume  de 
celle-ci  est  27511"'  .441. 

—  Mettre  la  fraction sous  forme  de  deux  fractions    — ■ 

—  -  x  —  u 

n 

;  c'est-à-dire,  déterminer  A.  B,  a.  b,  de  façon  que  cette  somme  soit 


x  —  b 
identiquement  égale  à  la  fraction  donnée. 

—  Un  triangle  rectangle  en  A.  dont  les  côtés  b.  c  sont  donnés,  tourne  autour 
d'un  axe  fixe  \V  mené  dans  son  plan  par  le  sommet  A  de  l'angle  droit.  Cal- 
culer le  volume  engendré  connaissant  l'angle  CAX  =  y.  du  coté  6 avec  l'ave  \\  . 

—  Construire  un  trapèze  is  >sc<  I  •  dont  on  d  »nne  les  deux  hases  b.  b'  et  le  côté 
m.  Conditions  de  possibilité  du  problème.  Calculer  la  hauteur,  un  angle,  une 
diagonale,  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  trapèze. 

—  Soit  l'équation  a-1  +  Aœ2  +  Bx  —  3o  =  o.  Déterminer  les  valeurs  de  A 
et  do  B  de  façon  que  2  et  3  soient  racines  de  l'équation.  Trouver  alors  la  troi- 
sième ra  due. 

—  En  coupant  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  la  base,  on  a  détaché  un 
tronc  dont  le  volume  est  de  42  mètres  cubes.  Calculer  la  hauteur  et  le-  deux 
bases  de  ce  tronc,  sachant  que  la  pyramide  dont  il  faisait  partie  a  une  hauteur 
de  12  mètres  et  un  volume  de  48  mètres  cubes. Supposant  quelabasede  la  py- 
ramide est  un  décagone,  calculer  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

—  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  l'expression 

-in  .r  4-  2  co    .' 

3  4-  N  5  sin  x 
j  pour  pins  de  facilité,  on  peut  exprimer  sin  x  et  co-  x  eu  fonction  de  tg — •  ) 

—  Par  un  point  A.  situé  sur  la  ligne  des  centres  de  deux  circonféri 

on  mené  des  tangentes  à  ces  circonférences  dont  les  rayons  sont  K  et  r.  <   el 

C  étant  leurs  centres,  on  a  AC  200.  AC  =  3oo  ;  —  =  1,8;  quelle  va- 
leur faut-il  d  mner  a  /•  pour  que  l'angle  des  tangentes  m  (nées  a  l'une  des  cir- 
conférences soil  le  triple  de  l'angle  des  tangentes  menées  a  l'autre? 

—  Lu  triangle  ABC,  dont  "n  connaît  le-  trois  côtés,  tourne  autour  d'un  axe 
situe  dan-  son  plan  et  passant  par  le  sommet  A  ;  calculer  :  lu  l'angle  se  que  doit 
faire  le  côté  AC  avec  l'axe  p  >ur  que  1 1  surface  engendrée  p  ir  Al:  -m  équiva- 
lente à  la    01!' engendrée  parBC;   -    les  surf ?  engendrées  par  les 

du  triangle. 
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—  Calculer  l'aire  d'un  quadrilatère  ABCD  en  fonction  des  diagonales  AC  =  x. 
BD  =  y.  et  de  l'un  des  angles  qu'elles  forment,  a  ;  valeur  de  a  pour  laquell 
l'aire  est  maxima  quand  as  et  y  sont  données  ;  valeur  de  x  et  de  y  pour  lesquelles 
l'aire  est  maxima  quand  on  donne  a  et  x  +  y  =  a.  ou  x2  +  y2   =  b2. 

—  Dans  un  demi-cerele  CMC  de  rayon  R.  on  donne  les  angles  AOC  =  a, 
BOC  =  p  que  font  deux  rayons  01  et  OB  avec  le  diamètre  CC  ;  calculer  le 
volume  engendré  par  le  segment  AMB  dans  une  révolution  autour  de  CC. 

—  On  donne  dans  un  quadrilatère  les  angles  et  deux  cotés  opposés;  déter- 
miner les  deux  autres  côtés. 

—  On  donne  dans  un  tron  •  de  pyramide  triangulaire  régulière  le  volume  Y. 
la  hauteur  h.  le  côté  a  de  l'une  des  bases;  on  demande  le  côté  x  de  l'autre  base. 
Interpréter  la  solution  négative. 

—  Résoudre  l'équation 

36.97  —  27  cos  x  =  5o  sin  x. 

—  Étant  donné  dans  un  triangle  a.  B.  et  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit, 
construire  géométriquement  et  résoudre  par  la  trigonométrie  le  triangle. 

—  Les  tangentes  communes  extérieures  à  deux  circonférences  forment  un 
angle  a;  les  tangentes  intérieures  forment  un  angle  (3.  La  distance  des  centres 
est  d.  Déterminer  les  points  où  La  ligne  des  centres  est  coupée  par  ces  tangentes, 
ainsi  que  les  rayons  des  deux  circonférences. 

—  La  base  inférieure  d'un  tronc  de  pyramide  régulière  à  bases  parallèles  est 
un  triangle  équilatéral  dont  le  côté  a  est  donné.  Calculer  le  côté  de  la  base 
supérieure,  sachant  que  le  volume  du  tronc  de  pyramide  est  égal  au  volume  du 
prisme  dont  la  base  est  la  base  inférieure  du  tronc,  et  dont  la  hauteur  est  la 
moitié  de  celle  du  tronc. 

—  Calculer  les  éléments  inconnus  d'un  triangle  rectangle  dont  on  donne  la 
surface  et  l'hypoténuse. 

—  Inscrire  dans  une  circonférence  de  rayon  R  un  triangle  ABC  tel  que  le 
côté  BC  ait  une  longueur  donnée,  et  que  l'angle  B  soit  le  triple  de  l'angle  C. 
Calculer  les  angles  A.  B  et  le  rayon  ?'  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle   ABC 

—  Etant  données  l'hypoténuse  BC  =  a  d'un  triangle  rectangle,  et  la  hauteur 
AD  =  h.  1°  calculer  le  petit  côté  AB  de  l'angle  droit;  2u  h  étant  la  moitié 
du  côté  du  décagone  régulier  inscril  dans  la  même  circonférence  que  le 
triangle  ABC.  appliquer  la  formule  trouvée  pour  ÂB  au  calcul  du  côté  du 
polygone  inscrit  de  vingl  côtés. 

—  Etant  donné  un  triangle  ABC,  construire  un  trapèze  dans  lequel  AB  soit 
l'un  des  côtés  non  parallèles,  el  C  le  milieu  du  côté  opposé;  calculer  la  sur- 
face o!n  trapèze  connaissant  a,  b,  c. 

—  Les  côtés  d'un  triangle  isoscèle  sont  donnés;  onélèveau  centre  du  cercle 
circonscrit  une  perpendiculaire  de  longueur  h  au  plan  du  triangle;  calculer 
h  surface  totale  de  la  pyramide  ayant  pour  base  ce  triangle  el  pour  sommet 
l'extrémité  de  la  perpendiculaire. 

—  Démontrer  q leux  quadrilatères  sonl  semblables  lorsqu'ils  onl  deux 

rôiés  proportionnels  adjacents  à  trois  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

—  Calculer  les  angles  el  le  troisième  côté  d'un  tria  igle  dont  on  donne  La 
surface  el  deux  côtés.  Discussion. 

—  Par  Le  somme)  \  d'un  Losange  on  élève  une  perpendiculaire  à  son  plan. 
el  L'on  joint  l'extrémité  S  de  cette  perpendiculaire  aux  trois  autres  sommets  du 
Losange.  On  forme  ainsi  ut\>-  pyramide  donl  on  demande  les  faces,  connaissant 
son  volume,  la  surface  s  du  losange  el  son  côté  a. 
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CLERMONT-FERRÀND 

—  Calculer  le  volume  commun  à  deux  sphères  qui  se  coupent,  connaissant 
leur-:  rayons  R  el  R' et  la  distance  d  de  leurs  centres.  Application  :  R  =  4; 
R'  =  3;d  =  3. 

—  Le  périmètre  d'un  triangle  est  400  mètres,  les  angles  A  et  B  sont  égaux 
respectivement  à  58'  27'  i5'  et  49°  56'  38'.  Calculer  les  côtés,  la  surface  et  le 
rayon  du  cercle  inscrit. 

—  Trouver  la  surface  commune  à  deux  cercles  qui  se  coupent,  connaissant 
leurs  rayons  et  la  distance  des  centres.  Application  :  R  =  7;  R  =  12  ;  d  =  i5. 

—  Résoudre  l'équation 

1      .  ,  1  1      . 

—  sin-  xeosx  -i — -  1  —  eosx,'  -\ sin- x  [1  —  cos#)  =  c. 

3  -.  2 

—  Déterminer  K  dans  l'équation 

bx2  —  4X  +  K.  =  o 
de  façon  que  le  premier  membre  soit  : 
1°  La  somme  de  deux  carrés; 
2°  La  différence  de  deux  carrés. 


GAEN 


—  Résoudre  un  triangle  rectangle,  sachant  qu'un  des  côtés  de  l'angle  droit 
gai  à  543m.  924.  et  que  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  est  de 

90™. 654. 

—  On  lance  une  pierre  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale  de  5o  mètres 
par  seconde;  trois  secondes  après  on  lance  une  autre  piene  qui  suit  la  même 
verticale  que  la  première.  On  demande  à  quelle  hauteur  elles  se  rencontrent. 

—  Transformer  en  un  polynôme  entier  en  a.  b.  c.  d  l'expression 

<r      "  b' 

(a  —  b     a  —  <    [a  —  d  b  —  a     b  —  c     b  —  (/ 

(!■ 


—  b 


NOTE 

SUR  UN  TOINT  DE  LA  DISCUSSION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER   DEGUÊ 
A    TROIS    INCONNUES 
Par  M.  «f .    Bourrct. 


Lorsqu'on  résout  un  système  de  truis  équations  du  premier 
degré  à  trois  inconnues 

U  —  o         Y    =  o         l'    =  o 
de  la  forme  ax  -f-  bij  -f-  cz  -f-  d  =  o,  on  trouve 
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N' 

17 

c 

c 

c" 


a       b 
en  posant  D  =     a'      &' 

a'     &" 

les  numérateurs  se  formant  en  remplaçant  dans  D  les  coeffi- 
cients de  l'inconnue  que  l'on  cherche  par  la  lettre  d. 

Il  s'agit  de  faire  voir  que  si  on  a  en  même  temps  D  =  o. 
N  =  o,  on  peut  en  conclure  que  N'  =  N'  =  o,  à  condition  que 
les  trois  déterminants  mineurs  de  D  qui  entrent  dans  X  ne  soient 
pas  nuls  à  la  fois. 

1°  Si  tous  les  déterminants  mineurs  du  déterminant  D 
étaient  nuls,  le  théorème  serait  évident. 

2°  Si  tous   les  déterminants  mineurs   de  D  ne  sont  pas 

i         •.  -«  b'  c '  I   >        -     • 

nuls,  soit  S=      ..,    ■,  \   '      o,  o    étant   un  des    mineurs    qui 

B    C    |    s  l 

entrent  dans  N. 

Formons  le  déterminant  : 

ax  -f-  bj  -\-  cz  -\-  d,  b,  c 
a'x  -{-  &'*/  +  c'z  -f-  d',  6',  c' 
a"x  -j-  b'y  =  c'z  -f-  d',  &",  c" 
il  se  réduit,  quels  que  soient  x,  y,  z.  à 

d   b   c 
N  =      d    b'  c 
d"  b"  c"  , 

puisque  D  =  o,  si  l'on  applique  les  règles  de  la  décomposi- 
tion d'un  déterminant  en  somme  d'autres  déterminants. 

Mais,  pour  les  valeurs  particulières  de  x,  y,  z  qui  satisfont 
aux  deux  équations  D'  =  o     U"  =  o  (et  il  y  en  a  une  infi- 
nité, puisque  o  est  différent  de  zéro  et  qu'on  peut  tirer  y  et 
z  en  fonction  de  x),  ce  même  déterminant  se  réduit  à  : 
U  b    c 


o   //  c 


U 


m 


donc  :  tJ8  =N  =  o 

et  comme  8  n'est  pas  nul,  U  =  o.  Donc  dans  ce  cas  le  sys- 
tème des  trois  équations  est  tel  que  toute  solution  du  >\  stème 
U' =  o     L"  =  o    satisfait   à    Y  =   o.    Donc,   en    d'autres 
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termes,  le  système  des  équations  se  réduit  à  deux  d'où  l'on 
peut  tirer  y  et  z  en  fonctions  linéaires  de  x. 
Cela  posé,  formons  les  deux  déterminants 


a 

U 

c 

a 

U' 

c 

a 

r 

c 

a 

b 

U 

d 

b' 

U' 

a" 

b" 

U' 

quelles   que  soient  les  valeurs  des  inconnues  x,  y,  g,  ces 
déterminants  se  réduisent  respectivement  à 
N'  N" 

puisque  D  =  o.  D'ailleurs,  pour  les  valeurs  des  inconnues 
qui  rendent     U'  =  o     U"  =  o,     nous   savons  que     17=0, 
d'après    ce  qui   précède.   Donc   ces   déterminants  ont  alors 
chacun  une  colonne  nulle,  donc  ils  sont  nuls  ;  donc 
N'  =  o  N"  =  o  ; 

c.  q.  f.  d. 
Le  théorème  s'étend  sans  peine,  avec  la  même  démons- 
tration ,    à    un    nombre    quelconque    d'équations    à    autant 
d'inconnues.  Soit,  par  exemple,  quatre  équations  à  quatre 
inconnues  : 

U  =  o,  U'  =  o,  U"  =  o,  U'"  =  o, 
de  la  forme  ax  -(-  by  -|-  cz  -f-  (//  -\-  k  =  o.  Soit  D  le  détermi- 
nant des  seize  coefficients  a,  6,  c,  d,  a,  b',  etc.,  et  N,  N', 
N",  N*  les  déterminants  qu'on  déduit  de  D  en  remplaçant 
successivement  les  coefficients  d'une  inconnue  par  le  terme 
tout  connu  k.  Admettons  que 

D  =  o,         N  ==  o, 
il  faut  démontrer  qu'on  a  aussi  IN"  =  N*  =  X    =  o. 

1°  Si  tous  les  déterminants  mineurs  de  D  sont  nuls,  le 
théorème  est  évident. 

2°  Si  tous  les  déterminants  mineurs  de  D  ne  sont  pas  nuls, 

b'    c'   d 
soit  8  =      b"  c"  d" 

b"  c'  d'" 

g  étant  toujours  un  des  mineurs  de  D  qui  entrent  dans  X 
par  exemple. 

Formons  le  déterminant  : 


?o, 


il  4  — 


Il  se  réduit  à 


N  = 


u 

b 

c    cl 

U' 

U 

c    d' 

U' 

b" 

c"  d" 

r 

b" 

c"  d'" 

k 

b 

c       d 

k' 

b' 

c    d: 

k' 

b" 

c"     d" 

k" 

b'" 

c'"     d" 

=  o, 


quelles  que  soient  les  valeurs  se,  y,  z,  t.  Mais  pour  les  valeurs 
de  x,  y,  z,  t,  qui  satisfont  aux  trois  équations  U'  =  o  U"  =o 
U"  =  o  (et  il  y  en  a  une  infinité  puisque,  3  étant  différent 
de  zéro,  on  peut  tirer  y,  g,  t  en  x),  ce  même  déterminant  de- 


vient 


U 

b 

c 

d 

o 

b' 

c 

d' 

o 

b' 

c 

d' 

o 

b'" 

c" 

d" 

ou  Uo; 


donc  Uo  =  o,  donc  U  =  o.  Donc  toutes  les  valeurs  des  in- 
connues qui  satisfont  aux  trois  équations  U'  =  o,  U'  =  o, 
TJ"  =  o  satisfont  aussi  à  l'équation  U  =  o.  Donc  le  système 
se  réduit  aux  équations  U'  =  o,  XF=  o,  U"  =  o  qui  four- 
nissent y,  z,  t  en  fonctions  linéaires  de  x. 
Cela  posé,  formons  les  déterminants  : 

n    U    c    d  a    b    Y    d  a    b    c    U 

a'  U'  c    d'  a    b'  U'  d'  a    b'  c'  U' 

n"  V  c"  d'  a   b"  D*  d"  •  a"  b"  c    U" 

a"  U"  c"  d"  d"  b"  U'  d"  a    b'"  c"  U" 

Ces  déterminants  se  réduisent  respectivement,  quelles  que 

soient  les  valeurs  de  x,  y,  a,  t,  à 

N'        N"        N'" 
puisque  D  =  o.  D'ailleurs  ces  mômes  déterminants  prennent 
une  colonne  nulle  pour  toules  les  valeurs  de  x,  y,  z,  t  qui 
satisfont  aux  équations  U'  =  o,  U"  =  o,  U'"  =  o,  puisqu'alors 
U  =  o.  Donc  enfin  : 

N'  =  N"  =  ir=o;  c.  q.  f.  d. 

Les  démonstrations  que  nous  venons  de  donner  nous 
paraissent  simples  et  plus  directes  peut-être  que  celle  de 
M.  Boquel  (p.  213  du  Journal).  On  voit  qu'elles  résultent  du 
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mode  ingénieux  de  discussion  que  M.  Rouché  a  indiqué 
pour  la  discussion  d'un  système  de  n  équations  à  n  incon- 
nues. 

(Y.    mon    Traité   d'Algèbre    élémentaire.  Delagrave ,  1880 , 

P.  m.) 


CONCOURS  D'AGREGATION  1871) 

Solution  par  M.  Henry,  professeur  au  Lycée  d'Angers. 


On  donne  vn  hyperbolo'ide  à  une  nappe  ci  va  point  A.  On 
considère  un  paraboloide  circonscrit  à  V hyperbolo'ide  et  tel  que 
le  plan  P  de  la  courbe  de  contact  passe  par  le  point  A.  Soit  M 
le  point  d'intersection  de  ce  paraboloide  arec  celui  de  ses  dia- 
mètres qui  passe  par  le  point  A;  soit  Q  le  point  de  rencontre  du 
plan  P  avec  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  pôle  du  plan  P, 
par  rapport  à  l'hyperboloide. 

Le  plan  P  tournant  autour   du  point  A,  on  demande  : 

1°  Le  lieu  du  point  M  ; 

2°  Le  lieu  du  point  Q;  ce  second  lieu  est  une  surface  du  second 
degré  S  que  l'on  discutera  en  faisant  varier  la  position  du  point 
A  du ix  l'espace; 

3°  Le  lieu  des  /  it  ons  que  doit  occuper  le  point  A.  pour  que 
la  surface  S  soit  de  révolution. 

Première  partie.  —  Rapportons  l'hyperboloïde  à  ses  plans 
principaux,  et  soient  x0,  y0,  z0  les  coordonnées  du  point  A, 
xlt  yt,  :t  celles  du  pôle  du  plan  P  par  rapport  à  l'hyperbo- 
loïde. L'équation  de  l'hyperboloïde  sera 


rr-1  1/2  -2 

n1         ir         <- 


celle  du  plan  P 


'•'.    +  JMl !ÎL.  _  x  =  o. 


a-  b'1  c'1 

Le  plan  P  passant  par  le  point  A  (.r„,  y01  zl}),   on   aura  la 
relation  de  condition 


—   i=o, 


o. 
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et  l'équation  du  plan  P  pourra  s'écrire 

(x  —  xù)xl  (y  —  j/„ij/t (z  -    z^z, 

a"-  ~*~  If-  ~  c2 

L'équation  générale  des  surfaces  circonscrites  à  l'hyper- 
boloïde  donné  le  long  de  son  intersection  avec  le  plan  P  est 
x-  y2  z- 

li2    +  ~P  c7  _ 

,   ^  (x—  x0)xr     ,      (if  —  yjih  (z  —    z^z,  -p 

+  1         tf  '  b5  ?         J    ~ 

Pour  que  cette  équation  représente  un  paraboloïde,  nous 
allons  déterminer  X  de  telle  sorte  que  le  diamètre  conjugué 
du  plan  P,  qui  passe  par  le  pôle  (x±,  yt,  Zj)  de  ce  plan, 
coupe  la  surface  en  un  point  rejeté  à  l'infini.  Or  ce  diamètre, 
étant  aussi  diamètre  de  l'hyperboloïde,  passe  par  l'origine, 
qui  est  le  centre  de  l'hyperboloïde,    et   a   par   suite   pour 

x  y  z 

équations  =  — —  =  -7—. 

•'1  Ut  zi 

_  x  y  s 

Or,  en  posant     —  =  -1—  =  —  =  p, 
ac,  y ,  z, 

l'équation  qui  donne  les  p  du  point  de  rencontre  de  la  surface 
et  de  son  diamètre  est  : 

Kir  +  "F-  -  -*-) p     l  +  x  LV*"  +  ~iF~  — > 

{  octx0  //,//0  *i*o  M" 

-{.—+—> — — )J=°- 

Le  coefficient  du  terme  en  p2  doit  être  nul.  Or,  il  a  pour 
valeur 

x*       H'1       zs   1  i  r  -ri2    1  _yi*       *i!  T 
—  +  —  -  —  +  '  L"  +  —  ~  —  J 

et  — l- 1 — — — — -  n'est  pas  nul;  car,  dans  l'équation 

a-  c-  c2 

précédente,  les  deux  valeurs  de  p  seraient  infinies.  Donc  on  a 

1 


a2  b2  c2 


L'équation  des  paraboloïdes  considérés  est  donc 
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a?    ■    y*  _  £___ | r(ag— acpte, 

«2      ""    62  c2        Z        ay^        j/^        ^_  L         a* 

+    <!L^^  _    1—<*T=  o.  (1) 

b-  C2  J 

Le  diamètre  passant  par  le  point  A  (x0,  y0,  s0)  a  pour 
équations        °°~  X"    =    ll  —  //o  =    *  ~  J°  (2) 

Le  lieu  du  point  M  s'obtiendra  par  l'élimination  des  rapports 
,  -2—  entre  les  équations  (1)  et  (2),  élimination  qui  se 

Z,  "j 

fera  en  remplaçant  dans  l'équation  (1),  homogène  par  rapport 
aux  quantités  xit  ylt  z4,  ces  quantités  par  les  quantités 
proportionnelles  (x  —  x0),  (y  —  y0),  z  —  z0).  On  a  ainsi 
pour  équation  du  premier  lieu  demandé 


as2  )/2  z*  r 


(x-  — a?0)2         (y  —  y0) 


6a  '  &a 

(«  -  *o)s 


ou  bien  en  simplifiant 


a2  &2         c2  /        \  a2         //-  c-  / 

Le  lieu  du  point  M  est  donc   un  plan  parallèle   au  plan 

polaire  du  point  donné  par  rapport  à  l'hypcrboloïde. 

Deuxième  partie.  —  Les  coordonnées   d'un  point  M  sont 

déterminées  par  les  trois  équations 

I  xx0     j    yy0         "^o\      (  JV    |     j/o  z  '  \        /o> 

et  ac  — oîq    _    y  —  >/o    _    -  —  -o  ^  m 

et  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  Q  sont  déterminées  par 
les  trois  équations 

x  -  -•  =  Y  -  ■"  =  JLr_L.        (4) 

Xom  Y//,  Zs, 

+  -71 7, "  =  °-  (°) 


A2  '  &«  r2 

Le  lieu  demandé  s'obtiendra  en  éliminante,  y,  z,  ce,,  ytl  8t, 
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entre  les  équations  (2J,  (3),  (4),  (o),  et  l'équation  de  condition 
œ^L  +  _Ml i£i_  _  !  _.  0.  (6) 


a2  fr2  c 

Pour  faire  cette  élimination,  posons 

x  —  x0  y  —  y0  z 


xt  yt  z, 

X  —  x  Y  —   ?/  Z   —  z, 


On  tire  de  là 

oC    —    £Cq    — "j —    ZX^  -A.  t/7    —    'J-(  JC    *^1/ 

y  —  Vo   +  pyi  Y  ;-  y  =  :j.(y  —  y,) 

z   =  -0    -f  p*  Z  -  z  =  a(Z  -  z). 

Portant  dans  les  trois  dernières  les  valeurs    de   x,   y, 
tœées  des  trois  premières,  on  a  : 

X  —  X0  —   ç,X\   =   [J.X0    -["   0'J.Xi  —  \xXi 


d'où 

X  —  .r0  —  <j.x0  _     Y  —  y0  —  u.//0 

xi  —  :  iji  —  : 

yy  —   <j.  -p   p  ca  —   [A   -f-   p 


■°0 


?:■'■  —  y-  +  ? 

Si  maintenant  dans  l'équation  (3)  on  remplace  x,    y,    s, 
par  leurs  valeurs  .r0  -\-  pxlt     y0  ~\-  p«/l5     z0  -j-  p st,  on  a 
J  (,r0   +    c.rj.rp  (//o  +  r!/i)!/o     _     (g0  +  F*i)*o  1 

2L  a2  "*"  6a  c2  j 


--^-  + 


ou  bien 

?/2  B*o  ,       /a 


i  =  o. 


a8  62  c2  •    \     a8  b-  c- 

=  o. 

D'où  l'on  tire,  en  tenant  compte    de    L'équation    de  con- 
dition (G)  : 

'  I"  œ«o         /r„  3-„  H 

^  =  -tL— +  - — r-  'J 

Posons  maintenant  les  valeurs  de  xu  y1?  Zi}  dans  l'équa- 
tion (6).  il  viendra: 
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^-(X  -œ0-  ,*0)  +  -f^(Y  _  y,  _  ,y^ 
tHZ  —  -o  —  f*a0)  —  pf»  +  y-  —  ?  =  o, 


c 
ou  bien 


!K*—-)+y(T-*)--Mz-*.) 

35  °  I  ^  °  0     1  I 


a2  //-  c2 

Ou  bien,  en  remplaçant  c  par  sa  valeur, 

-"(■£-  +  -&—  4-)+-r(y-+^— ■ £— ) 

+  •*  +  —(—  +  — — ? — ■  ; = °- 

Ou  enfin  : 

mx--)+f(T-4-^-.)] 

+\~  +  -^ — — -■) 

-<v^-+— -—  -  «)  =  o   (0 

Retranchons  maintenant  les  équations  (S)  et  (6)  membre  à 
membre,  et  remplaçons  dans  le  résultat  ./•,.  yti  s,  par  leurs 

X  —  X0  —  \J.-rt 

valeurs  . . .  ce,  = ! 

PJ*  —  y-  +  .= 
Il  viendra  : 

— — —  I  X  —  xfl   —  [xOJo)  H ^-^-    !  Y    —    yQ  —    ay0)  — 

Z  -  ;..      ,, 

i/>  —  sfl  —  |*js0;  =  o  ; 


r- 

ou  bien 


(V  —  .'/..'.'/..  (Z  —  :      : 


r- 


-4- 


a- 


+    » ? J  =  0- 


(8) 
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On  aura  la  surface  S  eu  éliminant  <j.  entre  les  équations 
(7)  et  (8),  ce  qui  donne 

pao  .   y\      *8o       \  /(X-Q2    (Y-^/q)2    (z— g0) 

\  a2    ~^    b-  c-  )  \       a2       ^       b-  c- 

r  iX  —  x0)xQ  (Y  —  y0)y0  (Z  —  z-0)z0  "]2 


a2  '  &2  c2  J 

œ20    ,    j/2o        -%        .  \  r  (x  —  ^o)^o    ,  (Y  —  yo)y0 


(  x  o       I       //"n  g~o  \  T 

\  a2    "^    62  c2  /L 

(Z  —  «0)*0  T 
* J=°- 

Ou  bien,  en  transportant  l'origine  au  point  (œ0,  y0,  z0)  : 

(S)    (-^  +  4  +  ^-0(f  +  V  +  §)-2 

^ r  Xx0         Y//»         Zg0-|a  _  /  œ2^       jA_  _  _£%_  _     \ 
2L    a2     i_     62  c2  J        \  a2    "^    &2    '        c2  / 

x[^+^--^]=0. 
Si  le  point  A  est  donné  sur  l'hyperboloïde,  le  lieu  demandé 

se  réduit  à  deux  plans  confondus  avec  le  plan  — ~  -j — 

a'-  c- 

—  =  o.  Sinon,  le  cône  asymptote  de  la  surface  a  pour 


c 

équation 

Yy0         Zafl 

=  o. 


62  c2 

C'est  un  cône  tangent  au  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde 

,    ,  ,,.  ,  >••'■" 

donne  le  long  de  ses  génératrices  d  intersection  avec  — j- 

-] — — —  =  o,  intérieur  à  ce  cône  asymptote   si   le 

//-  c2 

point  A  (.>■„,  //„,  s0)  est  intérieur  à  l'hyperboloïde  donné;  exté- 
rieur dans  le  cas  contraire.  Ce  cône  esl  évidemment  toujours 
réel.  Il  ne  se  réduit  pas  à  deux  plans.  E;i  effet,  si  on  le 
coupe  par  le  plan  Z  =  c,  l'intersection  se  projette  sur  le 
plan  tics  xy  suivant  la  courbe 
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Y.yo 


^y=0.  (9) 


62 
Les  équations  du  centre  sont 

(10) 
(x\  __y\       %\         \  /Xœj    ,    Y,Vo        Jo\       _ 

\eP  ~  bs        c2  /  \o'  ft1  c  / 

Multipliant  la  première  par  î/0,  la  seconde  par  x0  et  retran- 
chant membre  à  membre,  on  en  tire 
//„X  —  x0Y  =  o. 

D'où  Y  =  -£Î — .  Portant  cette  valeur  de  Y  dans  la  pre- 

mière  des  équations  (10),  on  a 

-■'  n~» 


X  ac 


Xo    ,     y 


b*       '       c 

2VoZ0 


i"4r-+" 


Y 

et  par  suite  — y— 


6       •'__!_  y*° 


a-      '       6"      '       c2       ' 
Substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (9),  il  vient,  en  multipliant  par 

(-£-+-£-  +  -£-  +  ')' 

/   X\        ,     J^_  J^  \  ["_2£n_  /  2ÙL.    _i_       •,/2"    \ 

\  a"-     ^     b*  c'  Jl   c*     \    a*       '       tr    ) 

-(3- +  *■)'- (■*+•)! 

Or  en  divisant  par  —±  +  ~ -^ r ,  qui  n'est  pas  nul 


—  m  — 

c  esl-a-dire     — H — -, ■ i    . 

\  a2  b2  cs  / 

Cette  quantité  n'est  pas  nulle.  L'équation  (9)  n'est  pas 
satisfaite  par  les  coordonnées  du  centre.  Donc  la  courbe 
qu'elle  représente  ne  se  réduit  pas  à  deux  droites. 

Le  cône  asymptote  ne  se  réduisant  jamais  à  deux  plans, 
la  surface  S  est  l'un  des  deux  hyperboloïdes  ou  un  cône. 
Le  plan  tangent  à  l'origine  le  coupe  suivant  deux  droites 
représentées  par  les  deux  équations 

a-      '      b2  cr~  °     ~~^2_  +     b2  W  ~   °' 

De  la  seconde  on  tire 

c  s„    \    a2  b'1 

Portant  dans  la  première  et  réduisant,  il  vient  : 
X2   /  z\  x*Q\        Ya    /  z-\         y\\       2XY  ./•„//„ 


a2    \  c2  a2  J^    b2    \ 


b2  J         ab      ah 


Du  signe  de  la  quantité 


(ï'ir  \  c2  a2  J  \   c2  62 

dépend  la  réalité  des  droites  d  intersection  de  la  surface  et 
de  son  plan  tangent. 
Si  l'on  développe  la  parenthèse  et  que,  après  réductions, 

on  divise  par  — ■£-  qui  est  positif,  cette  quantité  devient 

a2       '       b2  b2    ' 

Si  le  point  A  est  intérieur  au  cône  asymptote  de  l'hyper- 
boloïde  donné,  cette  quantité  est  négative.  Les  deux  droites 
sont  imaginaires  :  S  est  un  hypcrboloïde  à  deux  nappes. 

Si  au  contraire  le  point  A  est  extérieur  au  cône  asymptote 
dcl'hyperboloïde,  cette  quantité  est  positive,  les  deux  droites 
sont  réelles  et  distinctes,  et  la  surface  est  un  hypcrboloïde 
à  une  nappe.  Si  A  est  sur  le  cône,  la  surface  S  est  un  cône, 
son  intersection  avec  le  plan  langent  se  composant  de  deux 
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droites  confondues.  Si  le  point  A  est  dans  le  plan  des  xy, 

c'est-à-dire  si  z-0  est  nul,  la  surface  est  encore  un  hyperbo- 

loïde  à  deux  nappes.  Car  les  deux  droites  d'intersection  du 

cône 

X2     .     Y*  Z*  ,   i       ,        X;r0  Yv0 

f-  — — =  o        et  du  plan -\ 22  =  0 

a*-    ~   6"  c2  *  a-       '       b- 

sont  évidemment  réelles. 

Résumé  de  la  discussion  : 

A  est  intérieur  au  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde  donné. 

S  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

A  est  sur  ce  cône  asymptote. 

S  est  un  cône. 

A  est  extérieur  à  ce  cône  asymptote. 

S  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

A  est  sur  l'hyperboloïde  donné. 

S  se  compose  de  deux  plans  confondus. 

Troisième  partie.  —  Conditions  de  révolution.   L'équation 

de  la  surface  S  développée  est 

X-  r  y\         =•-„        x\    _  H     Y'rx'o       f       fis.  _  1 

ô»  L   b*  c*  a*        ly     b*l  a"         b*        c"        'J 

'A1     [   •'•f'n      ■      y3,,      ■       ^%  ]     ■       3»/„r„       VZ 

c-    L   a8      '      Ir    "^     c-  'J  "*"       6c         6c 

2X0;0     XZ  ./•„//„     XY 

ac  '■'■  ah 

Supposons  d'abord  qu'aucun  rectangle  n'ait  un  coefficient 
nul.  On  devra  avoir: 

i  ry2o     *'o     g'o      ~i  .  &  _  i  p'o  _'^ji_i^"]_L^l 

«-L  bs        c-         os         J  ■"  a4        6*1  a*         6"        t-J   '    b> 
i    f  CD»fl  „*-„  3»0  -j         3J 

Ou  bien  : 


--la— +  — -  l\ 

Ou  enfin,  en  égalant  successivement  les   deux  premières 
quantités  à  la  troisième  : 
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a'c1        \  az  c2  /  b2  a2c2         \  a2     '     c- 

i  i 


V  /,2      '      r*  j     a»     "^    fe*«» 


=  o 


62     '     c2  /    a2  62c2         62c2  \  b2     '     c2 

Le  lieu  demandé  est  l'intersection  des  deux  hyperboloïdes 
à  une  nappe  représentés  par  les  deux  équations  précédentes. 
Leur  intersection  se  projette  sur  le  plan  des  xxj  suivant  la 
courbe  ayant  pour  équation 


x1 


r_j i LJ  i  J^_  r_i_  j ! L] 

L  62c2  a-b-         a2c-  J    '     b2   L  a-b-     •"    b2c2        a%&  J 


+ 


b'2c2  flV 

laquelle  ne  se  réduit  pas  à  deux  droites,  à  moins  que  l'hy- 
perboloïde donné  ne  soit  de  révolution.  Le  lieu  est  donc  en 
général  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  qui  se  décom- 
pose en  deux  hyperboles  égales  et  également  inclinées  sur  les 
plans  Z0cc,  Z0y,  quand  l'hyperboloïde  donné  est  de  révolution. 
Admettons  maintenant  que  le  coefficient  de  l'un  des 
termes  rectangles  soit  nul.  Supposons  par  exemple  x0  =  o. 
Le  point  A  est  dans  l'un  des  plans  principaux  de  l'hyper- 
boloïde donné.  Deux  rectangles  sont  alors  nuls;  et  l'on  doit 
avoir  : 

(        ir        \    62         '         C2         '  J  «<     \    lr  C*  h 

■   /  y\    ,    ":         \        »   /  y\        «\ 


c2    \  b2'      '      c2  7  aa    \  lr  c 

_   JJ^JL  ; 

Ce  lieu  est  facile  à  discuter.  Dans  le  cas  où  l'hyperboloïde 
donné  serait  de  révolution,  c'est-à-dire  si  a  =  b,  ce  lieu  se 
décompose  en  deux  droites  confondues  avec  oz-  et  une  courbe 
du  second  degré. 

La  condition  y0  =  o  donnerait  un  résultat  analogue. 

Supposons  maintenant  z0  =  o.  On  devra  avoir  en  outre  : 


<r   \  ^  a*  J  ~    a   \   a-      '      b1 


42S  — 


œ20y2 


X  /  6«l  a-  b*  V  +    ?\  «s     +     ^2 


=  o. 

Cette  équation  se  discuterait  facilement  aussi.  Elle  ne 
donne  pas  deux  droites  et  une  courbe  du  second  degré, 
comme  les  deux  précédentes,  quand  l'hyperboloïde  est  de 
révolution. 


THEOREME  CONCERNANT  UNE  COURBE  ALGEBRIQUE 

Par  M.  Kœniîçs,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure. 


Soient  2p  points  Ai  ,  A(  ...  A,p  dans  un  plan  et  A  leur 
centre  de  gravité. 

Désignons  par  A  une  droite  telle  que  le  produit  des  distances 
des  2p  points  à  cette  droite  soit  constant. 

Cette  condition  imposée  à  la  droite  A  fait  qu'elle  enveloppe 
une  certaine  courbe  S,  c'est-à-dire  qu'elle  est  constamment 
tangente  à  cette  courbe. 

Prenons  des  axes  rectangulaires  quelconques,  et  soit 
y  =  ma.-  -j-  »  l'équation  de  la  droite  A  ;  soient  aussi  (a\,  yt)t 
(x2,  y2)  ...  (x-2P,  y.2p)  les  coordonnées  des  points  Au  A2  . . .  A2/)  ; 
la  distance    du   point  Aj    à   la  droite  A   est  représentée  par 

la  quantité  -^- .  -, 

±  /i  +  5 
de   sorte   qu'en   faisant  le  produit  des    ip  expressions  qui 
représentent   les    distances    des    ip  points  à  la  droite  A,  et 
désignant  par  C  une  constante,  nous  aurons  la  condition  : 
(;/!  —  mx^  —  n)  (//2  —  mxa  —  n)  . . .  (ylp  —  mx%p  —  n)         , 

'  (i  -f  my>       ~  ~ 

Si  nous  nous  donnons  la  quantité  n  (ce  qui  revient  à 
chercher  les  tangentes  à  la  courbe  S  qui  passent  par  un 
point  B  de  l'axe  oy),  nous  avons  une  équation  du  degré  ip 
pour  déterminer  la  direction  des  tangentes.  Comme  les  axes 
sont  quelconques,  le  point  B  est  quelconque,  et'  qui  montre 
que   par  un   point  du  plan  on  peut    toujours    mener   à   la 


—  426  — 

courbe  S,  2p  tangentes.  On  dira  donc  que  la  courbe  S  est 
de  la  classe  2p.  Au  contraire  nous  donner  m,  c'est  chercher 
les  tangentes  à  la  courbe  S  parallèles  à  la  droite  y  =  mx, 
or  ces  tangentes  sont  complètement  déterminées  par  l'or- 
donnée à  l'origine  n,  et  l'équation  est  du  degré  2p  en  n  :  ce 
qui  montre  que  l'on  peut  mener  2/)  tangentes  à  la  courbe  S 
parallèlement  à  une  direction  donnée. 

En  rapprochant  ce  résultat  du  précédent,  on  pourrait  faci- 
lement prévoir  que  la  courbe  S  n'admet  jamais  de  branche 
parabolique.  Mais,  sans  insister  sur  ce  point,  j'arrive  au 
théorème  qui  fait  l'objet  de  cette  note: 

Considérons  les  tangentes  parallèles  à  l'axe  ox  ;  ]a  direction 
de  cet  axe  étant  quelconque,  je  le  répète,  par  rapport  à  la 
courbe  S,  nous  ferons  m  =  o  dans  l'équation  (1)  pour  obtenir 
les  valeurs  des  ordonnées  à  l'origine  de  ces  tangentes  :  nous 
trouvons  ainsi  l'équation  de  degré  2p 

(!h  —  ")(y-2  —  n) . . . (>hp  —  n)  =  C  (2) 

Appelons  %,  n2  ...  n2p  les  racines  de  cette  équation,  les 
2p  tangentes  parallèles  à  ox  auront  pour  équation  y  —  nt  =  o, 
y  —  »,  =  o  .  .  .  ,  y  —  n-2i>  =  o.  Cela  posé,  étant  données 
2p  droites  Als  A2,  \-2p  parallèles,  on  sait  que  si  on  mène  une 
sécante  quelconque  D  les  coupant  aux  points  P15  P.,  ...  P^, 
le  centre  de  gravité  P  de  ces  2p  points  se  meut,  lorsque  D 
varie  arbitrairement,  sur  une  droite  A'  parallèle  aux  droites 
A,,  A...  .  .  .  A2;J.  Cette  droite  A'  aura  ici  pour  équation 

»!    +    »■>   -f     ■     ■     .     +    »,,,      _ 
*  2P 

mais  la  somme  des  racines  de  l'équation  (2)  est  visiblement 

(//1  +  n-2  •  •  •  H-  y*)  ■ 

l'équation  de  la  droite  A'  s'écrit  donc: 

//■+?/,+  ■-  +  ■>/„■   =Q- 

Ceci  montre  qu'elle  passe  par  le  centre  de  gravité  A  des 
points  A,    ...    \2l,  . 

De  là  ce  théorème  : 

Toutes  les  tangentes  à  la  courbe  S  parallèles  à  une  direction 
déterminent  sur  une  sécante  quelconque  menée  par  le  point  fixe 
A,  2p  points  dont  le  point  A  est  précisément  le  centre  de  gravité. 
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On  démontre  du  reste  que  toutes  les  tangentes  à  une  courbe 
parallèles  à  une  direction  touchent  la  courbe  en  des  points 
dont  le  centre  de  gravité  G  est  fixe.  Il  est  bien  évident  que 
ce  centre  de  gravité  doit  se  trouver  sur  la  droite  A',  laquelle 
passe  aussi  par  le  point  fixe  A.;  or  deux  points  déterminent 
une  droite  et  la  droite  A'  peut  avoir  une  direction  quelconque  : 
les  points  A  et  G  coïncident  donc.  De  là  le  théorème  auquel 
je  voulais  arriver  : 

Ayant  mené  à  la  courbe  S  les  2p  tangentes  parallèles  à  une 
direction  arbitraire,  le  centre  de  gravité  des  2p  points  de  contact 
est  le  même  que  celui  des  points  fixes  An  A,   . . .  A2P  . 

Ajoutons  que  les  points  A,,  A2  ...  A2/,  jouent  daus  la 
courbe  S  un  rôle  analogue  aux  foyers  dans  les  coniques  :  et 
de  fait  dans  le  cas  de  p  =  i,  on  a  pour  la  courbe  S  uue 
ponique  dont  At  et  A2  sont  les  foyers  réels,  et  chacun  sait 
que  le  centre  de  la  conique  est  tout  à  la  fois  centre  de  gra- 
vité  des  points  At  et  A2,  et  centre  de  gravité  des  points  de 
contact  de  deux  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée. 


.  DEMONSTRATION  ELEMENTAIRE 
d'une  formule  d'abel 

Par  M.  Arnaud,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Mec. 


La  formule  qu'il  s'agit  de  démontrer  est  la  suivante  : 


m 


(1)      (x  -|-  a)m  =  xm  -| a  (x  +  b) 


.     m  (in  —  i)       .  ...      .      .. 

H a  (a  —  2b)  (x  -f-  2&)m  -  -  +  ... 

.     m  (m  —  i  )  . . .  (m  —  »  +  0      ,  ,  ,  ,  x  ■ 

i  .  2  ...  n 
-f  ma  [a  —  (m  —  i)b]m  -  -  [x  +  (m  —  6)6]  +  "  (a  —  "*''>'"  ~  ' 
Getle  formule  est  facile  à  vérifier  pour  les  premières 
valeurs  de  m.  i.  2,  3....  Pour  en  démontrer  la  généralité, 
il  sufiit  de  prouver  que  si  elle  est  vraie  pour  la  valeur  m  de 
l'exposant,  elle  est  aussi  vraie  pour  la  valeur  m  --  1 1. 
Écrivons  donc  : 
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(2)  (x  +  a)m  +  1  =  xm  +  <  +  •W~<"  '  ■  a  (x  +  6)m 

_|_   (m+  *)"*    a  (a  —  2b)  {x  +  26»  -<  +  . . . 
1    .   2 

(m4-i)m...  (m —  n  +  2) 

4- ! — ! a  (a  —  n&)»  -  <  (œ  +  n6)»»  -  »  +  < 

1.2.../! 

-f  (m  -f-  1)  a  [a  —  mb]m  -  *  (x  -{-  mb)  A-  a  [a  —  (m  -\-  1)  b]m 
Prenons  les  dérivées  des  deux  membres,  il  vient 

(ro-f-  i)(œ  +  a)m=  (m  +  i)xm  -\ '        I',n   a(x  -f-  6)m  -  « 

_|_  J — ~    '    L  a(a  —  2b)  (x-\-2b)m-* 

(m  4-  1  )»i  ...  (m  —  n  -f-  1  )     , 

4-  . .  .  - — ^— ! — -o(a  —  nb)n  ~  <  (œ+n6)"»  -  » 

1   .  2  . . .  n 

-f-  . ..  -f-  (m  +  1)  a  (a  —  ??*&)«  -  *. 

Si  l'on  met  en  évidence  le  facteur  (m  f-  1),  on  voit  que  le 
second  membre  n'est,  d'après  l'hypothèse  de  l'exactitude 
pour  la  valeur  m  de  l'exposant,  autre  chose  que  (m  -f-  0 
(x  -\-  a)m . 

Les  deux  membres  de  l'égalité  (2)  ayant  même  dérivée  ne 
peuvent  différer  que  par  une  constante  G. 

Donc  (3)  (as  +  a)m  +  1   =  xm  +  <  -f-  (m  +  1)  a(x  -\-  b)m 

(m  4-  1  )  m  , ,   ,      . 

4-  -i ! £ ma  —  2b)  {x  +  2b)m  -  ' 

1    .   2 

+  . . .  4-  (m  4-  1)  a  (a  —  /n6)"<  -  <  (os  +  w&) 
-}_  (,  [a  —  un  4-  1  )&]•>•  4-  G. 

Il  faut  montrer  que  cette    quantité   constante  C  est  nulle. 

Or  la  formule  (3)  étant  vraie,  quoi  que  soit  x,  est  vraie 
pour  x  =  —  (m  -f-  1  )b.  Alors  les  équations  (  1)  cl  3  deviennent 

a  —  (m  +1)6  '"  =  (—  1)'"    {m  4"  1  )'"  &m <*bm  ~  * 


m 


J (ro  —  1  )■"  -  '  a  (a  —  26)  6'"  -  - 


m  (m  —  1 1 


1  m 


-  n  tu  —  36)"  bm  -  s  4-  ...  1; 


1.2.3 

[</  -(i»4  i  )  b]m  +  <  =  (—  i)m  +  '[(m  --  1  )"'  +  «  br> 
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L  i!L±_L  mm  ab,n  H-(m+l)W  (m  -  i  )'»  -  *  a  (a  —  2b)  b*  +  • 

1  1.2 

. . .  +  (m  +  i)a(a  —  m6)m--  1  6  -f-  a  [a  —  (m  -f  i)6]M  +  G 
multiplions  la  première  équation  par  (m  -f-  1)  b  et  ajoutons 
le  résultat  à  la  deuxième;  comme  ( —  i)m  et( —  i)m  +  <  sont 
de  signes  différents,  tous  les  termes  des  deuxièmes  membres 
se  détruisent,  sauf  a  (a  —  (m  -f-  1)  &)m  et  C;  il  vient  donc 
(m  -f  1)  &  [a  —  (m  +  i)  &]'"  -f  [a  —  (m  +  1)  &]"1  +  1 
=  a  [a  —  (m  -f  1  )  6]™  +  C  ; 
d'où  a[a  —  (m  -f-  1)  &}»  =  a  (a  —  (ro  -f-  1)  b)m  +  G; 
ou  bien  G  =  o. 

Donc  la  formule  est  générale. 

Si   dans  cette    formule   on  fait  b  =  o,  on  retombe  sur  la 
formule  du  binôme. 
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mathématiques  ; 
James-Alfred  Ewing,  Mécanique  appliquée; 
Thomas  Mendenhald,  Physique  expérimentale  ; 
Iw.vwo  [mai,  Métallurgie  ; 
K.ENJIRO    ÏAMAGAWA,    Physique; 

Charles  Whitman,  Zoologie  et  physiologie; 

David  Bbacns,  Géologie,  minéralogie,  paléontologie; 
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Un  professeur  extraordinaire  : 
Keisuke  Ito.  Botanique  ; 

Un  lecteur  : 
John  Smedlet,  Architecture  ; 

Trois  professeurs  assistants  : 
Momtaro  Koga,  Physique; 
Giro  Yamaoka,  Chimie; 
Atato  Taga,  Machines. 

Le  nombre  des  élèves  qui  fréquentent  les  divers  cours  est  donné  par  le 
tableau  suivant  : 

Chimie 18 

Mathématiques,  physique  et  astronomie 4 

Biologie 4 

Science  de  l'ingénieur 20 

Géologie,  mines 27 

Première  année  de  science.; 42 

Physique  (cours  en  français] 9 


Questions  d'examens  données  à  l'Université  de  Tokio  (Japon),  pendant 
Vannée  classique  2539-40  (1879-1880). 

Calcul  infinitésimal. 

—  Trouver  les  conditions  pour   qu'une   fonction   d'une  seule   variable  soit 
maxima  ou  minima.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 

u  =  m  sin  [x  —  a)  cos  x. 

—  Déterminer  les  dimensions  du  cylindre  de  moindre  surface  et  de  volume 
donné. 

Prouver  que  si  y3  +  J"  —  3axy  =  o. 

la  fonction  y  est  maxima  lorsque  x =a3y2  et  minima  quand  x  =  o. 

—  Trouver  la  valeur  maximum  de 

u  =  al  +  bm  -\-cn, 
I.  m.  n  étant  liés  par  l'équation 

l-  -'r  //<-  +  n-  =  i. 

—  Une  courbe  a  pour  équation  y:n  =  am  ~  l.r. 

Trouver  l'équation  de  la  tangente  au  point  (<b,  y),  la  longueur  delà  sous-tangente, 
de  la  sous-normale  et  celle  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la 
tangente. 

—  Donner  une  méthode  pour  trouver  les  asymptotes  à  une  courbe  donnée. 
Trouver  les  asymptotes  rectilignes  de  la  courbe 

'/'  —  x*  -f  ibx'y  =  o. 

—  Comment  trouve-t-on  les  points  doubles  d'une  courbe  el  les  tangentes  am 
points  doubles.  Distinguer  les  divers  genres  de  points  doubles. 

—  Trouver  les  points  singuliers,  de  la  courbe 

-  iay3  —  3<ï-y  —  -la-.v-  -f-  a*  =  "■ 

—  Trouver  le  centre  el  le  rayon  de  courbure  pour  un  point (a?,t/)  delà  courbe 
V  =  /'  '  ■ 

—  Définir  un  poinl  d'inflexion  el  dire  comment  on  trouve  le  point  d'inflexion 
■I  une  courbe  donnée  en  coordonnées  polaires. 
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Composition  en  calcul  intégral. 

—  Trouver  toutes  les  solutions  de  l'équation  diilërentielle 

x'fhj  —  .i-yrlc  -f  ifdx  —  xy-dy  =  o. 

—  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

t     dz  -        i     dz  _      z 
x    dx  y    dy   ~~    y- 

—  Étant  donnés  deux  points  (ixes  dans  un  plan,  trouver  dans  ce  plan  une 
courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de  ces  deux  points  à  chacune  des  tan- 
gentes à  la  courbe  ait  une  valeur  constante. 

Composition  en   calcul   différentiel. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  suivante 

x 


[x  +  i  ■''  —  -   '"  —  >    ' 

—  Trouver  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  racines  de  l'équation  du 
troisième  degré  -  Sx  -f-  i  =  o. 

—  Trouver  l'équation  différentielle  des  projections  des  lignes  de  courbure 
d'une  surface  sur  le  plan  des  xy. 

Géométrie  analytique. 

—  Équation  d'une  ligne  droite  passant  par  deux  points.  Coordonnées  du  point 
<l.  rencontre  de  la  droite  qui  joint  les  points  (a,  o).  [o.  b)  avec  la  droite  qui 
joint  les  points  [h,  o).  (o.  a). 

—  Trouver  l'angle  de  deux  droites 

\x  +  ?>>j  -f  C  =  o  \'x  -f  Wij  -f  (','  =  o. 

—  Prouver  que  les  diagonales  d'un  losange  se  coupent  à  angle  droit. 

—  Trouver  l'aire  d'un  triangle  connaissant  les  sommets  parleurs* rdonnées: 

en  déduire  la  condition  pour  que  trois  points  donnés  '.oient  en  ligne  droite. 

—  (Joëlle  est  la  condition  pour  que  L'équation  générale  du  second  degré  repré- 
sente deux  lignes  droites?  Examiner  si  l'équation 

?•'.'/  4"  Vf  +  X  +   21J  —  -1=0 

remplit  celle  condition. 

—  Trouver  L'équation  dn  cercle  rapporté  à  un  système  d'axes  rectangulaires. 

—  Prouver  analytiquement  que  si  deux  cercles  se  coupent,  la  ligne  des  centres 
est  perpendiculaire  à  là  corde  commun;'. 

—  Etanl  donné  le  cercle  x-  -f-  y-  =  r-.  discuter  la  nature  de  la  Ligne  axe'  -f-  yij 
=  r-.  les  coordonnées  x'yf  étant  celles  d'un  point  du  cercle. 

—  Prouver  analytiquemenl  que  si  par  an  point  extérieur  on  mène  à  on  cercle 
une  tangente  et  une  sécante,  la  tangente  est  moyenne  proportionnelle  entre  la 
Bécante  entière  et  sa  partie  extérieure. 

—  Trouver  l'équation  delà  tangente  et  de  la  normale  à  une  ellipse  au  point 
[x.ii  . 

—  Prouver  analytiquement  «pie  h  tangente  est  également  inclinée  sur  les 
rayons  vecteurs  focaux. 

—  Prouver  que  la  directrice  est  la  polaire  du   lover  et   aussi  que  toute  cor.lf 

locale  est  perpendiculaire  à  La  Ligne  qui  joint  son  pôle  au  foyer. 

—  Prouver  qu'il  y  a  un  rapport  constant  entre  Les  distances  d'un  point  quel- 
conque de  l'ellipse  au  foyer  et  à  la  directrice. 
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—  Trouver  l'équation  d'une  conique  à  centre  en  coordonnées  .polaires,  en  pre- 
nant le  foyer  comme  pôle.  Les  demi-axes  d'une  ellipse  sont  5  et  3.  trouver  son 
équation  polaire. 

—  L'équation  d'une  conique  est 

an  -  —  ■ihnj  +  hy-  +  icjx  +  2fy  +  c  =  o. 
Prouver  que  les  deux  lignes  droites 

ax-  +  ihxy  -f-  by2  =  o 
sont  parallèles  aux  asymptotes. 

—  Trouver  les  conditions  pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  repré- 
sente une  ellipse,  une  hyperbole,  une  parabole. 

—  Prouver  que  l'équation 

X2  ixy  y-  -r  iy    _ 

«-  ab  b2  a  b 

représente  une  parabole  tangente  aux  axes. 

—  L'extrémité  d'un  diamètre  est  {x'.y"\.  trouver  les  coordonnées  [x'.y')  des 
extrémités  du  diamètre  conjugué. 

—  On  mène  les  normales  à  une  ellipse  par  les  extrémités  de  deux  diam 
conjugués.  Prouver  que  le  lieu  des  points  d'intersection  est  la  courbe 

-  -'  +  Ky2)3  —  fl2  —  &*]  fl*1*?  —  b2y2)2. 

—  Trouver  l'équation  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  comme 
axes. 

—  Prouver  que  le  rectangle  des  distances  focales  d'un  point  est  égal  au  carré 
du  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  correspond  à  ce  point. 

—  Prouver  que  le  lieu  des  points  d'intersection  de  deux  tangentes  à  une  pa- 
rabole perpendiculaires  l'une  sur  l'autre  est  la  podaire  du  foyer. 

—  Trouver  la  podaire  du  foyer. 

—  Lieu  des  milieux  d'un  système  de  cordes  parallèles  dans  une  parabole 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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PRINCIPES  ÉLÉMENTAIRES  DE  GÉOMÉTRIE  CINÉMATIQUE 

Par  II.    Maurice    d'Ocag-ne 


Nous  nous  proposons  dans  cet  article  de  présenter  des 
démonstrations  élémentaires  de  quelques  théorèmes  donnés 
par  M.  Mannheim,  dans  son  cours  de  géométrie  descriptive  de- 
l'École  polytechnique. 

Conventions.  —  Nous  emploierons  les  notations  suivantes, 
adoptées  par  M.  Mannheim. 

Un  point  sera  représenté  par  une  lettre  minuscule. 

Une  courbe  par  une  majuscule. 

La  trajectoire  d'un  point,  c'est-à-dire  la  courbe  que  décrit 
ce  point  dans  son  déplacement,  sera  représentée  par  la  lettre 
qui  désigne  ce  point  mise  entre  parenthèses  ;  le  point  a  se 
meut  sur  la  courbe  (a). 

Enfin  nous  représenterons  par  d(a)  un  déplacement  infini- 
ment petit  du  point  a  sur  sa  trajectoire  (a). 

Ces  conventions  une  fois  faites,  passons  aux  principes. 

Principe  I.  —  Un?  droite  mobile  se  déplace  dans  un  plaro 
en  restant  parallèle  à  une  direction 
lire  donnée.  Dans  une  de  ses  positions 
elle  rencontre  en  a  et  b  deux  courbes 
fixes  (a)  et  (h).  Les  tangentes  à  ces 
courbes  respectivement  en  a  et  b  se  cou- 
pent en  t.  On  a,  pour  un  déplacement 
infiniment  petit  de  la  droite  mobile, 

"d(bT  =  -w {fi9'  1)' 

Considérons  une  position  a'b'  de 
la  droite  mobile,  infiniment  voisine 
de  ab.  Les  droites  aa  et  bb'  se  cou-  Fig.  i. 

peut  en  s,  ab  et  a'b'  étant  parallèles,  on  a 

aa  sa 

~W  =^T* 
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Cette  relation,  toujours  vraie  à  mesure  que  a'b'  se  rapproche 
de  ab,  a  encore  lieu  à  la  limite;  mais,  à  la  limite,  les  cordes 
ad  et  bb'  se  confondent  avec  les  arcs  correspondants:  de 
plus  le  point  s  vient  coïncider  avec  le  point  t  et  on  a 

d\  a  l  at 

cl  b)    ~  UT' 

Principe  II  —  Une  droite  mobile  se  déplace  dans  un  plan 
en  enveloppant  une  courbe  donnée  E.  Dans  une  de  ses  positions, 
elle  touche  son  enveloppe  en  e  et  rencontre  en  a  et  h  deux  courbes 
fixes  (a)  et  (b).  Les  tangentes  à  ces  courbes  respectivement  en  a 
et  b  se  coupent  en  t.  On  a,  pour  un  déplacement  infiniment  petit 

d(a)  ac  .  at 

l"J-  ?  ■ 


de  la  droite  mobile, 


d(b) 


be  .  bt 


Fig.  2. 

Considérons  une  position  a'b'  de  la  droite  mobile,  infini- 
ment voisine  de  ab.  Les  droites  ad  et  bb'  se  coupent  en  s, 
ab  et  a'b'  en  i.  On  a 


surf,  su  h' 
s  irf.  b'ib 
surf,  sab 

surf. 


i6'   .  a'b' 


bb' 

sa 

ad 


,  /// 
ab 
ia 
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Divisant  ces  deux  égalités  membre  k  membre, 
surf,  sa'b'  X  surf,  aia'  sb'  .  a'b'  .  aa 


Mais 


jurf.  b'ib  X  surf,  sab  bb'  .  ib  .  sa  .  ab 

surf,  sa'b'  sa   .  sb' 

surf,  sab  sa  .  sb 

surf,  ai  a  ?a  .  ia 


suri',  bib'  ib  .  ib' 

L'égalité  précédente  se  transforme  donc  en  celle-ci  : 
.sa'  .  sb'  .  ia  .  ici  sb'   .  a'b'  .  aa'   .  ia 


d'où 


sa  .   sb  .   ib   .   ib'  bb'   .   ib'   .   sa  .  clb 

aa  ai  .  n's  .  ab 


bb'  bi  .   bs  .  a'b' 

A  la  limite,  lorsque  les  points  a    et  b'  viennent  coïncider 
avec  les  points  a  et  b,  les  cordes  aa'et  bb'  se  confondent  avec 
les  arcs  correspondants  ;  de  plus,  les  points  i  et  s  viennent 
respectivement  coïncider  avec  les  points  e  et  t;  on  a  donc 
d\ a)  ae  .  ai 

d{b)    ""    be  .  bi   ' 
puisque  ab  =  a'b' ,  à  la  limite. 

Principe  III.  (Transformai ion  du  théorème  précédent).  — 
Les  mêmes  hypothèses  étant  faites  que  pour  le  principe  II, 
si  la  normale  à  la  courbe  E  au  point  e  coupe  respectivement  en 
■j.  et  en  (3  les  normales  aux  courbes  (a)  et  (b)  aux  points  a  et  b, 

d(a)  a"y"     //■       ai 

On  a,  en  effet,     ae  =  aa.  .  sin  axe,  be  =  6{3  .  sin  b$e; 
ae  ax  .  sin  axe 


Donc 


be  bp  .sin  b$e 

Mais  les  angles  av.c  et  eut  sont  égaux  comme  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires;  de  même  pour  les  angles  br-,e  et  cbt. 
ae  a*.  .  sin  eut 


Par  suite 

be 



bp 

.  sin  cbt 

ou,  comme 

sin  eai 

bt 

sin  cbt 

ai 

> 

ae 

uj.  . 

bt 

be 

68  . 

at 
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av. 

ne  .  at 

~bT 

be  .  bt 

d(a) 
c  est-a-dire 


rf(6) 

Remarque.  —  Ce  qui  vient  d'être  dit  s'applique  au  dépla- 
cement d'une  droite  pivotant  autour  d'un  point  fixe,  en 
remarquant  que  la  normale  à  la  courbe  enveloppe  est  la 
perpendiculaire  à  la  droite  mobile  au  point  où  elle  loucbe 
son  enveloppe,  c'est-à-dire,  dans  ce  cas,  au  point  fixe. 

DÉPLACEMENT    D'UNE   FIGURE   DE    FORME    VARIABLE  DANS   UN    PLAN 

Les  deux  problèmes  généraux  du  déplacement  d'une  figure 
de  forme  variable  dans  un  plan,  sont  les  suivants  : 

1°  m. -points  a1?  a2,  ...  am_  1?  am  sont  astreints  à  se  mouvoir 
respectivement  sur  m  courbes  (a^,  (a2),  . . .  (am  _  ^),  (am)  données 
dans  un  plan,  m  —  i  des  droites  qui  joignent  chacun  de  ces 
points  au  suivant  doivent  envelopper  des  courbes  Ex,  E2, ...,  Em  -i 
données  dans  ce  plan.  Trouver  l'enveloppe  Em  de  la  in°  de  ces 
droites . 

ïLa  m  droites  sont  astreintes  à  envelopper  respectivement 
m  courbes  El5  E2,  . . .  Em  données  dans  un  plan,  m  —  i  des 
points  de  rencontre  de  ces  droites  prises  deux  à  deux  doivent 
décrire  des  courbes  (a,),  (a2),  ...  (ain  -  i)  données  dans  ce  plan. 
Trouver  la  trajectoire  (am)  du  m'  de  ces  points. 

Le  premier  de  ces  problèmes  consiste  à  trouver,  pour  une 
position  quelconque  de  la  figure  mobile,  le  point  où  la 
me  droite  toucbe  son  enveloppe,  et  le  second  à  trouver  la  tan- 
gente, ou  ce  qui  revient  au  môme  la  normale  à  la  courbe 
que  décrit  le  m^  point. 

La  solution  de  ces  deux  problèmes  nous  sera  fournie  par 
la  relation  que  nous  allons  établir  entre  les  divers  éléments 
de  la  figure  mobile. 

Considérons  une  position  quelconque  de  la  ligure  mobile 
(fit).  3).  La  normale  à  la  courbe  Ex,  enveloppe  de  0,0.,,  au 
point  et  coupe  en  7^  la  normale  à  la  courbe  (a,)  au  point  o, 
et  en  p,  la  normale  à  la  courbe  (a2)  au  point  a.,  ;  la  normale 
à  la  courbe  E2,  enveloppe  de  «2a3,  au  point  c2  coupe  en  <x2  la 
Dormale  à  la  courbe  (a,)  au  point  a2  et  en  (33  la  normale  à  la 
courbe  (a3)  au  point  a-j  ;  cl  ainsi  de  suite. 
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"m-. 


Fig  3. 

En  vertu  du  principe  III,  et,  conformément  aux  conventions 


faites,  nous  avons 


d(ai) 


d(a2) 

tt2% 

d(a,) 

= 

fl272 

d(aa) 

"*h 

d(a3) 

(i.ty-3 

d(at) 

«♦P« 

d(am  -  i) 

= 

dm  —  \f-rn  —  i 

diflm) 

ampm 

dUlm) 

OmV.in 

Faisonsleproduit  de  toutes  ces  égalités,  membre  à  membre; 
il  vient 

a, %,    .   a.,a.. 


(l,v.. 


dm  —   |2tm  —  1 


1-itïi 


(7/ 


P3 


a.B. 


.  ampm 


a'ip, 


Dans  le  premier  des   problèmes  énoncés  plus  haut,  l'in- 
connue est   le   point  cm.   De  la  relation    générale  qui  vient 


d'être   établie,  on    lire   la  valeur  de 


a,u'J-, 


en  fonction  de 


quantités  données  immédiatement  par  la  ligure.  Soit—  la 
valeur  de  ce  rapport.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  aux  prin 
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cipes,  si  test  le  point  de  rencontre  des  tangentes  aux  courbes 
(Oi)  et  (am)  aux  points  ox  et  am,  on  a 

Q-mCm     •     Qmt  0»i%»)  P 

axem  .  a±t  o^S,  g  ' 

amem           p  .  aj 
ou  =  -£ — , 

die, ,x  q   .  amt 

d:où  la  détermination  du  point  e. 

Dans  le  second  problème,  l'inconnue  est  la  normale  %ma 
De  la  relation    générale    qui  vient   d'être  établie,  on  tire  la 

valeur  du  rapport     '"^7"    en   fonction  de  quantités   obtenues 

immédiatement  sur  la  figure.  On  n'a  plus  alors  qu'à  mener 
par  le  point  am  une  droite  dont  le  segment  terminé  aux  nor- 
males e,„  -  ixm  _  i  et  em%m  soit  divisé  au  point  am  dans  le 
rapport  déterminé,  problème  bien  simple  et  bien  connu. 

Voilà  donc  la  solution  des  deux  cas  du  problème  général 
du  déplacement  plan  d'une  figure  de  forme  variable. 

Dans  les  applications  que  l'on  a  à  faire  de  cette  question 
fondamentale,  la  solution  se  simplifie  par  suite  des  condi- 
tions particulières  où  l'on  se  trouve  placé.  D'ailleurs  on  ne 
considère,  en  général,  que  des  déplacements  de  triangle 
variable. 

Remarque.  —  Considérons  les  droites  ab  et  ac  qui  se  cou- 
pent au  point  a  (*);  soient  (a),  (b)  et  (c)  les  trajectoires  des 
points  a,  b  et  c.  Supposons  que  les  normales  ex  et  ha  aux 
enveloppes  de  ab  et  ac  au  r  points  e  et  h  ou  ces  droites  touchent 
leurs  enveloppes  se  coupent  en  x  sur  la  normale  a*  à  la  courbe  (a) 
'/"  point  a.  Soient  de  plus  ri  le  point  de  rencontre  de  ex  et  de 
la  normale  b$  à  la  courbe  (b)  au  point  0,  y  le  point  de  ren- 
contre de  h-j.  et  de  la  normale  cy  à  la  courbe  (c)  au  point  c. 

ili  I, i           h,           il- h  i          av. 
Isons  avons         — =  — —  et  — = . 

dm  a-j.  '/><•>  r; 

Multiplions  ces  deux  égalités  membre  à  membre;  il  vient 
d\  b  i  M 

~d^7  ~~    C-; 
I  •  te  il    i:    •■-:  prié  de  faire  1 1  Qgure. 
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ANGLE  PIVOTANT  AUTOUR    DE  SON   SOMMET 

Un  angle  bac  pivote  autour  de  son  sommet  a.  Les  côtés  ab  et 
ac  coupent  respectivement  en  b  et  en  c  les  courbes  fixes  (b)  et 
(c).  Déterminer  la  relation  qui  lie  les  déplacements  des  points  h  et 
c  (*). 

Quoiqu'on  connaisse  les  trajectoires  (b)  et  (c)  des  points  6 
et  c,  la  trajectoire  du  point  a,  puisque  ce  point  est  fixe,  cl 
les  enveloppes  de  ab  et  de  ac,  puisque  ces  droites  pivotent 
autour  du  point  a,  il  faut  une  condition  de  plus  (supposer 
par  exemple,  comme  nous  le  faisons,  que  l'angle  bac  a  une 
grandeur  constante)  :  car,  sans  cela,  la  figure,  dans  chacune 
de  ses  positions,  serait  indéterminée. 

Cela  posé,  les  normales  aux  enveloppes  de  ab  et  de  ac  sont 
les  perpendiculaires  a$  et  ay  menées  de  a  respectivement 
à  «6  et  ac.  On  se  trouve  donc  dans  le  cas  de  la  remarque 
précédente  et  on  a,  d'après  celte  remarque. 

d(b)  b^_ 

d(c)  Cy  ' 

Un  exemple  très  simple  va  faire  comprendre  comment  on 
applique  celle  règle. 

Un  triangle  rectangle  variable  abc  se  déplace  dam  un  plan.  Le 
sommet  a  de  l'angle  droit  est  /<•''<•;  le  sommet  b  se  meut  sur  une 
circonférence  et  l'hypoténuse  bc  tourne  autour  du  centre  o  de 


il  g.  /,. 

cette  circonférence.   Construire  la   normale  a  la  trajectoire  du 
point  c  {/ig.  4). 


\'    Le  lecteur  v*\  prié  de  faire  la  Ggure. 
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Soit  p  le  point  où  la  normale  cherchée  rencontre  le  côté  ab. 
Le  sommet  a  étant  fixe  et  l'angle  bac  constant,  appliquons  la 
relation  précédente. 

Comme,  dans  ce  cas,  les  perpendiculaires  à  ab  et  à  ac  au 
point  a  se  confondent  avec  ac  et  ab,  celte  relation  donne 

d(b)  bc 

d(c)  cp  ' 

La  normale  à  la  trajectoire  de  b  étant  bo,  si  nous  élevons  à 

hc  la  perpendiculaire   om  qui   coupe  cp  en  m,  nous  avons, 

d(b)  bo 


'après  le  principe  III, 


d(c)  cm 

bc  bo 


cp  cm 


donc 

d'où  la  construction  : 

Je  porte  la  longueur  ci  =  oh  ;  par  le  point  \  je  mène  parai- élé- 
ment à  ah  im  qui  coupe  en  m  la  perpendiculaire  om  à  bc;  cm  est 
la  normale  cherchée. 

bc  ci  bo 

En  effet,  —  =  —  =  . 

cp  cm  cm 

SUR    LES    APPLICATIONS    DES    PRINCIPES    PRÉCÉDENTS 

En  se  basant  sur  les  principes  que  nous  venons  d'étudier, 
on  voit  que  si  l'on  connaît  les  enveloppes  des  côtés  d'un 
polygone  variable  et  les  trajectoires  de  tous  ses  sommets 
moins  un,  on  pourra  déterminer  la  normale  et,  par  suite,  la 
tangente  à  la  trajectoire  de  ce  dernier  sommet. 

Or.  pour  un  très  grand  nombre  de  courbes,  on  connaît  des 
modes  de  génération  géométrique  simples,  par  le  déplace- 
ment d'un  point  d'une  figure  variable;  il  en  résultera,  par 
application  des  principes  en  question,  des  procédés  de  cons- 
truction des  tangentes  à  ces  courbes. 

On  sait  aussi  que  le  centre  de  courbure  relatif  h  un  point 
d'une  courbe  quelconque,  est  le  point  où  la  normale  à  cette 
courbe  au  point  considéré  touche  son  enveloppe.  Si  donc  on 
a  reconnu  qu'une  certaine  droite  d'une  figure  variable  se 
déplace  en  restant  normale  à  une  courbe  quelconque,  on  en 
déduit  un  procédé  de  construction  du  centre  de  courbure  à 
■  cette  courbe. 
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Pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet  je  renverrai  à  mon  article  : 
Applications  de  géométrie  cinématique  plane,  publié  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  mathématiques,  où  je  fais  précisément 
usage  des  principes  auxquels  se  rapporte  le  présent  travail. 

Je  me  contenterai,  pour  terminer,  de  donner  une  démon- 
stration nouvelle  d'un  théorème  que  j'ai  fait  connaître  dans 
mon  Etude  sur  V antibissectrice  (*)  : 

Si  une  droite  aa'  se  déplace  en  détachant  sur  u/ne  courbe  quel- 
conque (a)  un  arc  de  grandeur  constante,  le  point  où  cette  droite 
touche  son  enveloppe  est  le  pied  de  V antibissectrice  relative  <i  aa' 
du  triangle  fermé  par  cette  droite  et  par  les  tangentes  à  la  courbe 
(a)  aux  points  a  et  a'. 

Si  ces  tangentes  se  coupent  en  /  et  si  e  est  le  point  ou  aa 
touche  son  enveloppe,  on  a,  d'après  le  principe  II, 
d(a)  ac  .  at 

d(d)  a'e  .  at 

Mais,  d'après  l'hypothèse  faite, 

d(a)  =  d(d). 

_                               ae  .  at 
Donc,  —  =  i 

a  e  .  a  t 

ou  ac  .  at  =  a'e  .  at, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


INEGALITE  DES  JOURS  ET  DES  NUITS 


Le  soleil  possède  un  mouvement  propre  sur  l'éclip tique  ; 
en  outre,  il  participe  au  mouvement  diurne  apparent  de  la 
sphère  céleste.  On  peut  donc  admettre  que  clans  une  journée 
il  décrit  un  des  parallèles  de  celte  sphère. 

Ceci  posé,  nous  dirons  qu'il  fait  jour  quand  le  soleil  est 
au-dessus  de  l'horizon,  qu'il  fait  nuit  quand  il  est  au-des- 
sous. Nous  nous  proposons  ici  de  chercher  les  conditions 
qui  font  varier  la  durée  du  jour  et  celle  de  la  nuit.  On  sait 


(*)  Journ.  de  Math.  spic.  et  élém.  t.  IV   Mars  1880 
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que  la  somme  de  ces  deux  périodes  est  coustanLe  et  égale  à 
vingt-quatre  heures  :  il  suffira  donc  de  déterminer  l'une 
d'entre  elles. 

Prenons  pour  plan  du  tableau  le  plan  du  méridien  du  lieu 

considéré.  Soient  HH'  l'hori- 
zon. PP  la  ligne  des  pôles. 
SS'  le  parallèle  décrit  par  le 
soleil  le  jour  considéré.  Ce 
cercle  rencontre  le  plan  de 
l'horizon  suivant  une  droite 
qui  se  projette  tout  entière 
en  A. 

Cette  droite  partage  la  cir- 
conférence du  parallôle  décrit 
par  le  soleil  SS'  en  deux  arcs 
qui  se  projettent  l'un  suivant 
AS,  l'autre  suivant  AS';  le  premier  est  au-dessous  de  l'hori- 
zon et  correspond  à  la  nuit;  le  second  est  au-dessus  de  l'ho- 
rizon et  correspond  au  jour. 

Le  mouvement  étant  uniforme.,  la  durée  de  la  nuit  est 
proportionnelle  à  l'arc  AS.  celle  du  jour  proportionnelle  à 
l'arc  AS'  ;  nous  allons  chercher  à  déterminer  la  valeur  de 
l'arc  qui  se  projette  suivant  AS  au  moyen  de  ses  lignes  tri- 
gonomélriques. 

Remarquons  d'abord  que  tant  que  le  point  A  n'est  pas  au 
centre  du  cercle  SS',  les  deux  arcs  sont  inégaux.  Pour  un 
point  situé  dans  l'hémisphère  boréal  le  jour  est  donc  plus 
grand  que  la  nuit,  tant  que  la  déclinaison  du  soleil  est 
boréale,  c'est-à-dire  dans  l'intervalle  qui  s'écoule  entre  le 
21  mars  et  le  21  septembre. 

Cela  posé,  rabattons  le  cercle  SS'  autour  de  son  diamètre. 
la  perpendiculaire  au  diamètre  se  rabat  alors  suivant  AL.  Si 
on  joint  le  point  D  au  point  L.  l'angle  LDS  a  pour  mesure  le 
demi-arc  nocturne  ;  il  nous  suffira  donc  de  connaître  celj 
angle  pour  en  déduire  la  durée  de  la  nuit. 

Le  Iriaiiglc  rectangle  LDA  donne  DA  =  DL  cos  ... 
D'autre  part  l'angle  POH  =  l'angle  X  qui  mesure  la  la li 
lude  du  lieu  :  du  triangle  rectangle  DQA  on  lire  DA  =  DO  tgXj 


I 
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On  en  tire  DL  cos  <p  =  DO  tg  X. 

Si  E  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  de  S  sur  le 
diamètre  EE',  on  a  DL  =  DS  =  OK. 

Mais  l'arc  SE  =  déclinaison  du  soleil  =  o.  d'oli  en  suppo- 
sant le  rayon  de  la  sphère  céleste  égal  ù  l'unité.  OK  =  cos8. 
DO  =  SK  =  sin  8. 
Eu  remplaçant  DL  et  DO  par  leurs  valeurs  respectives,  on  a 
cos  o  cos  cp  =  sin  8  tg  X 
cos  cp  =  tg  8  tg  X 
Ce  qui  nous  montre  que  la  valeur  de  cp  dépend  exclusive- 
ment de  la  latitude  du  lieu  et  de  la  déclinaison  du  soleil. 

Discussion  de  la  forma!-: 

cos  cp  =  tg  8  tg  X. 

Pour  que  l'angle  9  existe,  il  faut  que  son  cosinus  soit 
moindre  que  l'unité,  ce  qui  exige  tg  Z  tg  X  <  i,et  comme 
les  angles  8  et  X  sont  essentiellement  aigus,  il  faut  que  l'on 
ait  3  -f-  X  <  900. 

Or  S  est  inférieur  à  23°3o',  son  complément  est  supérieur 
à  66°3o'. 

Si  donc  on  prend  d'abord  un  lieu  dont  la  latitude  est 
inférieure  à  66"3o',  c'est-à-dire  \\\\  lieu  de  la  zone  tem- 
pérée, on  a  0  -j-  X  <<  go°. 

Donc  l'angle  7  existe  toujours,  c'est-à-dire  que  dans  une 
période  de  vingt-quatre  heures  on  est  assuré  que  le  soleil 
descendra  au-dessous  de  l'horizon. 

Si  au  contraire  on  prend  un  point  de  la  zone  glaciale 
dont  la  latitude  est  supérieure  à  66°3o',  il  arrivera  un  moment 
où  le  soleil  viendra  toucher  l'horizon  lorsque  8  -j-  X  =  900. 

Si  à  partir  de  ce  moment  la  déclinaison  du  soleil  augmente 
encore,  l'astre  ne  redescendra  pas  au-dessous  de  l'horizon. 

Des  lors  depuis  le  moment  où  il  a  rasé  l'horizon,  jusqu'à 
ce  qu'en  redescendant  vers  l'équateur  il  reprenne  la  même 
déclinaison,  il  se  passera  un  nombre  de  jours  plus  ou  moins 
considérable,  pendant  lequel  le  soleil  ne  disparait  pas  au- 
dessous  de  l'horizon.  En  particulier  pour  h-  pôle,  Le  soleil 
restera  six  mois  au-dessus  de  l'horizon. 

Considérons  ce  qui  se  passe  eu  un  même  lieu  de  la  terre. 
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à  Paris  par  exemple.  Lorsque  la  déclinaison  varie,  l'angle  ? 
varie,  et  puisque  d'une  part  un  angle  aigu  et  sa  tangente 
varient  clans  le  même  sens,  que  d'autre  part  un  angle  aigu 
et  son  cosinus  varient  eu  sens  contraire,  on  voit  que  l'angle  o 
est  d'autant  plus  petit  que  3  est  plus  grand. 

Par  conséquent  la  durée  de  la  nuit  décroit,  et  par  suite  la 
durée  du  jour  croit  de  l'équinoxe  de  printemps  au  solstice 
d'été,  dans  nos  climats  du  21  mars  au  21  juin. 

Il  est  à  remarquer  que  si  l'on  prenait  un  point  de  l'hémi- 
sphère austral,  ce  que  nous  avons  dit  de  la  nuit,  s'appliquerait 
au  jour,  c'est-à-dire  que  lorsqu'il  fait  nuit  à  Paris,  il  fait 
jour  dans  l'autre  hémisphère  et  inversement.  On  verrait  en 
faisant  un  raisonnement  analogue  lorsque  la  déclinaison 
devient  australe,  que  si  cette  déclinaison  croît,  le  jour  dimi- 
nue; c'est  pourquoi  le  jour,  devenant  inférieur  à  la  nuit  depuis 
le  21  septembre,  décroit  jusqu'au  21  décembre  pour  recroître 
ensuite  jusqu'au  21  mars.  A.  M. 


EXAMENS   ORAUX  DE  SA1NT-CYR  EN  1880 


Lorsqu'un  nombre  est  terminé  par  5.  son  carré  est  terminé  par  25;  le 
carré  peut-il  élre  terminé  par  125? 

—  Dans  un  cercle  on  mène  une  corde  égale  au  rayon;  on  joint  les  extré- 
mités de  cotte  corde  au  milieu  du  plus  grand  arc  qu'elle  détermine  sur  la 
circonférence.  Calculer  les  cordes  ainsi  obtenues. 

—  On  donne  un  triangle  ABC.  Trouver  sur  le  cùlé  AB  un  point  M  tel  que, 
en  menant  MN  parallèle  à  BC,  et  MP  perpendiculaire  à  BC,  la  surface  du 
trapèze  rectangle  M.NCP  soit  une  fraction  donnée  de  la  surface  du  triangle 
ABC.  Pour  la  discussion  on  prendra  le  cas  particulier  où  le  triangle  ABC  est 
isoscèle. 

—  On   donne    un    angle    A    égal  à    |3  degrés.    On   demande  de  mener  deux 

perpendiculaires  BC  et  DE  au  côté  AÏE  de  façon  que  le  trapèze  BCEDaitune 
surface  donnée  et  un  périmètre  aussi  donné. 

—  On  prend  un  demi-cercle  Al!,  on  mène  le  rayon  OD  perpendiculaire  au 
diamètre  AH;   menée  nue  sécante  AC  telle  que  le  quadrilatère  OHCB,  formé 

par  le  rayon  OB,  la  corde  BC.  la  sécante  AC  et  le  rayon  OD  soit  circonscrip- 

tible. 

—  On  a  un  triangle  isocèle  ABC.  el  la  hauteur  AH.  Au  point  0.  situé  au 
tiers  de  \ll  à  partir  du  sommet,  passe  un  axe  horizontal,  situe  dans  le  plan 
du  triangle.  On  demande  quelle  force  il  faudra  appliquer  au   point  A  pour  que 

6  triangle,  sollicité   par  celle  force  et   par  son  poids  I',   reste  horizontal. 

—  Etant  donne  \m  angle  BAC  de  60  degrés,  mener  deux  perpendiculaires  à 
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la  bissectrice,  de  façon  <|ue  le  trapèze  formé  par  ces  deux  perpendiculaires  et 
les  côtés  de  l'angle;  ait  une  surface  et  un  périmètre  donnés. 

—  Trouver  les  dénominateurs  des  fraction  ;  irréductibles  donnant  lieu  à  une 
fraction  périodique  mixte  ayant  un  chiure  à  la  partie  irrégulière  et  un  chiffre 
à  la  période. 

—  Soit  la  projection  gé  (métrique  à  n  termes 

a  b  c  d  ...  f  rj  h  l 
on  multiplie  chaque  terme  par  le  suivant.  Trouver  1 1  somme  des  résultats  ainsi 
obtenus. 

—  Dans  un  triangle,  on  connaît  A.  el  on  a  la  relation 

'  tg  1}  +  tg  C  =  2; 

calculer  les  angles  B  et  C. 

—  Dans  un  triangle,  on  connait  A,  <■:  l'on  a  la  relation  sin  B  sin  C  =  m  ; 
calculer  les  deux  angles  I!  et  C. 

—  Inscrire  dans  un  demi-cercle  un  rectangle  de  périmètre  do 

—  On  donne  un  demi-cercle  de  diamètre  Ali  ci  un  point  I'  sur  ce  dia- 
mètre Ali;  par  ce  point,  un  mène  une  droite  PD  faisant  un  angle  y.  avec  le 
diamètre  el  rencontrant  la  circonférence  fa  I»;  on  mène  la  tangente  en  D  a  la 
circoniérence  jusqu'à  sa  rencontre  en  E  avec  le  diamètre  AB;  calculer  DE  en 
fonction  des  données. 

—  Étant  donnée  la  fraction  — .  on  demande  de  la  réduire  en  fractions  avant 

21  j 

pour  dénominateur  dis  puissances  successives  de  12  ;  chercher  quelles  particu- 
larités présentera  la  transformation. 

—  Un  donne  un  secteur  LOB,  d'angle  -/,  et  sa  carde  AB;  mener  une  paral- 
lèle à  OA  de  telle  sorte  qu'elle  suit  partagée  eu  deux  parties  égale;  par  le  rayon 
OB,  la  corde  .Mi  et  l'arc. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB;  trouver  sur  le  cercle  un  point  C.  tel  que  si 
l'on  mène  CA  el  CB  el  1 1  p  a ■■•■  ndiculaire  CP  sur  le  diamètre,  ou  ait 

'  AC  +  BC  =  n   .   Ci'. 
—  Dans  une  circoniérence  on  prend  deux  rayons  rectangulaires  OA  et  OB 
eu  A  se  trouve  une  lumière  d'intensité  2 ;  en  !;.  une  lumière  d'intensité  1 
trouver  les  points  également  éclairés:  1°  sur  la  circonférence;  -!•  sur  chacun 
des  deux  diamètres  A  ci  l>. 

—  On  donne  un  cercle  0,  de  rayon  B.  et  le  diamètre  AOB;  on  mène  par  A 
un  rayon  lumineux  faisant  avec  AB  un  angle  y.  ;  ce  rayon  se  réfléchit  eu  C  et 
vient  rencontrer  le  diamètre  AOB  au  point  D;  calculer  OD  et  discuter  lorsque 
a  varie. 

—  Trouver  le  nombre  de  deux  chiffres  qui  admet  le  plus  grand  nombre  d<? 
di\  iseurs. 

—  On  a  un  cercle  et  le  carré  circonscrit;  on  construit  un  cercle  tangent  à 
deux  cotés  et  à  la  circonférence;  calculer  à  un  millième  près  le  rapport  de 
a  surface  de  ce  cercle  à  celle  du  cercle  donné. 

—  Dans  un  triangle  on  connaît  l'angle  A.  el  l'on  sait  que  l'on  a  b-  —  c- 
=  S;  calculer  les  angles  B  el  l 

—  Maximum  ou  minimum  de  3  tg  as  -f-  2  cotg  x. 

—  Dans  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres,  peut-il  arriver  que. 
en  multipliant  l'un  des  nombres  seulement  pu-  m,  le  p.  g.  c.  d.  sut  multi- 
plié par  m. 

—  .Maximum  ou  minimum  de  3  tg2  x  -\-  1  cotg2  x. 

—  Dans  un  triangle  rectangle  on  connaît  le  périmètre  el  la  surface;  calculer 
les  angles. 
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—  On  donne  un  cercle,  un  point  A  sur  ce  cercle  et  un  point  B  extérieur 
dans  le  plan;  trouver  le  rayon  d'un  cercle  tangent  en  A  au  cercle  donné  et  pas- 
sant par  le  point  B.  Discuter. 

—  On  don  te  un  angle  AOC  =  x;  sur  l'un  des  côtés,  on  prend  OA  =  a, 
AB  =  2a;  trouver  sur  OC  un  point  M  tel  que  de  ce  point  on  voie  les  deux  seg- 
ments OA  et  AB  sous  des  angles  égaux.  Discuter. 

—  On  donne  un  angle,  et  un  point  P  dans  son  intérieur;  déterminer  sur  le 
côté  OB  un  point  M  tel  que.  si  Ton  abaisse  la  perpendiculaire  MI  sur  OA,  et  que 
L'on  mène  MP.  on  ait  MP  =  2MI. 

—  On  donne  une  demi-circonférence,  et  le  rayon  OE.  perpendiculaire  au 
diamètre;  mener  par  le  point  A  une  sécante  coupant  en  E  le  rayon,  et  en  D  la 
circonférence,  de  fa^on  que  ED  ait  une  longueur  donnée  >n. 

—  Résoudre  l'équation 

./.-  —  lax  cos  x  +  a2  tg-  x  =  o. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  ;  trouver  sur  la  courbe  un  point  M  tel 
que  si  l'on  abaisse  de  ce  point  la  perpendiculaire  MI  sur  le  diamètre  AB,  on 
ait  MI  =  AI—  BI. 

—  Un  cercle  est  tangent  à  deux  droites  rectangulaires  fixes;  trouver  sur  la 
circonférence  un  point  tel  que  la  somme  des  distance;  aux  droite;  donnée;  ait 
une  valeur  déterminée. 

—  On  donne  un  angle  x.  un  point  P  sur  un  de  ses  côtés  ;  déterminer  sur 
l'autre  côté  un  point  M  tel  que.  si  on  abaisse  la  perpendiculaire  MQ  sur  le 
premier  côté,  on  ait  MQ3  +  PQ2  =  K-. 

—  Etant  donnés  les  nombres  12.  20  et  35.  peuvent-ils  faire  partie  d'une  mémo 
progression  arithmétique  ou  géométrique? 

—  On  a  un  triangle  dont  les  angle;  sont  ci  progression  arithmétique.  Trouver 
une  relation  entre  le;  deux  e 

—  Dans  une  ellipse,  on  demand  or  en  fonction  de 
l'angle  x  qu'il  l'ait  avec  le  grand  axe.  Si  l'on  mène  deux  rayons  vecteurs  r 
gulaires  par  un  même  foyer,  déterminer  l'angle  x  que  fait  l'un  d'eux  avec  le 
grand  axe  de  façon  que  le  triangle                  intercepté  ait  une  surface  maxima. 

—  Conditions  pour  que  le  polynôme  ax2  +  bxy  +  af  +  dx  +  ey  -f-  /'soit 
décomposable  e  \  un  pr  icteurs  du  premier  degré. 


SOLUTION  DE  QUELQUES  QUESTIONS 

POSÉES    AUX    EXAMEXS    DE    SAINT-CYR. 


Nous  donnons,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  les 
questions  les  plus  intéressantes  que  nous  avons  entendu 
poser  aux  examens  oraux  de  Saint-Gyr;  mais,  en  outre, 
nous  croyons  utile  d'indiquer  la  solution  de  quelques-unes 
de  ces  questions,  qui  nous  ont  paru  présenter  tin  certain 
degré  de  difficulté.  Xous  espérons  rendre  ainsi  service  à 
ceux  de  nos  lecteurs  qui  se  préparent  à  l'École  militaire. 
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i.  —  On  prend  un  demi-cercle  AB;  on  mène  le  rayon  OD 
perpendiculaire  au  diamètre  AB;  mener  une  sécante  AC  rencon- 
trant en  Kle  rayon  OJ)de  telle  sorte  que  si  l'on  joint  le  point  C 
au  point  B,  le  quadrilatère  OHCB  soit  circonscriptible. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Nous  prendrons  pour  inconnue  l'angle  CAB  que  fait  la  corde 
AC  avec  le  diamètre  AB  ;  nous  l'appellerons  x.  On  a  facile- 
ment OH  =  R  tg  x 

BG  =  2R  sin  x 

HC  =  AC  —  AH  =  2R  cos  x — . 

COSÔC 

Par  suite,  la  condition  donnée  se  traduit  par  l'équation 

1 


tg  •■•  -f-  2  sin  x  =  1  -f-  2  cos  .x  — 


cos  x 

ou  bien,  en  chassant  le  dénominateur, 
sin  x  -f-  2  sin  x  cos  x  =  cos  x  -j-  2  cos2  x  —   1 . 
Cette  équation  se  met  facilement  sous  la  forme 

sin  x  —  cos  x  —  cos  ix  —  sin  ix. 
Pour  la  résoudre  nous  élèverons  les  deux  membres  au  carré  ; 
nous  aurons,  après  réduction 

sin  203  =  sin  4X 
ou,  puisque  l'angle  x   est   aigu,  et  même    inférieur  à   45°, 
d'après  l'énoncé,  on  aura 

6x  =  1800,  d'oîi  x  =  3o°. 
On  peut  vérifier  à  posteriori  que,  si  l'angle  x  vaut  3o°,  le 
quadrilatère  OHCB  est  circonscriptible.  En  effet,  on  a  d'a- 
bord CB  =  BO  =  R. 

D'autre  part,  d'après  une  propriété  connue  du  triangle  rec- 
tangle dans  lequel  un  angle  vaut  3o°,  on  a 

AH=  2OH; 
enfin,  si  on  mène  GK  perpendiculaire   au   diamètre  AB,  on 
HC  OK  1 

AH  OA  2 

Donc,  OH  =  HC  ;  par  suite  CB  +  OH  =  HC  +  OB  ;  c'est  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  quadrilatère 
soit  circonscriptible. 


>-)    


Trouver  les  dénominateurs  des  fractions   irréductibles 
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qui  donnent  lieu  à  une  fraction  périodique  mixte  ayant  un 
chiffre  à  la  partie  irrégulière  et  un  chiffre  à  la  période. 

On  sait  que,  si  l'on  cherche  la  fraction  génératrice  d'une 
fraction  périodique  mixte  remplissant  les  conditions  requises 
par  l'énoncé,  on  trouvera  une  fraction  dont  le  dénominateur 
est  90.  Toute  fraction  irréductible  équivalente  à  la  précédente 
aura  pour  dénominateur  un  diviseur  de  90,  et  devra,  pour 
donner  naissance  à  une  fraction  périodique  mixte,  contenir 
les  facteurs  2  ou  5,  avec  d'autres  facteurs;  donc  pour  trouver 
tous  les  dénominateurs,  on  décomposera  90  en  facteurs 
premiers,  et  on  prendra  les  diviseurs  de  90  qui  contiennent 
au  moins  un  des  facteurs  2  ou  5,  avec  d'autres  facteurs. 

On  trouvera  les  diviseurs  6,  i5,  18,  3o,  45,  et  90  répon- 
dant à  la  question. 

Remarque.  —  Si  l'on  avail  dû  avoir  plus  d'un  chiffre  à  la 
partie  irrégulière,  on  sait  qu'il  aurait  fallu  que  l'unautnoins 
des  facteurs  2  ou  5  eût  un  exposant  égal  au  nombre  des 
chiffres  de  la  partie  irrégulière. 

3.  —  On  donne  un  secteur  AOB,  d'angle  a,  et  sa  corde  AB  ; 

mener  une  parallèle  à  OA  de  telle  sorte  qu'elle  soit  partagée  en 
deux  parties  égales  par  le  rayon  OB,  la  corde  et  l'arc. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure). 

Nous  prendrons  pour  inconnues  l'angle  BON  formé  par  le 
rayon  OB  et  le  rayon  qui  passe  au  point  de  rencontre  de  la 
parallèle  demandée  et  de  l'arc  de  cercle,  el  aussi  la  portion 
du  rayon  BO  comprise  entre  le  point  B  et  la  ligne  GN  de- 
mandée ;  le  triangle  OCX  nous  donne,  puisque  CN  =  2CB, 
R  R  —  y  2  y 

sin  y.  sin  (a  —  x)  sin  x 

En  retranchant  terme  à  terme  les  deux  premiers  rapports, 
on  trouve,  en  supprimant  la  solution  y  =  o,  l'équation 


sin  .'•  sin  y.  —  sin  (x-f~  x) 

x 

Ce  qui  donne,  après  réduction,  la  solution  —  =  o   étant 

une  solution  étrangère, 

2  cos  (  a ■ — )  =  cos 
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Pour  résoudre  celte  équation,  nous  développerons  le  pre- 
mier membre  et  nous  obtiendrons 

x  i  —  "2<"os  a. 

tg =   : • 

2  2  sin  y. 

X 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  tg soit 

positif,  et  par  suite  que  le  cosinus  de  a  soit  inférieur  à  — ; 

donc  il  faut  que  l'angle  a  soit  supérieur  à  6o°;  c'est  ce  que 
montrera  facilement  la  solution  géométrique  de  la  question. 
Pour  trouver  graphiquement  la  position  de  la  corde,  il  suilira 
en  effet  de  prolonger  le  rayon  OA  d'une  longueur  AK  égale 
au  rayon,  et  de  joindre  le  point  B  au  point  K:  la  ligne  BK 
rencontre  l'arc  de  cercle  au  point  N,  qui  appartient  à  la 
parallèle  demandée.  Or,  puisque  le  triangle  BOX  est  isoscèle, 
il  faut  que  les  angles  égaux  soient  aigus;  donc  l'angle  OBK 
doit  être  aigu.  On  sait  que,  lorsqu'un  angle  est  aigu,  dans 
un  triangle,  la  distance  de  son  sommet  au  milieu  du  côté 
opposé  est  plus  grande  que  la  moitié  de  ce  côté  ;  donc  BA 
doit  être  supérieur  au  rayon,  ce  qui  exige  que  l'angle  x  soit 
supérieur  à  6o°. 

4.  —  Dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  peut-il  arriver  que,  si  l'on  multiplie  seulement  l'un 
des  nombres  par  m,  le  plus  (jrand  commun  diviseur  soil  multi- 
plié par  m? 

On  sait  que,  si  l'on  appelle  A  et  B  deux  nombres  entiers, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  nombre 
entier  D  soit  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B, 
est  qu'il  existe  deux  nombres  entiers  Q  et  Q',  premiers  entre 
enx,  satisfaisant  aux  deux  égalités 

A  =  DQ 
B  =  DQ'. 
Cela  posé,   multiplions  l'un  des   nombres  donnés,  A  par 
exemple,  par  m  ;  on  aura 

m\  =  DroQ. 
Pour  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  B  et  mA. 
puisse  être  Dm,  il  faut  que,  dans  la  valeur  de  B,  on  puisse 
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mettre  en  évidence  le  facteur  Dm  ;  donc  il  faut  que  m  soit  un 
diviseur  de  Q'.  Il  est  du  reste  évident  que  si  l'on  multiplie  A 
par  un  des  diviseurs,  m,  de  Q',  on  multipliera  le  plus  grand 
commun  diviseur  par  m;  car  si  l'on  a 

Q'  =  mQ", 
on  aura  B  =  mDQ" 

et  les  facteurs  Q  et  Q"  seront  premiers  entre  eux,  sans  quoi 
Q  et  Q'  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux  ;  donc  mk  et  B 
auront  bien  pour  plus  grand  commun  diviseur  mD.  — La  con- 
dition indiquée  pour  m  est  donc  nécessaire  et  suffisante. 

5.  —  Dans  un  triangle  rectangle  on  connaît  le  périmètre  et  la 
surface;  calculer  les  angles. 

Nous  prendrons  comme  inconnue  auxiliaire  le  rayon  du 
cercle  inscrit  au  triangle;  soient  A  l'angle  droit,  B  et  G  les 
deux  autres  angles;  on  a,  x,  ij  et  s  étant  les  deux  côtés  de 
l'angle  droit  et  l'hypoténuse  : 

x  =  r  (  i  -\-  cotg ), 


U  =  r  (i  +  cotg  —j, 

(         '  B     ,              G  \ 
z  —  r  (cotg f-  cotg y. 

d'où  l'on  tire,  en  ajoutant  membre   à  membre,  et   appelant 

/     ,              B     .              G  \ 
2p  le  périmètre       p  =  r  (  i  -\-  cotg (-  cotg ): 


a   / 


d'autre  part  en  appelant  m*  la  surface  du  triangle 

pr  =  m2  ; 
d'oîi  en  multipliant  membre  à  membre,  et  simplifiant 

(     .  B  G  \ 

p»=ms^i  +  cotg  —  -J-  cotg  — \. 

A 

Mais,  on  a,  puisque  A  =  900,  1  =  cotg ;  par  suite,  en 

tenant  compte  de  la  formule  connue 

\                 B  G  ABC 

cotg hcotn h  cotg— =  cotg  —  cotg  —  cotg — , 

\\              C  f 

on  en  tire       cotg— — cotg =  — — , 

0     2  2  m'- 
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d'oïi  l'on  tire  très  facilement  en  remplaçant  les  cotangentes 

par  leurs  valeurs,  et  appliquant  les  formules  données  par  la 

théorie  des  proportions, 

B  —  C 
cos  , 

2  p-  -\-  m- 

B  4-  C  //-  —  m2 

cos  ■ ' 

B    '    G 
Or,  l'angle  est  égal  à  45°;  donc  on  aura  facilement 

"p  ri 

,  et  par  suite  les  angles  B  et  C  sont  connus. 


TJ  /  I 

Remarque.  —  Il  est  bien  évident  que  la  différence — 

2 

estmoindre  que  45";  donc  le  numérateur  du  premier  membre 

est  supérieur  à  son  dénominateur;  de  plus  le  rapport  devant 

être  positif,  il  faut  que  m2  soit  inférieur  à  p2,  ce  qui  se  voit 

du  reste  immédiatement,  puisque  r  est  inférieur  ù  p,  d'après 

la  relation  connue       2p  =  2*  -f-  2/-. 

0'.  —  On  donne  un  cercle  C,  un  point  A  sur  ce  cercle  et  un 
point  B  dans  le  plan  du  cercle;  trouver  le  rayon  d'un  cercle 
tangent  en  A  au  cercle  donné  et  passant  par  le  point  B. 
(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 
Nous  supposerons  d'abord  que  le  point  B  est  extérieur  au 
cercle  donné,  et  que  le  cercle  cherché  est  tangent  extérieu- 
rement au  cercle  donné  ;  alors  la  distance  des  centres  est 
égale  à  R  -j-  x,  en  appelant  x  le  rayon  du  cercle  cherché  ;  si 
d  est  la  distance  du  centre  G  du  cercle  donné  au  point  B, 
x  l'angle  AGB,  on  a  la  relation 

x2  =  (R  -f-  x)2  -J-  d-  —  2(J(R  -f-  x)  cos  x. 
En  simplifiant  on  trouve 

R2  -f  d1  —  zdR  cos  2 
2(d  cos  y.  —  R) 
Ghcrchons  une  interprétation  géométrique  de  cette  valeur 
de  x. 

Si  l'on  joint  le  point  A  au  point  B,  on  a  facilement,  par 
le  triangle  AGB, 

AB"  =  R2  +  d-  —  2(/R  cos  y.; 
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d'autre  part,  si  nous  cherchons  à  projeter  la  longueur  CB 
sur  CA,  nous  aurons,  en  appelant  CH  cette  projection, 

CH  =  d  cos  y. 
et  par  suite  AH  =  cl  cos  a  —  R. 

On  retrouve  ainsi  la  propriété  connue  d'un  cercle,  savoir 
qu'une  corde  (la  corde  AB)  est  moyenne  proportionnelle 
entre  le  diamètre  (2x)  et  la  projection  (AH)  de  la  corde  sur 
un  diamètre  passant  par  son  extrémité. 

Cela  posé,  considérons  les  différents  cas  que  peut  présenter 
la  figure.  Si  la  quantité  d  cos  a.  —  R  est  positive,  x  est  posi- 
tif; en  effet,  dans  ce  cas  le  point  H  est  extérieur  à  la  cir- 
conférence C;  l'angle  BAC  est  obtus,  car  on  aura  cet  angle 

i     t         1  T5\n         R— dcosa 

par  la  formule      cos  BAL  =  — — — ; 

1  R  X  AB 

dans  ce  cas  les  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieu- 
rement. 

Si  le  dénominateur  est  nul,  le  point  B  se  projette  au 
point  A;  d'où  il  résulte  que  la  droite  AB  est  perpendiculaire 
au  rayon  CA  et  par  suite  tangente  au  cercle  G.  Donc  la 
circonférence  cherchée  aura  deux  points,  les  points  A  et  B, 
communs  avec  une  de  ses  tangentes,  la  tangente  en  A,  et 
par  suite  elle  se  réduira  à  la  tangente  AB  ;  en  d'autr  es  termes 
elle  deviendra  un  cercle  de  rayon  infini. 

Si  le  dénominateur  est  négatif,  a-  sera  négatif,  c'est-à- 
dire  compté  dans  la  direction  AC.  Nous  allons  subdiviser 
ce  cas  en  deux  : 

1°  Le  point  B  est  extérieur  à  la  circonférence  C.  Dans  ce 
cas,  on  a  d  >  R. 

On  en  déduit  facilement  que  l'on  a 

AB*  >  2R(R  — (/  cos  a). 
Donc,  en  valeur  absolue,  a*  est  plus  grand  que  R.  En  effet, 
dans  ce  cas,  le  cercle   cherché  devant  passer  par  un  point 
extérieur  au  cercle  C,  l'enveloppe,  et  par  suite  a  un  rayon 
plus  grand  que  celui  du  cercle  C. 

2°  Au  contraire,  lorsque  le  point  B  est  intérieur  au  cercle 
C,  on  a  d  <  R, 

«mi  (mi  déduit  AB2  <  2R(R  —  d  cos  y.)  ; 

c   est   encore  négatif,   mais    plus  petit  que    R  en    valeur 
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absolue,  et,  en  effet,  le  cercle  cherché  devra  être  intérieur 
au  cercle  B. 

Dans  le  cas  très  particulier  où  B  serait  sur  la  circonfé- 
rence G,  on  trouverait  facilement  x  =  R;  et  en  elTet,  dans 
ce  cas,  le  cercle  cherché  se  confondrait  avec  le  cercle  donné, 
car  ils  auraient  un  point  commun  et  seraient,  en  outre, 
tangents  à  la  même  droite  au  même  point  de  cette  droite. 

7.  —  On  a  un  triangle  dont  les  angles  sont  en  progression 
arithmétique.  Trouver  une  relation  simple  entre  les  côtés. 

Soient  A,  B,  C  les  angles  du  triangle  rangés  par  ordre  de 
grandeur;  il  résulte  de  la  condition  indiquée  que  l'angle  B 

est  égal  à  6o°  et  que  par  suite  son  cosinus  est  égal  à  : 

donc  on  a,  en  portant  cette  hypothèse  dans  la  valeur  de  b"1, 
b°-  =  a-  -f-  c-  —  ac. 
Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie  entre  les 
trois  côtés,  les  angles  sont  en  progression  arithmétique,  car 
on  en  tire  facilement  B  =  60  ;  et  par  suite  A  -f-  G  =  120 
=  2B;  donc  l'angle  B  est  la  demi-somme  des  deux  autres; 
par  suite  les  angles  A.  B,  C  sont  bien  en  progression  arith- 
métique. 

8.  —  On  donne  une  ellipse  et  on  demande  de  calculer  l'un  d  - 
rayons  vecteurs  en  fonction  de  l'angle  qu'il  fait  avec  le  grand 
axe.  On  considère  ensuite  un  angle  droit  qui  tourne  autour  de 
l'un  des  foyers;  déterminer  l'angle  y.  que  l'un  de  ses  côtes  fait 
acre  le  grand  axe,  de  façon  que.  si  l'on  mène  la  corde  qui  joint 
les  points  où  les  côtés  rencontrent  l'ellipse,  le  triangle  ainsi  formé 
soit  ma.  ri  mu  m. 

Considérons  le  triangle  FMF,  formé  par  la  distance  focale 
2c  et  les  deux  rayons  vecteurs  r  et  r  ;  on  a  d'abord 

r  -f-  r'  =  2a 
et  r  -  =  r-  -f-  4c1  —  40-  cos  a. 

En  éliminant  r',  et  réduisant,  on  trouve 

lr 

a  —  c  Ces  / 
Si  l'on  change  a  en  —   -f-  oc,   on    sait  que    le  cosinus   se 
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change  eu  sinus,  et  change  de  signe  :  donc  on  aura  pour 

i        '       i  h°~ 

le  second  ravon        rt  = . 

a  -\-  c  cos  a 
Donc,  pour  résoudre  la  seconde  partie  de  la  question,  on 
doit  chercher   le    maximum  du   produit  de  rr±,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  le  minimum  du  produit 
(a  —  c  cos  a) (a  -f-  c  sin  a). 
Celte  expression  devient,  lorsqu'on  la  développe, 
a2  -f-  oc(sin  x  —  cos  *)  —  c-  sin  y.  cos  y. 
Comme  il  y  a  une  partie  constante,  il  suffit  de  s'occuper  du 
minimum  de  la  partie  variable,  on  a  donc   à  chercher  le 
minimum  de 

«(sin  v.  —  cos  y.)  —  c  sin  y.  cos  oc. 
Posons     a(sin  a  —  cos  a)  —  c  sin  y.  cos  a  =  m. 
Faisons  passer  le  dernier  terme  dans  le  second  membre,  et 
élevons  au  carré  ;  il  vient,  après  réduction, 

a2  —  ia~  sin  y.  cos  oc  =  m-  -\-  c2  sin2  a  cos2  y. 

-j-  2TOC  sin  -/  eos  y. 
ou,  en  ordonnant,   après  avoir  multiplié  par  4,  pour  avoir 
sin  27.  : 

c-  sin2  27.  -f-  4(wc  -{-  a2)  sin  2a  -j-  4(w2  —  a2)  =  c 
Il  faut,  pour  que  les  valeurs  ainsi  trouvées  pour  sin  22 
conviennent,  qu'elles  soient  d'abord  réelles,  puis  comprises 
entre  -f-  1  et —  1.  On  trouvera  facilement  que  ces  valeurs 
sont  toujours  réelles  ;  on  peut  reconnaître  aussi  que  la  plus 
grande  racine,  celle  qui  a  le  signe  -|-  devant  le  radical,  est 
toujours  inférieure  à  1,  car  la  condition  à  remplir  dans  ce 
cas  est  ('■-  -f-  2m)*  >  o. 

condition  toujours  satisfaite. 

Pour  que  l'autre  racine  soit  supérieure  à  1,  on  trouve, 
après  réduction,  la  condition 

c2  —  2WI  <   2a  y  2 

OU  2/H   >   C'1  —  2(/  V2' 

On  trouve  donc  pour  minimum  de  m,  la  valeur  c-  —  2a\  2. 
Dans  ce  cas,  on  a  ^in  2a= —  1  ;  en  supposant  que  l'on  ne 
prenne  pour  y.  que  des  angles  aigus,  positifs  ou  négatifs,  on 
trouve  a=  — 


c'est-à-dire  que  les  deux  rayons  sont  symétriques  par  rap- 
port au  grand  axe. 

9.  —  Trouver  la  condition  pour  que  l'on  puisse  décomposer  en 
deux  fadeurs  du  premier  degré  à  deux  variables  le  polynôme 
complet  ax2  -f-  bxy  -\-  cy'-  -)-  dx  -\-  ey  -\-  /'. 

Nous  prendrons  deux  facteurs  du  premier  degré  de  la 
forme  x  -\-  my  -f.  p 

x  +  ny  -j-  q, 
et  nous  allons  chercher  à  déterminer  m,  n,pciqdc  façon  qu 
l'on  ait  identiquement 

ax2  -f-  bxy  -f-  cy2  -J-  dx  -\-  cy  -f-  /' 

=  a(x  -f  my  -f  p)(x  -f  ny  -f  q). 
Il  suffira  pour  cela  que  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances des  variables  soient  égaux,  ce  qui  donnera  entre  m,  n, 
p,  q  et  les  coefficients  du  polynôme  donné  les  relations  sui- 
vantes a{m  -j-  n)  =  b 

amn  =  c 
a(p  -f  q)  =  d 
apq  =  f 
a(mq  -j-  np)  =  e. 
En  éliminant  m,  n,  p,  q  entre  ces  cinq  équations,  on  aura 
la  relation  cherchée. 

Or,  les  deux  premières  nous  permettent  de  déterminer  m 
et  n  ;  ce  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

aZ2  —  bZ  -f  c  =  o  ; 
de  même  p  et  q  sont  racines  de  l'équation 
,/P  _  rfT  +  /  =  o. 
On  sait  que  l'on  peut  prendre,  pour  représenter  l'une  des 
variables,  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation  cor- 
respondante. Si  donc  nous  désignons,  pour  abréger,  par  R 
le    radical  correspondant  à   la   première,  par  S  le  radical 
correspondant  à  la  seconde,  nous  aurons  les  deux  systèmes: 

—  b  +  R  —  d  +  S 

m  = ■ ,         p  = 1 

—  b  —  R                      —  d  —  S 
n= ,  q  =  

2Q  za 


ou  bien  m 
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—  b  4-  R  —  d  —  S 


??  — 


2f/  2a 

&  —  R  —  d  +  S 


2a  2a 

car  il  est  bien  évident  que  les  deux  autres  systèmes  retom- 
beraient dans  les  précédents. 

En  portant  ces   valeurs  dans  la  dernière  équation,  nous 
trouvons  après  réduction  par  le  premier  système 

bd  —  RS 


=  c 


2(1 


.  .  W+RS 

et  par  le  second.  =  c. 

ia 

Comme  il  fout  élever  au  carré,  nous  trouverons  dans  tous 
les  cas  R2S2  =  (bd  —  2ae)2. 

Remplaçons  R2  par  sa  valeur  &2  —  40c,  S2  par  sa  valeur 
d-  —  4a/';  effectuons,  nous  trouverons  facilement  après  sim- 
plification, pour  la  condition  cherchée. 

ae2  -\-  cd*  —  bde  -f-  f  (b-  —  40c)  =  o. 

A.  M. 


QUESTION  189 

Solution  par  M.  Boulogne,  élève  du  Lycée  de  Saint-Quentin. 


Montrer  que  si,  par  un  même  point  de  l'arête  d'un  dièdre,  on 
mène  dans  chaque  face  une  droite  formant  un  même  angle  a  avec 
l'arête,  l'angle  de  ces  deux  droites  ne  varie  pas  proportionnelle- 
ment à  l'angle  dièdre,  à  moins  que  l'angle  a  ne  soit  droit. 

Si  7.  est  droit,  l'angle  des  deux  droites  est  le  rectiligne  du 
dièdre,  et  on  sait  que  le  dièdre  est  mesuré  par  son  recti- 
ligne, c'est-à-dire  qu'ils  varient  proportionnellement.  Dans 
la  démonstration  suivante  nous  considérerons  le  rectiligne 
du  dièdre  au  lieu  du  dièdre  lui-même. 

Soit  le  dièdre  SO.  Coupons-le  par  un  plan  perpendiculaire 
à  L'arête.  L'angle  COE  =  <»  sera  le  rectiligne  du  dièdre. 

Par  un  point  A  de    l'arête,  immous  des  droites  AC,  AE 


—  457  — 

faisant  chacune  avec  l'arètc  un  angle  oc,  et   soit  o  l'angle 
CAE  de  ces  deux  droites.  Soit  de  plus  l  la  longueur  cons- 
tante CA. 
Le   triangle  rectangle  CAO   donne 

i  CO  =  /sin  y.  et  le  triangle  COD  donne 

! 

I  aussi  CD  =  CO  sin       ;   donc 

CD  =  l  sin  oc  sin  . 

Si  l'on  joint  A  à  D,  le  triangle  ACD 

donne  CD  =  /  sin  -1-. 

2 

Égalant  les  deux  valeurs  de  CD,  on    ! 


a  après  simplification 

sin 

G) 

k  sin  —   = 

2 

sin  —, 

o 

- 

d'oii 

sin  — 

" 

-  =  sin  y.  = 

constante. 

sin 


Or  les  angles  ne  variant  pas  proportionnellement  à  leurs 
sinus,  il  en  résulte  que  -%-  ne  varie  pas  proportionnellement 

à   — ,  ou  o  proportionnellement  à  w;  et  comme  m  mesure  le 

2  ' 

dièdre,  cp  ne  varie  pas  proportionnellement  au  dièdre. 


QUESTION  194 

Solution  par  M.  La  Chesnais,  élève  du  Lycée  de  Versailles. 


On  donne  une  circonférence  O  et  un  diamètre  AI3.  Trouver  le 
lieu  des  points  M  tels  que  le  carré  construit  sur  la  tangente  MT 
soit  équivalent  à  quatre  fois  le  triangle  MOP,  P  étant  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  AB. 
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l  R  le  rayon  du  cercle,  on  doit  avoir 
MTS  =  2MP  .  OP. 
Or  MO2  =  OP-  -f  MP2 

donc  MT3  =  ÔP2  -f  MP2  —  R-  =  2MP  .  OP. 

Par  suite  (MP  —  OP)*  =  R'-. 

Le  lieu  est  le  même  que  celui  des  points  tels  que  la  diffé- 
rence de  leur  distance  à  des  droites  soit  constante. 

Or  on  sait  que  pour  un  point  pris  sur  le  prolongement  de  la 
base  d'un  triangle  isoscèle,  la  différence  des  distances  aux  deux 
autres  côtés  e;t  constante  et  égale  à  l'une  des  hauteurs  égales  du 
triangle. 

Donc  le  lieu  géométrique  cherché  est  le  prolongement 
des  côtés  du  carré  inscrit. 

Nota  :  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Bernard,  Prunget.  de  Chàteauroux  ; 
Latappy.  à  Saint-Paul-lé ;-Dax  ;  Vazou,  collège  Roliin  à  Pari-. 


QUESTION  '228 

Solution  par  M.  Montérou  du  Lycée  de  Pau. 


Lieu  du,  centre  d'un  triangle  équilatéral  dont  les  côtés  passent 
pur  trois  points  donnés. 

Soit  ABC   un  des    triangles   équilaléraux   dont  les  côtés 

passent  par  trois  points  don- 
nés P,Q,  R.  Les  somme 
B,  G  de  ce  triangle  se  trouvent 
'crament  sur  les  segments 
capables  de  6o°  décrits  sur 
les  droites  PR,  PQ,  QR. 

Les  bissectrices  dcs.angles 
A  el  B  se  coupent  en  O.  centre 
du  triangle  équilatéral  ABC!, 
cl  passent  par  les  points  M. 
N,  milieux  des  aies  opposés. 
Ces  deux  points  }1  el  X  sont 
donc  lixes.  Joignons  MX. 
L'angle  MOX  est  égal  à  l'angle  AOB,  qui  lui-même  est  égal 
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à  i20°.  Le  lieu  est  donc  le  segment  du  cercle  décrit  sur  MX 
et  capable  de  1 200.  Si  l'on  considérait  les  deux  autres  groupes 
de  bissectrices,  on  prouverait  de  même  que  ce  lieu  n'est 
autre  chose  que  les  segments  de  cercle  passant  par  M  et  L, 
L  cl  N,  capables  de  1200. 

Le  lieu  cherché  est  donc  le  cercle  passant  par  les  milieux 
des  arcs  capables  de  1200  décrits  sur  PR,  PR,  QR. 

Remarque.  —  Le  problème  précédent  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier du  problème  suivant. 

On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  0  dans  son  plan.  Le 
triangle  se  meut  en  restant  constamment  semblable  à  lui-même  et 
de  telle  sorte  que  chacun  de  ses  côtés  passe  par  un  point  fixe.  A 
chaque  position  du  triangle  correspond  toi  point  homologue  ii 
0.  Lieu  de  ce  point. 

Les  sommets  A  et  R  ont  pour  lieu  les  segments  capables 
de  A  et  R  décrits  sur  PR  et  PQ.  Il  résulte  en  outre  de  la 
construction  du  point  0  que  les  triangles  AOR  et  CAO  restent 
constamment  semblables  à  eux-mêmes  ;  les  angles  RAO  et 
ORC  sont  par  suite  constants.  Les  points  M  et  X  sont  donc 
et  l'angle  MON  (Haut  constant,  le  lieu  est  le  segment 
capable  de  MON  décrit  sur  MX. 

Nota.  — M.  Reruit,  élève  de  mathématiques  élémentaires 
au  lycée  de  Marseille,  a  résolu  la  même  question.  En  outre, 
il  fait  remarquer  : 

1°  Que  les  arcs  NOM,  NDL,  LIN  étant,  chacun,  capables  de 
1200,   le  triangle  MLN   est  équilaléral.  D'où  le  théoièmc: 

Les  milieux  des  segments  de  cercle  capables  de  120"  décrits  sui- 
tes côtés  d'un  triangle  sont  les  sommets  d'un  t/iangle  équilatéral. 

Li"  Le  cercle  lieu  du  point  0  passe  par  le  point  I  commun 
aux  trois  segments  de  cercle. 

En  ellet,  joignons  IM,  IL,  1R. 

L'angle  RDI  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  RAM,  c'est- 
à-dire  i5o°.  L'angle  RIL  vaut  aussi  i5o°;  leur  somme  égale 
3oo°.  Donc  MIL  =  6o°.  Donc  le  point  I  communaux  trois 
menls  de  cercle  bien  sur  la  circonférence  est  lieu  du  point  0. 

Nota.  —  H.  Comandré,  du  lycée  Saint-Louis,  a  Besoin  la  même  question. 
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NOTE    SUR    UNE    APPLICATION 

DU   CALCUL    DES    DÉTERMINANTS 

A    CERTAINES   QUESTIONS   I>Z    MAXIMA   ET   DE    MIMMA 
Par  M.  K.  «3.  Boquel. 


formé 


1°  Soit  une  fouclion  F(cc)  d'une  seule  variable  indépen- 
dante, et  telle  qu'on  puisse  la  mettre  sous  la  forme  de  la 
somme  de  deux  carrés  de  deux  fonctions  linéaires  de  la 
variable  x,  comme  il  suit: 

F(x)  =  {ax  -f  bf  -|-  [a'x  -f  b'f 
en  supposant  les  deux  fonctions  linéaires  ax  -f-  b  et  a'x  -j-  b' 
distinctes,  c'est-à-dire  ab'  —  ba'  "\  o. 

Proposons-nous    de   trouver   le   minimum   d'une    pareille 

c       l-        r<  !  .  a      b 

tonction.  Considérons  le  déterminant  A  =  ,, 

a      b 

avec  les  coetficients  des  deux  fonctions  linéaires  qui  entrent 
dans  la  composition  de  F(x);  déterminant  que  nous  sup- 
posons différent  de  zéro 

a  et  a  étant  des  constantes,  le  minimum  de  ~F(x)  a  évi- 
demment lieu  pour  la  même  valeur  de  x  que  le  minimum  de 
(a2  -f-  a'-)¥(x).  Mais  on  -a  identiquement,  en  représentant 
par  A  et  A'  les  deux  fonctions  linéaires  ax  -f-  ^  et  a'x  -f-  b'  : 
(a-  -f  a'2)(A2  -j-  A'2)  —  (A'a  —  Aa')2  =  a2A2  +  a'8A'2  -f  2oa'A  A 

=  (aA  -J-  a'A'f. 

Donc    (a2  -f-  a'2)  F(x)  —  (Aa  —  kà)-  -f-  (aA  +  a  A')1. 

Mais  A'a  —  Aa'  est  précisément  le  déterminant  A  ;  car  on 
a  :  a(ax  -j-  6')  —  a'(ax  -j-  b)  =  ab'  —  ba'. 

Donc  (a2  +  a'2)F(x)  =  A-  -f  («A  +  «'A')2. 

L'expression    dont   il  s'agit  de    trouver  le    minimum  est 

donc  égale  à  la  somme  de  deux  carrés  dont  le  premier  est 

une  constante;    son    minimum    aura    donc   lieu   quand   le 

second  carré  sera  nul,  c'est-à-dire  pour  la  valeur  de  x  satis- 

A               A' 
faisant  a  l'équation  Ar/  -j-  L'a!  =  o,  ou  — r  = 1     qui , 
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développée,  devient  : 

(ax  -}-  b)a  -j-  {a'x  -f-  &')ft'  =  o 
et  qui  conduit  à  la  solution 

ab  -j-  b'a 

a2  -f-  a '"' 
Pour  celte  valeur  de  x,  l'expression  se  réduit  a  A-  qui  est 
sa  valeur  minimum,  et  par  conséquent  le  minimum  de  F  (a?)  est 

A2  (ab'  —  bnf         .     .. 

: ; — =  ; — : — rr- — ,  qui  a  lieu  quand  on  donne  à  x 

a-  -f-  «2  a1  -j-  a  - 

la  valeur  —  ; ; — .     Ce    sont    d'ailleurs    les    résultats 

a1  -|-  a2 

qu'on  obtient  par  les  procédés  élémentaires  connus. 

Pour  Lien  faire  sentir  l'avantage  de  la  formule  précédente, 
ou  le  minimum  de  F(.r)  est  exprimé  en  fonction  de  A,  prenons 
une  application  très  simple,  par  exemple  la  distance  d'un 
point  (x"  y"),  à  une  droite  Ax  -f-  By  -|-  G  =  o  (coordonnées 
rectangulaires). 

La  distance  cherchée  est  le  minimum  de  l'expression 

*2  =  <y  -  y"f  +  (*'  -  O2 

ou  x ,  y'  désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  la  droite 
considérée,  c'est-à-dire  des  quantités  telles  que  l'on  ait 
identiquement  kx   -J-  By'  -\-  G  =   o.    Remplaçons    y'    par 

kx'  C       ,         _     ..     . 

=r-,  dans  0-  ;  il  vient  : 


B 


B 


kx  c         , 


+  (x  -  05*). 


C'est  là  une  fonction  F(x')  de  la  variable  x,  présentant 
précisément  la  forme  étudiée  plus  haut,  et  l'on  a  : 

+  y'  f  kx'      .      C 


B 


x 


B 


+  —  +  .</ 


Le  minimum  de  F(.r')  est  donc  immédiatement,  en  vertu 
de  la  formule  établie, 


4r  +  - 


A2  -f-  B2 
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On  reconnaît  bien  la  formule  usitée  en  géométrie  analy- 
tique, quand  la  droite  est  sous  la  forme  Aac  -f-  By  -f  G  =  o. 

2°  Soit  maintenant  une  fonction  F(x,  y)  de  deux  variables 
indépendantes  et  telle  qu'on  puisse  la  mettre  sous  la  forme 
de  la  somme  de  trois  carrés  de  trois  fonctions  linéaires  des 
deux  variables  x  et  y,  comme  il  suit  : 
¥(x,  y)  =  (ax+  by  -f  c)2  +  (a'x  +  b'y  -f  c')-  +  (a*x-\-b'y+  cf. 

Considérons  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  des 
trois    fonctions    linéaires    qui  entrent   dans  la  composition 

abc 
de  F(x,  y)  :  A  =      a    b'   c 

a    b"   c 
et  supposons  ce  déterminant  différent  de  zéro. 

Ordonnons-le  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne;  il  prendra  la  forme  A  =  Ce  -j~  Ce  -j-  Ce".  C,  C, 
C"  étant  des  constantes,  le  minimum  de  ~F(x,  y)  a  évidem- 
ment lieu  pour  les  mêmes  valeurs  de  x  et  de  y  que  le  mini- 
mum de  l'expression  (C2  -J-  C'2  -j-  C"2)F(a;,  ij). 

Désignons  par  A;  A',  A"  les  trois  fonctions  linéaires 
ax  -j-  by  +  c,      a'x  -f  b'y  -f-  c',      a'x  -f  b'y  -\-  c  ; 
on  a  identiquement  : 

(C-2  -f-  C'2  +  C*2)(A2  +  A2  +  A"2)  —  (AC  -f-  A'C  +  A"C")2 
=  ,  C'A"  _  C'A')2  +  (C'A  —  CA")2  +  (CA'  —  C'A)2. 

Observons  que  AC  -j-  A'C  -f-  A'Xl'  est  précisément  le 
déterminant  A  ;  car  si,  dans  ce  déterminant,  on  multiplie  les 
éléments  de  la  première  colonne  par  x,  ceux  de  la  seconde 
par  y,  et  qu'on  ajoute  ces  éléments  ainsi  multipliés  aux 
éléments  correspondants  de  la  troisième  colonne,  le  déter- 
minant nouveau  est  égal  au  premier,  et  l'on  a  : 
a     b     ax  -\-  by  -\-  c 

A  =      a     b'     a'x  -f-  b'y  -f-  c 
a"    b"    a'x  -j-  b'y  -f-  c' 

Or,  en  ordonnant  ce  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  dernière  colonne,  on  a  précisément 

A  =  AC  -f-  A'C  +  A 
puisqu'il  ne  diffère  du  proposé   que  par  le  changement  en 
A.  A',  A',  des  éléments  c,  c,  c"  de  la  colonne  par  rapport  à 
Laquelle  on  avait  primitivement  ordonné. 


a 

b 

A 

a 

b' 

A' 

a 

b' 

A 
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On  a  donc  enfin  : 

(G*  _j_  C*  +  C"2)F(;r,  y)  =  A2  +  (C'A"  -  C'A')8 
4-  (C'A  —  GA",2  +  (GA-  —  C'A)2. 
Cette  expression  est  la  somme  de  quatre  carrés  dont  l'un 
est  une  constante;  son  minimum  aura  donc  lieu  quand  les 
trois  derniers  carrés  seront  nuls  (si  cola  est  possible),  c'est- 
à-dire  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y  satisfaisant  aux  équations 
C'A"  —  C'A'  =  o,     C'A  —  CA"  =  o,     GA'  —  C'A  =  o. 

Ces  trois  équations  n'en  forment  réellement  que  deux 
distinctes;  car  elles  ne  sont  autre  chose  que  l'égalité  des  rap- 

A  A'  A" 

ports  suivants  :       — — —  =  — -  =  — — -  ; 

on  pourra  donc  généralement  trouver  des  valeurs  de  x  et  de 
//  annulant  les  trois  derniers  carrés  et  pour  ces  valeurs  l'ex- 
pression (G2  -f-  C2  ~\-  C"-)F(a?,  y)  atteint  son  minimum  dont 
la  valeur  est  A2.  Le  minimum  de  F(x,  y)  est  donc 

A2 
C'i  -fC'^-f  C"2  * 
Appliquons  ce  résultat  à  une  question  simple,  la  recherche 
de  la  plus  courte  dislance  de  deux  droites  de  l'espace. 

„   .  [x  =  az  4-  p 

Soient  \  ,     T  [ 

(y  =  bz  -f  q 

iœ  =  az  -\-  p 
et  [y  =  b'z  +  q 

les  équations  des  deux  droites  dont  il  s'agit  (axes  rectan- 
gulaires). 

En  appela nt(oc'  y'  z)  et  (x"  y"  z")  les  coordonnées  de  deux 
points  respectivement  situés  sur  ces  droites,  le  carré  de 
la  plus  courte  distance  cherchée  est  le  minimum  de  l'ex- 
pression 

o2  =  (x  -  x"y>  +   (y  -  y" f  +  (z  -  z'r 
ou  o2  =  (az—  az"-{-p  —  p')--\-(bz'  —  b'z'-\- q  —  q)--\-{z'  —  z  )- 
C'est  là  une  fonction  F  (z,  z")  des  deux  variables  indé- 
pendantes z  et  z",  présentant  précisément  la  forme  étudiée 
plus  haut,  et  l'on  a  : 

a  —  à    p  —  // 
A  =      b  —  6'     q  —  q 
\   —  i  o 
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Le    mininium   de    F(V,   z")   est  donc   ininiédiateinenl,   en 
vertu  de  la  formule  établie, 


a  —  a 

P  —  P 

h  —  V 

q  —  q 

i  —  i 

o 

bz 

— 

bz  +  q 

—  q 

a  — 

-  a 

—  b'(ba- 

-ab)  ' 

y 

—  b'z  - 

9 

(b'  —  bf  -\-  (a  —  o)2  -j-  (ba  —  ab' )- 
On  peut  même  retrouver  par  ce  procédé  les  équations  de 
la  droite  sur  laquelle  est  comptée  la  plus  courte  distance. 
Les  valeurs  de  z'  et  de  z"  satisfont  aux  équations  : 
az — a'z"-\-p —  p'  bz'  —  b'z " -\-q  —  q'  z'  —  s* 

b  —  6  a  —  a  ba  —  ab' 

Éliminons  z"  entre  ces  deux  équations;  à  cet  effet,  multi- 
plions les  deux  termes  du  dernier  rapport  par  a ,  puis  par  b'. 
et  retranchons  terme  à  terme  des  deux  premières,  nous 
aurons  : 

<i:-'  —  <ïz  -r  P  —p' 
b'  —  b  — a  [ba'  —  ab) 
équation  qui  peut  s'écrire  : 
x  —  az  —  p 
b'  —  b  —  a  (ba  —  ab' i  a  —  a'  —  b  (ba'  —  ab)  ' 

Si  l'on  y  regarde  x,  y',  s  comme  des  coordonnées  courantes, 
elle  représente  un  plan  qui  passe  par  le  pied  de  la  plus 
courte  distance  sur  la  première  droite. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  ce  plan,  qui  est  de  la  forme 
\(x  —  az — p)  =y-(y —  b'z  —  q),  contient  la  deuxième  droite; 
il  passe  donc  par  le  pied  de  la  plus  courte  distance  sur  la 
deuxième  droite  ;  donc  il  contient  la  plus  courte  dislance 
elle-même, 

En  éliminant  d'une  manière  tout  à  fait  semblable  z  au  lieu 
de  z",  on  obtiendra  de  même  l'équation  d'un  second  plan 
contenant  aussi  la  plus  courte  distance;  les  équations  de  ces 
deux  plans,  considérées  comme  simultanées,  sont  donc  les 
équations  de  la  droite  sur  laquelle  est  comptée  la  plus  courte 
distance. 

(A  suivre.) 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  1880 

Composition  en  mathématiques. 
(Solution  par  M.  Guichard,  élève  à  l'école  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


Etant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique,  011  considère  une 
génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface  et  la  génératrice  B  du 
même  système  qui  est  perpendiculaire  à  la  première;  par  les 
points  a  et  b  où  ces  droites  sont  rencontrées  par  leur  perpendicu- 
laire commune,  passent  deux  génératrices  rectilignes  A!  et  B' 
de  l'autre  système;  soient  a'  et  b'  les  points  ou  les  deux  droites 
A'  et  B'  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune. 

1°  Trouver  le  lieu  d>'s  points  a  et  b,  et  celui  des  points  a'  et  b' 
quand  la  droite  A  décrit  le  paraboloide. 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A  et  B' 
ou  A'  et  B. 

3°  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  des  perpendicu- 
laires communes,  et  étudier  la  variation  de  ces  longueurs. 

4°  Lieu  des  points  a  et  b. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

La  droite  ab  restant  constamment  perpendiculaire  au  plan 
directeur  auquel  sont  parallèles  A  et  B,  quand  la  droite  A  se 
déplace  sur  la  surface,  ab  décrit  un  cylindre.  L'intersection 
de  ce  cylindre  avec  la  surface  donnera  le  lieu  demandé. 
Pour  déterminer  ce  cylindre,  je  prends  pour  plan  horizontal 
de  projection  le  plan  directeur  parallèle  aux  droites  A.  Les 
droites  A  et  B  se  projettent  sur  ce  plan  suivant  deux  droites 
rectangulaires  A,,  Bt  ;  la  verticale  ab  rencontre  le  plan 
horizontal  au  point  M.  Les  droites  At  et  Bt  sont  d'ailleurs 
tangentes  à  la  parabole  de  contour  apparent  de  la  surface. 
Il  en  résulte  que,  lorsque  la  droite  A  se  déplace,  le  point  M 
décrit  la  directrice  de  celte  parabole.  La  droite  ab  décrit  le 
plan  vertical  quia  pour  trace  horizontale  DM.  Ce  plan  coupe 
la  surface  suivant  une  hyperbole  qui  est  le  lieu  demandé. 

JOURNAL   DE   MATH.    1880.  30 
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SOLUTION    ANALYTIQUE 

Je  place  l'origine  au  sommet  du  paraboloïde  ;  je  prends 
pour  plan  des  xy  le  plan  directeur  parallèle  aux  droites  A  ;  et 
dans  ce  plan,  je  prends  pour  axe  des  y  l'axe  du  paraboloïde  ; 
l'axe  des  x  sera  alors  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  des 
xy  coupe  la  surface.  L'équation  de  la  surface  sera  : 
z(ax  -\-  bz)  =  y . 
Les  droites  A  et  B  ont  pour  équation 
A  z  =~k  l(ax  -f-  bz)  =  y. 

B  z  =  <j.  <j.(ax  -\-  bz)  =  y.  (1) 

Avec  la  relation  a2Àa  +1=0 

qui  exprime  que  les  droites  sont  rectangulaires. 

Les  projections  de  A   et  B   sur  le  plan  de  xy  ont  pour 
équations 
A,  Max  +  Vk)  =  y,  (2) 

Bt  \t-(ax  -\-  by.)  =  y.  (3) 

Pour  avoir  l'équation  du*  cylindre  que  décrit  ab,  il  suffit 
d'éliminer  À  et  a  entre  (1)  (2)  et  (3).  Pour  cela,  je  retranche 
membre  à  membre  (2)  et  (3),  on  obtient 

(X  —  |jl)  [ax  -\-  b(l  +  a)]  =  o 
ou,  en  laissant  de  côté  pour  le  moment  la  solution  /  —  </.  =  o, 

_         ex 

A  +  a_-— . 

La  relation  (1)  donne  d'ailleurs 

a2x2      ,      2 
d'où  X.  +  |l.=  _+_. 

D'ailleurs,  si  j'ajoute  (2)  à  (3)  membre  à  membre 

ax(X-f  u.)  +  6(À2  +  a2)  =  2y.  (4) 

En  portant  dans  cette  équation  les  valeurs  précédentes  de 

b 
a  +  a  et  À2  +  u.2,  on  a  :     y  =  —7-. 

La  droite  ab  décrit  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  y; 
ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  dont  les  équa- 

b       .  1     r    \  b 

lions   sont  y  =  —5-,  {ax  -f-  bz)  =z  — -. 
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Cette  hyperbole  a  sou  centre  sur  l'axe  des  y. 
Les    asymptotes  sont  parallèles  à  Ojc  et  OA,  traces   des 
plans  directeurs  sur  le  plan  des  zx. 
Je  reprends  la  solution  À  =  \t. 
La  relation  (l)  donne 

a 
L'équation  (4)  donne 

.       .         b 

il  =  ±  xx . 

J  a2 

Ce   qui  représente   deux  plans  imaginaires  ;  leur   droite 

d'intersection  est  verticale,  et  son  pied  sur  le  plan  des  xy  a 

pour  coordonnées  x  =  o,  u  = . 

Les  droites  A  et  B  sont  confondues  pour  ces  valeurs  de 
X  et  [j.,  elles  se  projettent  suivant  les  droites 

Ces  droites  appartiennent  aux  directions  asymptotiques 
d'une  sphère;  on  peut  considérer  chacune  de  ces  droites 
comme  perpendiculaires  sur  elles-mêmes,  le  lieu  des  pieds 
des  perpendiculaires  communes  sera  ces  droites  elles-mêmes. 

On  aurait  pu  trouver  cette  solution  singulière  par  la 
géométrie,  en  remarquant  que  le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  une  parabole  se  compose  de  la 
directrice  et  des  deux  droites  isotropes  menées  par  le  foyer. 

On  peut  vérifier  facilement  que  la  droite  y  =  —  et  le  point 

x  =  o,    y  = sont  la  directrice  et  le  foyer  de  la  para- 
bole de  contour  apparent  dont  l'équation  est 

:r.r-  -\-  ^.blj  =  O. 

Dans  cette  discussion,  j'ai  supposé  a  et  b  ^  o  ;  si  a  =  o, 
la  surface  est  un  cylindre  parabolique;  il  n'y  a  plus  de  pro- 
blème. 

Si  b  =  o,  la  surface  est  un  hyperboloïde  équilatère,  les 
droites  At  et  B1;  au  lieu  d'envelopper  une  parabole,  passent 
par  un  point  iixe  qui  est  le  sommet  de  la  surface.  Les  équa- 


—  468  — 

tions  des  droites  A^  et  Bx 

lax  =  y 

<j.ax  =  y 
avec  a2Au-j-  i  =  o,  ce  qui  donne  comme  lieu  de  a&  l'équation 

x°-  -f  y-  =  o, 
qui  représente  deux   plans  imaginaires  passant  par  l'axe 
des  z.  Il  était  bien  évident,  a  priori,  que  l'axe  des  z  ferait 
partie  du  lieu,  puisque  toutes  les  droites  A  s'appuient  sur 
Taxe  des  z  et  lui  sont  perpendiculaires. 

Lieu  des  points  a'  et  b'. 

Les  équations  des  droites  A'  et  B'  sont  : 

A'  (ax  -\-  bz)  =  ;j.t  n^z  =  y 

B'  (ax  -f-  bz)  =  X,  XiZ  =  y. 

Les  droites  A  et  B  sont  dans  un  même  plan  vertical; 
elles  se  projettent  horizontalement  suivant  la  même  droite. 
Les  équations  de  ces  projections  sont: 

A't  \}.xax  -j-  by  =  u^2» 

Bx  <j.ax  -f-  b\)?  =  y. 

Pour  que  ces  équations  représentent  une  même  droite  il 
faut  que  l'on  ait  : 

!*i    _    —  IV    _       à 
[x  6a2  —  i 

Toutes  ces  relations  sont  vérifiées  pour  la  même  valeur  de 
;j4;  ce  qui  était  évident,  d'après  la  discussion  géométrique 
ci-dessus.  Il  faut  donc  prendre 

[Aj  =  —  bu., 
ll  =  —  bX. 

Les  équations  des  droites  A'  et  B' deviennent: 

A'  ax  -{-  bz  =  —  6a        —  bu.z  =  y, 

B'  ax  -\-  bz  =.  —  b\        —  bXz  =  y . 

La  droite  a'b'  reste  perpendiculaire  au  deuxième  plan 
directeur  ax  -j-  bz  =  o.  Pour  avoir  la  section  droite  de  ce 
cylindre,  je  fais  tourner  les  axes  de  coordonnées  dans  le  plan 
des  zx  en  prenant  pour  nouvel  axe  des  x  la  droite  ON  et 
pour  nouvel  axe  des  z  la  droite  ON'  perpendiculaire. 

Dans  ce  système  d'axes  la  droite  Ox  aura  pour  équation 
ax  -f-  bz  =  o,  la  droite  0^,  —  bx  -j-  az  =  o. 
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Pour  passer  de  l'ancien  système  au  nouveau  il  suffira  de 
remplacer 

—  bx  -f-  as  ax  -4-  bu 

x  par  — ===== — ,       z  par  - 

Va2  -f  62  Va2  -f  62  * 

On  voit  d'après  ces  formules  que 

ax  -f-  bz  devient  z  y  a2  -j-  62  . 

L'équation  du  paraboloïde  restera  la  même,  ce  qui  était 
évident  d'ailleurs,  puisque  les  deux  plans  directeurs  doivent 
jouer  le  même  rôle  dans  la  surface. 

Les  équations  des  droites  A'  et  B'  deviennent  dans  ce 
système  en  posant  S  =  y  a1  -f-  62 

A'  Zz  =  —  b[j.        —  6a  (ax  -f-  bz)=  Zy, 

B'  Iz  =  —  b\        —  bl  (ax  -f  bz)  =  ly . 

Les  projections  de  A'  et  B'  sur  le  deuxième  plan  directeur 
ont  pour  équation  : 

b<j.  (oax  —  62a)  =  —l-y,  (5) 

b\  (tex  —  62X)  =  —  Zhj.  (6) 

Avec  (1)  Xu.a2  -J-  i  =  o. 

En  éliminant  X  et  \j.  entre  ces  trois  équations  on  aura 
l'équatiou  du  cylindre  que  décrit  a'b'. 

En  retranchant  (o)  et  (6)  membre  à  membre  et  en  supposant 
a  et  6  ^  o      (X  —  u.)  [Zax  —  b-(l  +  [*)]  =  o. 

En  laissant  de  côté  la  solution   À  —  p  =  o 

x+p  =  — 

d'où  x2  +  -,2=i^-  +  — . 

^  '  6*        ^     a2 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

blax(l  -f-  <j.)  —  b>(\*  -f  [*»)  =  —  2C-.7 
obtenue  en  ajoutant  (5)  et  (6),  membre  à  membre,  on  a  : 

às 

c-y  = . 

,       a 
Dans  le  plan  des  xy  cette  équation  représente  une   droite 

parallèle  à  la  directrice  de  la  parabole  de  contour  apparent. 

Dans  l'espace   elle  représente   un   plan  perpendiculaire   à 

l'axe  de  la  surface;  ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une 
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hyperbole  qui  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des 
zx.  L'équation  de  cette  projection  est 

b3 
z{ax-\-  bz)  =  -— 

L'équation  ne  changera  pas  d'ailleurs  si  l'on  revient  aux 
axes  primitifs. 
La  solution  A  —  a  =  o  donne  encore  deux  plans  imaginaires. 

2°  Lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  A  et  B',  ou  A.'  et  B. 

SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE 

Au  point  d'intersection  de  A  et  B'  le  plan  tangent  à  la 
surface,  qui  contient  les  droites  A  et  B',  est  vertical  ;  le  point 
d'intersection  se  trouve  donc  sur  la  courbe  de  contact  du 
cylindre  vertical,  circonscrit  à  la  surface.  Cette  courbe  de 
contact  n'est  autre  chose  que  la  parabole  du  contour  appa- 
rent. 

SOLUTION    ANALYTIQUE 

Les  droites  A  et  B'  ont  pour  équation  : 
A  z  =  1  l{ax  -\-  bz)  =s=  //, 

B'        ax-}-  bz  =  —  bl  —  blz  =  y. 

Le  z  du  point  d'intersection  sera  égal  à  X.  Pour  avoir  une 

relation  entre  Yx  et  l'y  du  point  d'intersection,  c'est-à-dire 

pour   avoir  le    cylindre    projetant  verticalement  la   courbe 

d'intersection,  il  suffira  d'éliminer  1  entre 

ax  -\-  bl  —  —  bl  et  X(ax  -f-  bl)  =  y. 

_         .   ,  nx  /  ax\ 

Le  qui  donne —1  ax —  j  =  y 

a2x2  -f-  ^.by  =  o  ; 
la  trace  de  ce  cylindre  sur  le  plan  des  xy  est  la  parabole  de 
contour  apparent. 

3°  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  et  étudier   les 
variations  de  ces  longueurs. 

La  plus  courte  distancé  des  horizontales  A  et  B  est  la 
distance  des  plans  horizontaux  menés  par  A  et  B,  c'est-à- 
dire-  en  valeur  absolue  X  —  [/.. 

De  môme  la  distance  des  droites  A'  et  B'  est  la  distance 
des  plans  menés  par  ces  droites,  parallèlement  au  deuxième 
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plan  directeur  ;  plans  qui  ont  pour  équation  dans  le  deuxième 
système  de  coordonnées: 

La  plus  courte  distance  à  b'  est  en  valeur  absolue 
b      n 

On  a,  par  conséquent,    — r  =  —, 

ab         S 

rapport  qui  reste  constant. 

Pour  étudier  les  variations  de   ab,  ab',  il  suffit  d'étudier 
les  variations  de  À  —  \u  ;  À  et  [t  étant  reliés  par  la  relation 

'   *  =  — *■;, 

a- 

X  et  a  sont  de  signes  contraires,  leur  produit  est  constant, 
la  somme  À  -f-  >j.  peut  prendre  toutes  les  valeurs.  Je  prends 
À  -}  >j.  comme  variable  indépendante. 

p ._*)«=  a +  ,*)•  + -£.. 

À  —  [A  croit  en  même  temps  que  À  -f-  y.  croit  en  valeur  absolue 

2  2 

et  peut  prendre  toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  — ;  — 

est  donc  le  minimum  de  la  plus  courte  distance  des  droites 

2        b 
A.  et  B.  —  .  -—sera  le  minimum  de  la  plus  courte  distance 
a 

des  droites  A'  et  B'. 


CHOIX  DE  QUESTIONS 

PROPOSÉES  AUX  EXAMENS  D'ADMISSION   A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EX  1880 


Algèbre. 
Chercher  pour  quelles  valeurs  de  x  la  série 

i  -\ h  — =r-  -r  — =-  -f  •  •  •  +  — P="  +   est  convergente. 

Trouver  en   même  temps  la  limite  vers  laquelle  tend   — ^=—  quand  n  croit 

V» 
indéfiniment,  sans  employer  la  règle  de  L'Uospital. 
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—  En  cherchant  la  plus   grande  commune  mesure  entre  deux  longueurs 
A  et  B,  on  a  les  égalités  successives 

A  =  Bç  +  R 
B  =  R5l  +  R, 


Rn  —  2  =  Rn  —  \qn  +  Rn 

En  supposant  Rn  =  o.  le  rapport  -—  s'exprime  par  une  fraction  continue 

13 

terminée.    On  propose  de  déduire   de  cette   considération  que    les   réduites 

successives  d'une  fraction  continue  sont  des  fractions  irréductibles. 

—  Sachant  qu'entre  trois  racines  x',  x',  x"  de  l'équation  f[x)  =  o  on  a  une 
relation  %(x',  x',  x")  =  o.  on  demande  la  marche  à  suivre  pour  abaisser  le 
degré  de  l'équation  f[x)  =  o,  c'est-à-dire  pour  ramener  sa  résolution  à  celle 
d'une  équation  du  degré  moindre. 

—  On  demande,  à  propos  de  la  dérivation  de  ax.  si  le  rappport 

h 
tend  vers  sa  limite  en  croissant  ou  en  décroissant. 
Distinguer  entre  a  >  i  et  a  <  i. 

—  a  étant  un  nombre  entier,  réduire  \Ja[a  +  i)  en  une  fraction  continue. 

(fx) 

—  Soit  l'expression  x  —  ■'     ,   ;  on  demande  à  quelles  conditions  doit  satis- 

(fx) 

faire  une  valeur  de  x  comprise  entre  les  deux  nombres  a  et  b  pour  que  la 
fonction  considérée  soit  croissante  pour  cette  valeur  de  x.  a  et  b  ne  comprenant 
entre  eux  aucune  racine  de  la  dérivée. 

.  .        ox2  -\-  b.r  -)-  c 

—  Soit  la  fraction  — — — — :  on  demande  de  former  l'équation  du 

ax1  +  bx  +  c 

deuxième  degré  qui  admet  pour  racines  les  valeurs  de  x  qui  répondent  au 
maximum  et  au  minimum  de  la  fraction  donnée. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle 


[x —  i)3^2-!- 1) 
p  et  q  désignant  deux  nombres  entiers  quelconques. 

—  f[x)  =  o  étant  une  équation  à  coefficients  imaginaires,  qui  admet  pour 
racine  une  imaginaire  de  la  forme  a  -f-  6V  —  i  .  établir  que  l'équation  conjuguée 
de  la  proposée  (c'est-à-dire  celle  que  l'on  en  déduit  en  changeant  y—i  en 
—  \—  i)  admet  pour  racine  l'imaginaire  a — b^l —  i  conjuguée  de  a  +  b\ —  i . 

—  Etudier  les  variations  de  la  fonction 

y  =  x  +  V  x*  —  i 
quand  x  varie  de  —  oo  à  +  so  . 

—  Démontrer:  1°  que  quand  on  multiplie  deux  polynômes  par  un  troisième, 
leur  plus  grand  commun  diviseur  esl  multiplié  par  ce  troisième  polynôme; 
2°  que  -;i  un  polynôme  divise  un  produit  de  deux  polynômes  el  esl  premier  avec 

l'un  d'eux,  il  divise  l'autre. 

—  Réduire  2  -J-  \fb  en  fraction  continue. 

—  Etablir  que  les  logarithmes  de  deux  nombres,  pris  chacun  dans  le  système 
dont  l'autre  est  la  base,  sont  inverses  l'un  de  l'autre,  c'est-à-dire  que 

log  ba  X  log  ab  =  1. 
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—  Former  l'équation  du  deuxième  degré  dont  l'une  des  racines  est  la  valeur 
de  la  fraction  continue 

S=2-f    I 


3  +  i 


5  +  i 


6  +  i 


+  i 


6  +  i 


8  +   . 

—  Etant  donnée  l'équation  f[x)  =  o,  on  demande  de  former  une  équation 
telle  que  chacune  de  ses  racines  y  soit  liée  à  deux  quelconques  des  racines  de 
la  proposée  par  une  relation  telle  que  y  =  m(a?',  x"). 

—  Expliquer  comment  on  peut  faire  la  séparation  des  racines  de  l'équation 
du  quatrième  degré  au  moyen  du  théorème  de  llolle. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction 

i  .  2  .  3  .  . . .  n 

(x+  i)  (x  +  2)  [x+  3)  ...  [x  +  n)' 

—  De  la  formule  cos  [a  -f-  b)  =  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  6,  déduire  la  for- 
mule qui  donne  sin  (a  -j-  b),  par  la  dérivation. 

—  Réduire  \ja-  —  i  en  fraction  continue. 

—  Etudier  les  variations  de  la  fonction  implicite  définie  par  l'équation 
a?  -|_  y'<  —  i  —  0i  quand  x  varie  de  —  oo   à  +  30 . 

—  Les  conditions  que  l'on  trouve  en  exprimant,  au  moyen  du  théorème  de 
Sturm,  qu'une  équation  du  degré  m  a  toutes  ^es  racines  réelles,  sont-elles  toutes 
distinctes?  —  Pourquoi  j  en  a-t-il  qui  rentrent  dans  les  autres  ?  — Si  l'une 
des  fonctions  de  Sturm,  Xp.  a  des  racines  imaginaires,  l'équation  proposée 
peut-elle  avoir  toutes  ses  racines  réelles?  —  Combien  en  a-t-elle  au  moins 
d'imaginaires? —  Que  peut-on  dire  de  L'équation  proposée  quand  Xji^oa 
une  racine  double  ? 

—  Le  nombre  i  -J-  fyS  rend-il  aussi  positif  le  premier  membre  de  la  dérivée 
du  polynôme      \xm  —  "S'.rm  —  p  -f  x>n  —  p  —  i  -\-    ...  -\-  i)? 

Rend-il  aussi  positif  le  premier  membre  de  la  dérivée  de  l'équation  proposée? 

Géométrie  analytique   plane. 

Construire  la  courbe  dont  l'équation  est  : 

3  /  i  —  .r 

y  =  x  \    asymptotes. 

V     i  —  x 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  ainsi  que  le  point  où  cette  tangente 
rencontre  la  directrice  de  la  courbe;  on  donne  en  mitre  un  cercle  ayant  ce 
point  pour  centre  et  un  rayon  donne  /•.  cercle  que  l'on  considère  comme  le 
lieu  des  sommets  des  paraboles  considérées;  former  l'équation  générale  de  ces 
courbes. 

—  Déduire  de  l'équation  de  la  tangente  en  coordonnées  polaires  l'équation  de 
l'asymptote. 

Trouver  les  asymptotes  de  la  courbe 

p'(i  —  2  sin  to)  —  2p:  cos  o)  -f  i  —  tg  a)  =  o. 

—  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  trouver  le  lieu  des  points  II  tels  que 
l'angle  MBA  soit  le  double  de  l'angle  MAIL 
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—  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

x3  +  y5  =  i . 

—  Étant  donné  un  cercle  0  et  un  rayon  fixe  OA.  on  prend  un  rayon  mobile  OB  ; 
trouver  le  lieu  du  point  M  de  rencontre  des  perpendiculaires  AH  et  BR 
abaissées  de  l'extrémité  de  chaque  rayon  sur  l'autre  rayon. 

—  On  donne  les  équations  de  deux  cercles  en  coordonnées  rectangulaires 

x-  +  y-  +  2dx  +  2ey  +  f  —  o 
x~  +  y2  +  2d'x  +  2e'y  +  f  =  o. 
Exprimer  que  ces  deux  cercles  se  coupent  orthogonalement  en  leurs  points 
de  rencontre. 
Généraliser  pour  deux  courbes  quelconques. 

—  Démontrer  que  par  les  points  de  rencontre  de  deux  ellipses  quelconques, 
on  peut  toujours  faire  passer  une  hyperbole. 

—  On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole,  ainsi  que  le  point  où  elle  ren- 
contre la  tangente  en  l'un  des  sommets;  on  donne  en  outre  la  longueur  de  l'axe 
transverse.  On  demande  l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  ces  conditions 
communes. 

—  On  demande  l'équation  générale  des  paraboles  qui  ont  de  commun  un 
point  de  l'axe,  un  point  de  la  directrice  et  le  paramètre. 

—  L'équation  générale  du  deuxième  degré  à  deux  variables  représentant  une 
parabole,  on  demande  de  calculer  la  valeur  du  paramètre  en  fonction  des  coeffi- 
cients. 

—  Étant  donnée  l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  bipolaires,  on  demande 
de  déterminer  la  tangente  en  un  de  ses  points.  —  Appliquer  le  résultat  à  l'el- 
lipse, à  l'hyperbole  et  à  la  lemniscate. 

—  On  prend  sur  une  ellipse  deux  points  M  et  M'.  Du  point  M'  comme  centre 
on  décrit  un  cercle  passant  par  le  foyer  de  droite.  Du  point  M'  on  décrit  un 
deuxième  cercle  passant  par  le  même  foyer.  Calculer  la  longueur  de  la  tangente 
commune  à  ces  deux  circonférences. 

—  On  mène  deux  diamètres  quelconques  BIOM'  et  POP'  d'une  hyperbole 
éqailatère;  on  joint  un  point  Q  quelconque  de  cette  hyperbole  aux  points  31,  P. 
M  .  1'  ;  démontrer  que  les  angles  PQM  et  P'QM'  sont  égaux. 

—  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  ont  en  commun  une  tangente, 
son  point  de  contact,  et  les  points  où  cette  tangente  rencontre  les  deux  directrices. 

—  On  donne  un  foyer  d'une  ellipse,  et  une  droite  sur  laquelle  est  compté 
l'un  des  diamètres  conjugués  égaux.  Trouver  l'équation  générale  des  ellipses 
satisfaisant  à  ces  conditions. 

—  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune, 
ainsi  que  le  point  où  l'autre  asymptote  coupe  l'une  des  deux  directrices. 

—  Trouver  les  asymptotes  de  la  courbe  représentée  par  L'équation 

p3  (i  —  4sin2  o>)  +  2p2  sin  o)  -(-  cos  a)  —  i  =  o. 

—  Former  l'équation  générale  des  paraboles  qui  ont  en  commun  une  tan- 
gente, le  point  A  où  cette  tangente  rencontre  les  directrices,  <'t  dont  le  lieu 
des  foyers  est  un  cercle  décrit  de  A  comme  centre  avec  rayon  donné. 

—  Intersection  de  deux  coniques  ayant  un  lover  commun. 

—  Lien  des  foyers  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  un  sommet  com- 
muns. 

—  Construire  la  courbe  p  =  tang  to  —  i» 

—  Étant  donnes  un  cercle  et  une  direction  fixe,  par  an  point  quelconque  d'un 
diamètre  donné  on  mené  une  ordonnée  dont  on  prend  le  milieu.  Trouver  le 
Lieu  du  rabattement  de  ce  poinl  milieu  sur  La  parallèle  à  la  direction  fixe  menée 
par  le  [lied  de  l'ordonnée. 


—  Construire  la  courbe  y  =  r?  —  x. 

Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  cette  courbe  qui  sont  parallèles  à 
la  droite  y  =  x. 

—  Trouver  le  maximum  de  la  distance  du  centre  à  une  normale  à  l'ellipse. 

—  On  donne  une  droite  et  trois  points  dans  un  plan;  former  lequation  de  la 
conique  qui  passe  par  les  trois  points,  et  dont  la  droite  donnée  est  un  axe. 

—  On  donne  une  hyperbole  équilatère,  et  un  point  fixe  M  sur  l'un  des  axes. 
On  mène  un  diamètre  quelconque  qui  rencontre  l'hyperbole  aux  points  A  et  B. 
Parles  trois  points  .M.  A.  B  on  fait  pister  un  cercle,  et  on  mène  en  A  et  B  1rs 
tangentes  à  ce  cercle;  elles  se  coupent  en  un  point  P.  On  joint  PM;  cette  droite 
rencontre  le  cercle  aux  deux  points  .M  et  N.  A  chaque  position  de  la  droite  Al! 
répond  un  point  N;  démontrer  que  ce  point  N  décrit  la  polaire  du  point  M  par 
rapport  a  l'hyperbole. 

—  Former  l'équation  générale    des    paraboles  qui  ont  en  commun  une  l  in- 

le  point  où  elle  rencontre  l'axe,  el  dont  le  lieu  des  sommets  est  une  cer- 
taine droite  perpendiculaire  à  la  tangente. 

—  Lieu  des  milieux  des  cordes  normales  à  la  parabole. 

—  L'équation  d'une  courbe  algébrique  étant  supposée  mise  sous  la  forme 

xm  ?-'  ('-  i)  +  *"'  ~  '  *>-*  (l-i)  +  vm~'2  ^  -  «G-  î )+ -=° 

former  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  donné,  et  en  déduire  l'équation 
de  l'a  lymptote  en  considérant  cette  dernière  comme  une  tangente  dont  le  con- 
tact s'est  éloigné  à  l'infini  sur  la  courbe. 


CONCOURS  r.KXKRArX  1880 


Mathématiques   spéciales. 
Premier  concours  [retiré).  —  Le  produit 
[i+qs)[i+  g*]  (i  +  q%  ...  (i  +  q*«      '  ;     I  +  — )  (l  +-?-) 

<&n  —  1 
l1    +—. 


étant  représenté  par 

on  demande  d'exprimer  en  fonction  de  7  le  coefficient  des  différentes  puissances 
de  g;  2"  le  paramètre  7  éi  1  it  on  nombre  réel   l  »nt  la   valeur  absolue  est  infé- 
rieure à  l'unité,   ou    une   quantité  imaginaire    dont  le   module  est  inférieur  à 
l'unité,  démontrer  que  le  coefficient  de  zr  tend  vers  une  limite  quand/ 
mente  indéOninn  miner  cette  limite. 

Deuxième  concours.  —  Sur  une  courbe  d  innée  du  troisième  d<  gré  lyanl  un 
point  de  rebroussement  0,  on  considère  une  suite  de  points  A-  »■  1  A  _  ,,  -  i) 
...  v  1  .  v  \  .  \  ...  A,,  tels  que  la  tangente  en  chacun  de  ces  points 
rencontre  la  courbe  aux  points  suivants.  1"  Etant  données  les  coordonnées  do 
point  A„.  on  propose  de  trouver  les  coordon  ints  A  -  >,  et  A.t  .  et  de 

Déterminer  la  limite  de  ces  points  quand  n  augmente  indéfiniment. 

2°  On  demande  le  lieu  décrit  pai  le  premier  point   limite  lorsque  la  courbe 
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du  troisième  degré,  en  conservant  le  même  point  de  rebroussement  et  la  même 
tangente  en  ce  point,  passe  constamment  par  trois  points  fixes  P,  Q,  R.  On 
étudiera  comment  varie  le  point  d'intersection  de  ce  lieu  et  des  côtés  PQR 
quand  les  sommets  se  déplacent  sur  des  droites  passant  par  le  point  0. 

Mathématiques  élémentaires. 
Résoudre  le  système  de  n  équations  à  n  inconnues  : 

Xt    [X2  +  X3  +  .  .  .   +  Xn  -  l  +  X     )  +   1  .2  [Xi    +  iC2  +   .  .  .    +  Xn  ]!  =  9  «' 
Xï  [x3  +  r4  +  .  .  .  +  Xn  +  Xt)  +   2.3  (x,   +  X2  -f   ...  +  X    )2  =:  25  a2 


Xn  [x{  +  X2  +  ...  +  Xa  —  2  +  Xa  —  l)  +  n  [)l  +  I  )  [xi  +  X2  +  ...  +Xn  )2 

=  [in  +  i)3  a- 

—  D'un  point  0,  pris  dans  le  plan  d'un   cercle,  passent  quatre  droites   qui 

coupent  la  circonférence,  la  première  aux  points  «  et  a',  la  seconde  en  b  et  6', 

la  troisième  en  c  et  e,  la  quatrième  en  d  et  d'.  Prouver  que  le  sinus  des  moitiés 

des  arcs  ac,  bd,  ad.  bc,  a'c',  b'd\  a'd\  b'c',  sont  liés  par  la  relation 

1  .      i    ,..>,,,.      i    ,-, 

sin  —  ac  .  sin  —  bd  .  sin  —  ad  .  sin  —  bc 


sin  —  cb  .  sin  —  da  .  sin  —  db'  .  sin  —  a'c' 


Philosophie. 

—  La  terre  étant  supposée  spbérique,  on  considère  les  points  M  de  la  surlace 
dont  la  latitude  est  égale  à  la  longitude: 

1°  Déterminer  le  lieu  des  projections  du  point  M  sur  le  plan  de  l'équateur; 

2°  Déterminer  le  lieu  des  droites  AM,  A  étant  le  point  de  l'équateur  à  partir 
duquel  on  compte  les  longitudes. 


LICENCE  DES  INSTITUTS  TECHNIQUES  EN  ITALIE 


Session  d'été  1880. 

Connaissant  deux  côtés  a  et  b  d'un  triangle,  et  la  bissectrice  /  de  l'angle  C, 
résoudre  le  triangle.  —  Application  : 

o  =  3,i5; 

6  =  2,25; 

/  =  1,62. 

—  Trouver  lea  quatre  termes  d'une  progression  arithmétique  connaissant  le 

produit  des  termes  moyens,  le  produit  des  extrêmes  et  la  somme  des  cubes  des 

quatre  termes. 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  PARIS 

Session   de  juillet  1880. 

On  donne  le  rayon  R  du  quart  de  cercle  AOB;  déterminer  la  distance  OD 
de  la  parallèle  CD  à  OA,  de  telle  sorte  que  le  rapport  des  volumes  engendrés 
par  les  triangles  COD.  COA,  dans  la  rotation  autour  de  OA.  soit  égal  à  un 
nombre  donné  m.  Indiquer  les  limites  entre  lesquelles  doit  être  compris  le 
rapport  donné  m. 

—  Déterminer  le  nombre  a  de  façon  que  la  somme  des  carrés  des  racines  de 
1  équation  x-  +  (2  —  a)x  —  a  —  3  =  o 

soit  la  plus  petite  possible. 

—  On  donne  tg  —  =  b.  On  demande  de  trouver  sin  a  en  fonction  de  b.  On 

appliquera  au  cas  de  b  =  2  —  \p,  et  dans  ce  cas.  on  donnera  en  degrés  la 
valeur  de  l'arc  a  sans  avoir  recours  aux  logarithmes. 

—  Former  une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  x'  et  x'  satisfassent 
aux  relations  x'x"  +  x   +  x'  —  a  =  o. 

x'x'  —  a[x'  +  x')  +  1  =  o  ; 
quelle  valeur  faut-il  donner  à  a  pour  que  les  racines  de  cette  équation  soient 
réelles?  pour  qu'elles  soient  positives? 

—  Les  trois  cotés  d'un  triangle  ont  pour  valeur: 

\&       ,        fc/âT  v  '7  +  JT  .        .    .    . 

=  — —       b  =  — .      c  =  — i —  :    on    demande  de  donner  en 

2    ;  2   ,  4 

degré-;  les  valeurs  des  angles  de  ce  triangle   sans  avoir  recours  aux  loga- 
rithmes. On  calculera  la  surface  du  triangle  et  le  rayon  du  centre  circonscrit. 

—  Trouver  en  degrés  toutes  les  valeurs  de  l'arc  x  qui  satisfont  à  l'égalité 

2  tga; 

cos  x  = . 

1  +  tg2  x 


ECOLE  CENTRALE  1880 


SESSION    DE    JUILLET 

Géométrie  analytique. 

Soient  Or.  Oi/.  deux  axes  rectangulaires;  sur  Ox.  un  point  A.  sur  Ot/,  un 
point  B.  Un  mène  par  le  point  A  une  droite  quelconque.  AR,  de  coeûicient 
angulaire  m. 

1°  Former  L'équation  de  l'hyperbole  H.  qui  c>t  tangente  a  l'axe  Ox  au  point  0. 
qui  passe  par  le  point  B,  et  pour  laquelle  la  droite  AR  est  une  usymptote. 


2°  On  fait  varier  m,  et  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  de 
la  tangente  en  B  à  l'hyperbole  et  à  l'asymptote  AR. 

3°  On  considère  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB  ;  ce  cercle  coupe  l'hyper- 
bole H  aux  points  0  et  B,  et  en  deux  autres  points  P  et  Q.  Former  l'équation 
de  cette  droite  PQ  ;  puis,  faisant  varier  m,  trouver  successivement  les  lieux  des 
points  de  rencontre  de  cette  droite  PQ  avec  les  parallèles  menées  par  le  point 
0,  soit  à  l'asymptote  AR,  soit  à  la  seconde  asymptote  de  l'hyperbole  H. 

Géométrie  descriptive. 

Une  sphère  donnée,  dont  le  rayon  est  égal  à  Ora,090,  touche  les  deux  plans  de 
projection  à  On',100  du  bord  gauche  du  cadre.  Dans  le  plan  du  petit  cercle  de 
front,  distant  de  0m,120  du  plan  vertical  de  projection  à  la  droite  du  centre  de 
ce  cercle,  et  à  une  distance  de  ce  centre  égale  à  la  moitié  du  rayon  du  même 
petit  cercle,  on  mène  une  verticale;  sur  la  partie  de  cette  verticale  comprise 
entre  son  point  supérieur  de  rencontre  avec  la  sphère  et  le  plan  horizontal  de 
projection,  on  construit  un  triangle  équilatéral;  ce  triangle,  en  tournant  autour 
de  cette  verticale,  engendre  un  double  cône;  on  demande  de  représenter  la 
sphère  donnée,  supposée  pleine  et  opaque,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps 
comprise  dans  le  double  cône. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  déterminer 
un  point  quelconque  de  la  ligue  commune  à  la  sphère  et  à  l'un  des  cônes,  et  la 
tangente  en  ce  point. 


CORRESPONDANCE 


Nous  avons  reçu  de  M.  Biandsutter,  professeur  à  Lucerne,  une  solution 
fort  simple  de  la  question  n°  159;  nous  croyons  devoir  signaler  cette  solution 
ici. 

Le  problème  proposé  était  celui-ci  :  Par  quatre  points  donnés,  faire  passer 
quatre  droites,  de  façon  que  la  figure  formée  soit  un  carré. 

L'auteur  de  la  solution  que  nous  signalons  s'appuie  sur  la  proposition  sui- 
vante qu'il  est  très  facile  île  vérifier  :  Deux  droites  rectangulaires  menées  dans 
le  plan  d'un  carré,  sont  telles  que  les  portions  de  chacune  de  ces  droites  com- 
prises entre  deux  côtés  opposés  du  carré  sont  égales. 

D'après  cela  rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  un  cinquième  point  du 
carré,  situé  sur  l'un  des  côtés.  Appelons  a,  p,  y,  8  les  quatre  points  donnés 
<x  et  y  étant  sur  deux  côtés  opposés,  (3  et  8  sur  les   deux   autres;  si  par  a  cl  y 

je  mène  m Iroite  et  que  par  p  je  mène  une  perpendiculaire  àay.  Bur  laquelle 

je  prends  p8'  égal  à  <xy,  le  point  S  est  un  point  du  côté  qui  passe  par  8;  donc  en 
menant  55\  et  par  p  une  parallèle  à  celle  droite,  puis  par  a  et  y  des  perpendi- 
culaires à  88',  <»n  aura  le  carré  cherché,  il  est  facile  de  voir  que  le  problème  est 
déterminé  tant  que  6  n'est  pas  confondu  avec  8'. 
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QUESTIONS    PROPOSÉES 


Mathématiques  élémentaires. 

258.  —  Dans  le  triangle  ABC,  on  mène  les  deux  bissec- 
trices AA'  et  BB',  qui  coupent  les  côtés  opposés  respective- 
ment en  A'  et  B',  et  se  rencontrent  en  0;  démontrer  la  rela- 

AA'  .  OB'  AG  ,„._,, 

ll0n  BB'  .   OA'    =    BC-  (IiCldL) 

259.  —  On  donne  une  circonférence  0,  et  un  point  fixe  A 
dans  son  plan  ;  on  joint  le  point  A  à  un  point  quelconque  B 
de  la  circonférence  ;  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  AOB 
rencontre  la  droite  AB  en  un  point  M  dont  on  demande  le 
lieu  lorsque  le  point  B  décrit  la  circonférence.  Ce  lieu  ren- 
contre le  diamètre  en  P;  démontrer  que,  C  étant  le  point 
de  la  circonférence  le  plus  voisin  de  A  sur  la  droite  OA,  les 
quatre  points  0,  C,  P,  A  forment  une  division  harmonique. 

(Launoy.) 

260.  —  On  joint  un  point  fixe  A  intérieur  à  une  circon- 
férence, à  un  point  quelconque  B  de  la  courbe;  on  prend 

A  M 
sur  AB  un  point  M  tel  que  — -y—  =  K.  On  joint  chacune  des 

extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  A  aux  points 
M  et  B;  ces  droites  se  rencontrent  en  deux  points  M  et  N' 
autres  que  A  et  B.  Démontrer  :  1°  que  la  ligne  NN'  partage 
MB  en  deux  parties  dont  le  rapport  est  constant;  2°  que  la 
ligne  qui  joint  les  milieux  de  MB  et  de  NN'  passe  par  le 
centre  de  la  circonférence  donnée;  enfin,  trouver  le  lieu  des 
points  N  et  N'.  (Launoy.) 

261.  —  On  donne  une  circonférence  0  et  deux  points  A 

et  B  dans  son  plan  ;  on  prend  sur  AB  le  point  fixe  C  tel  que 

CA         '/ 
— rj-  =  —  .  On  prend  un  point  P  quelconque  sur  la  circon- 

férence,  et  on  le  joint  au  point  B;  on  prolonge  BP  jusqu'à 

D  de  telle  sorte  que  -rrrr  ==  —  ;   ou   demande  le   lieu   du 
DB  q 


point  de   rencontre  des  deux  droites  AP  et  CD  lorsque  P 
décrit  la  circonférence  donnée. 

Mathématiques  spéciales. 

262.  —  Résoudre  et  discuter,  dans  les  diverses  hypo- 
thèses que  l'on  peut  faire,  le  système  des  trois  équations 

xn     _j_   yii     _j_    -n     _    an 

32U  +    lf'n  4"  3*"  =    &2'1 
xsn  _|_   y%n  _j_   %%n  —   cZn 

263.  —  Établir  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
coefficients  d'une  équation  du  sixième  degré  complète  pour 
que  la  somme  de  trois  des  racines  soit  égale  à  la  somme 
des  trois  autres. 

264.  —  Démontrer  que,  lorsque  n  est  un  entier  supérieur 
à  5,  on  a  la  double  inégalité 


n  N 

n 

/  n 

>    1 

.    2 

3  . 

.   R    > 

i  2   J 

F 

K  e 

265.  —  Étant  donnée  la  courbe 

on  mène  en  un  point  M  de  cette  courbe  une  tangente  qui 
rencontre  les  axes  de  coordonnées  en  A  et  B.  On  achève  le 
rectangle  ayant  pour  côtés  OA  et  OB;  soit  M'  le  sommet 
opposé  à  0.  On  propose  de  trouver  le  lieu  décrit  par  ce 
point  M'  quand  M  décrit  la  courbe  donnée. 

Cela  fait,  on  projette  un  point  quelconque  de  la  courbe 


(vT + m = 


sur  les  axes  en  C  et  D,  on  joint  le  point  C  au  point  D,  et  on 
propose  de  trouver  immédiatement  l'enveloppe  des  droites 
telles  que  CD. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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NOTE 

SUR  LES    FRACTIONS    DECIMALES   PERIODIQUES 


Dans  la  note  suivante,  nous  nous  proposons  d'indiquer, 
d'après  un  mémoire  dû  à  M.  A.  Bouclier  (*),  quelques  pro- 
priétés des  périodes,  lorsque  la  fraction  ne  se  réduit  pas 
exactement  en  décimales;  nous  examinerons  également  le 
moyen  de  trouver  rapidement  le  nombre  de  chiffres  de  la 
période  d'après  la  forme  du  dénominateur  de  la  fraction 
irréductible  considérée.  La  connaissance  de  ces  propriétés 
peut  être  d'une  grande  commodité  lorsque  l'on  veut  réduire 
en  décimales  des  fractions  dont  le  dénominateur  est  un  peu 
considérable. 

i.  —  Supposons  que  nous  ayons  a  réduire  en  décimales 
la  fraction-^-.  Poussons  l'opération  de  façon  à  avoir  k  chif- 
fres décimaux  au  quotient;  appelons  ./:  le  quotient,  abs- 
traction faite  de  la  virgule,  y  le  reste,    on    a  identiquement 

■  =  *•-£■  +  4r 

I  O''  i  oA 


On  en  tire  facilement 


./■ 


I  10 


N  .'/ 


IO'' 

c'est-à-dire  que  la  fraction  considérée  est  équivalente  à  la 

somme  des   tonnes  d'une    progression  géométrique  dont  le 

oc  '/ 

premier   terme    est  — ,    el  dont    la  raison   est     '  ,  .    Par 

i  oA"  i  oA 

suite,  il  nous  sera  souvent  facile,  connaissant  les  k  premiers 
chiffres   décimaux  de  la   fraction,    d'en  obtenir  autant    que 

(*)  Réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions  décimales  par  un  pn 
nouveau,  et  nouvelles  propriétés  des  périodes,  par  M.  Lug.  Boucher,  professeur 
tu  lycée  d'Angers.  -  1857. 

tOl  KN'.I.  de  hath.   1880.  31 
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x 
nous  voudrons:  il  nous  suffira  de  multiplier  — T  successi- 

ioA 

vement  par  les  différentes  puissances  de — ,  et  d'ajouter 

a  *■  i  o'*' 

les  résultats.  Cela  pourra  présenter  un  très  grand  avantage 
si  y  est  un  nombre  simple.  Prenons  l'exemple  suivant,  em- 
prunté au  mémoire  de  M.  Boucher  (*). 

Soit  à  réduire   en  décimales  la  fraction  -5-5-;  après    avoir 

83 

trouvé  trois  chiffres  décimaux,  nous  obtenons  comme  reste 

4  ;  le  quotient  étant  0.012,  on  a 

1  0,012 


83  1  —  0.004 

Calculons  les  divers  termes  de  la  progression,  nous 
aurons  0,012 

0,000048 
0,000000192 
0,000000000768 
0,000000000008072 
o , 0000000000000 12288 
En  ajoutant,  et   en  supprimant  les  deux  derniers  chiffres, 
nous  aurons,  avec  seize  chiffres,  la  fraction  décimale 
0,01 2048 1 9277 1 0843 . 
On  voit  donc  que  si  l'on  arrive  à  un  reste    simple,  il  est 
très  facile  de  trouver  autant  de  chiffres  que  l'on  veut;  on  n'a 
du  reste  pas  besoin  d'écrire  les  zéros  qui  sont  à  gauche;  il 
suffira,    quand  on   fait  un  produit,    d'en    placer  le    premier 
chiffre  k  rangs  à  droite  du  premier  chiffre  du  produit   pré- 
cédent. 

2.  —  Xous  allons  maintenant  partir  de  cette  manière  de 
considérer  la  fraction  décimale  périodique  pour  étudier 
quelques  propriétés  des  périodes;  mais,  avant  tout,  nous 
allons  donner  quelques  définitions. 

Lorsque  deux  nombres  contenant  autant  de  chiffres  don- 
ueront  une  somme  composée  exclusivement  de  chiffres  9, 
nous  dirons  que  ces  deux  nombres  sont  complémentaires. 

LOCO  fil.,  ii.  s. 
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Lorsque  une  période  sera  formée  de  deux  nombres  com- 
plémentaires placés  à  la  suite  l'un  de  l'autre,  nous  l'appelle- 
rons période  complète  (*). 

3.  —  Considérons  la  fraction  irréductible  -==-;  soit  p  la  pé- 
riode, D  le  dénominateur  formé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de 
chiffres  dans  la  période;  on  a  donc 

_!_        JL- 
N  D    ' 

il  est  facile  de  voir  que  p  possède  les  propriétés  suivantes  : 

D'abord,  D  est  toujours  divisible  par  9,  et  par  suite,  si  N 
est  premier  avec  3,  p  doit  être  divisible  par  9.  C'est  en  par- 
ticulier ce  qui  arrivera  si  N  est  premier,  autre  que  3. 

Si  D  a  un  nombre  pair  de  chiffres,  il  est  divisible  par  1  1, 
et  par  suite,  si  N  est  premier  avec  11,  p  doit  être  divisible 
par  1 1 . 

En  général,  p  doit  contenir  tous  les  facteurs  premiers  de  I) 
qui  ne  se  trouvent  pas  dans  N. 

11  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  a  inversement 

_L  —  JL 
N    "  "    D  ' 

p  étant  plus  petit  que  D  sera  lu  période,  car  on  a 

D  =  10*—  1. 

P 

1                 1  o/i 
donc  -=•  =  . 

N  1 

'— S*- 

On  voit  donc  bien  que  la  fraction  est  égale  à  la  somme 
des  termes  d'une  progression  géométrique  dont  le  premier 

P  ' 

terme  est  — £-— ,  et  la   raison  — .  Elle  s'écrira  donc  très 

io'1'  10'' 

facilement,  en  prenant  p  pour  période. 

De    même,    en    prenant    un    nombre    a,   inférieur   ù    N, 

(*)  Nous  préférons  ce  mol  période  complète  au  nom  de  période  mixte  em- 
ployé par  M.  Boucher,  seulement  parce  que  cette  dernière  dénomination  pourrait 
induire  en  erreur  les  élèves,  le  mot  de  fraction  périodique  mixte  ayant  déjà 
une  signification  différente  dans  les  cours. 
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a  au 

et  ap  est  inférieur  à  D;  ap  est  donc  la  période  correspondant 

a 

a  la  fraction  -r— . 

4.  —  Si,  en  réduisant  la  fraction  -— en  décimales,  nous 

JN 

trouvons  le  reste  N  —  i,  la  période  est  complète. 

En  effet,  dans  ce  cas  on  a,  en  supposant  A-  chiffres  déci- 
maux avant  le  reste  N  —  i, 

Nœ      .      N  —  i 


i  ofr  10 

On  en  tire  facilement 

x  -f-  i 

i  iofr 

"F  = 


'  + 


IO* 


On  voit  que  la  fraction  —  est  la  somme  des  termes  d'une 

progression    géométrique   dont  la    raison    est T"-011 

bien  encore,  elle  est  la  différence  entre  deux  progressions 

x  -J-  i 


géométriques  dont  la  première  a  pour  premier  terme 


10 


et    pour    raison     — — ,   et  l'autre  a   pour   premier   terme 

—, — ,  et  pour  raison  — —  ;  il  est  très  facile  d'écrire  ces 

deux  progressions,  la  première  commencera  par  x  -\-  r, 
puis  après  on  écrira  k  zéros,  et  le  nombre  (x  -f-  i),  et 
A: zéros,  et  ainsi  de  suite  ;  la  seconde  commencera  au  contraire 
par  k  zéros,  puis  le  nombre  (ce  -f-  i),  puis  k  zéros,  le 
nombre  (x  -j-  0»  elc-  î  on  ^es  partagera  eu  groupes  de 
2k  chiffres,  à  partir  de  la  gauche,  et  en  retranchant  les 
groupes  correspondants  l'un  de  l'autre,  on  verra  facilement 
que  la  période  est  complète. 

.'>.  —  Plus  généralement,  si  en  réduisant  la  fraction   rrr- 


en  décimales,  on  trouve  le  reste  N  —  a,  la  période  est  com- 
plète. 

Pour  le  prouver,  je  vais  démontrer  que  si  j'appelle  a,  b.  c  ... 
les  restes  successifs,  avant  le  reste  N  —  '/,  on  obtient  les 
restes  successifs  N  —  a.  X  —  b,  X  —  c,  ...  et  que  les 
chiffres  du  quotient  correspondant  aux  restes  a  et  X  —  <i, 
b  et  X  —  b,  etc..  ont  respectivement  pour  somme 

En  effet,  soit/*  le  chiffre  du  quotient  obtenu  en  divisant 
ioa  par  X";  on  a  10a  =  N/  -|-  b. 

Prenons   le    reste  X   —   a;  multiplions-le    par    io,    pour 
avoir  un  nouveau  chiffre  au  quotient;  on  a  identiquement 
iofX  —  a)  =  10X  —  io«. 

Remplaçons  10a  par  sa  valeur,  on  a 

1 01 X  —  a)  =  N(9  —  f)  -f  N  —  b; 
donc,    lorsque    nous    arrivons  à  un    reste    X  —  <i,  le   reste 
-ni vaut  est   bien  X   —  b,  et  la  somme  des  deux    quotients 
correspondants  est  bien  9. 

l>.   —  Si  la  fraction  — -   est   irréductible,  le    nombre   des 

chiffres  de  >a  période  f%st  1"  même  que  celui  de   la  période 

1 
correspondant  a    — . 

D'abord,  de  l'égalité  —  =  — p— . 
on  déduit,  comme  nous  l'avons  vu,  que  la  période  corres- 
pondant à  -=r  ne  peut  pas  avoir  plus  de  chiffres  qu'il  n'y  a 
de  9  dans  D.  et,  par  conséquent,  pas  plus  de  chiffres  que 
la  période  correspondant  à  —  :  mais  peut-il  y  en  avoir 
moins'.'  en  d'autres  termes,  peut-on  considérer  ap  connue 
formé  de  plusieurs  périodes,  telles  que  la  fraction 


9999 


qui  se  réduit  à   -^—  :' Je  dis  que  c'est  impossible,  car  si  l'on 

99 

"  P 

posait  -^   =  y-- 

comme  la  fraction  —  est  supposée  irréductible,  //  déviait 
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ar  a-,  on  i 
rait  facilement 


être  divisible  par  a;  on  aurait  donc  p  =  aq:  d'où  l'on  tire- 

J_  JL 

N  D'  ' 


Donc  —  ne  contiendrait  à  sa  période  qu'un    nombre  de 
N 
chiffres   égal   au  nombre    de    9  qu'il  y  a  clans  D',    ce  qui 
est  contre  l'hypothèse.  Donc  D'  =  D,  et  par  suite  p'  =  ap. 

7.  —  Il  résulte  de  cette  proposition  que,  si  N  est  un 
nombre  premier,  toutes  les  fractions  plus  petites  que  l'unité, 
et  ayant  pour  dénominateur  N,  ont  le  même  nombre  de 
chiffres  à  la  période. 

8.  —  Si  l'on  considère  la  fraction  — -,  que  l'on  réduit  en 
décimales,  et  si  h  est  l'un  des  restes  obleuus  dans  cette  opé- 
ration, la  fraction  -—   donnera   naissance   à    une    fraction 

périodique  dont  la  période  ne  différera  de  la  précédente  que 
parce  qu'on  devra  la  supposer  commençant  à  un  chiffre 
autre  que  le  premier. 

Cela  résulte  évidemment  de  la  manière  même  dont  se  fait 
la  réduction  d'une  fraction  en  décimales. 

Si,  au  contraire,  h  n'est  pas  l'un  des  restes  obtenus  en 

réduisant  -==-  en  décimales,  la  période  correspondant  à  --^ 

sera  différente  de  la  précédente,  et  aucun  des  restes  obtenus 
dans  cette  réduction  ne  sera   égal  à  l'un  des  restes  fournis 

l>ar  la  réduction  de  -^-  en  décimales. 

!».  —  Si  N  est  un  nombre  premier,  la  réduction  de  la  frac- 
tion -TT-  en  décimales  donnera  une  période  dont  le  nombre 

de  chiffrés  sera  N  —  1   ou  un  sous-multiple  de  N  —  1 . 

D'abord,  il  est  bien  évident  que  le  nombre  de  chiffres  de 
la  période  ne  peut  pas  dépasser  N  —  r,  car  il  ne  peut  pas  y 
avoir  plus  de  N  —  1  restes  différents,  et  par  suite,  après  la 
iN  —  1  )';  division  au  plus,  nous  retrouverons  le  reste  1; 
nous  aurons  ainsi  obtenu,  au  quotient,  tous  les  chiffres  de 
la  période. 
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En  second  lieu,  il  peut  arriver  que  le  reste  i  se  reproduise 
après  p  divisions,  p  étant  inférieur  à  N  —  i  ;  alors,  la  période 
n'aura  que  /)  chiffres;  et,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons  dit 
plus  haut  (7),  toutes  les  fractions  inférieures  à  l'unité 
ayant  2s  pour  dénominateur  donneront  lieu  à  des  périodes 

de  p  chiffres.  Gela  posé,  prenons  la  fraction  — -  ,    moindre 

que   l'unité;  en  admettant  que  a  ne    soit  pas  un  des  ; 

fournis  dans  la  réduction  en  décimales  de  la  fraction  -— ,  la 

période  correspondant  à  -=-  sera    différente    de   la    période 

correspondant  à  -— ,  ef  donnera  lieu   à  p   restes  différents 

de  ceux  que  l'on  a  obtenus  précédemment  ;  il  est  facile  de 
voir  de  la  même  manière  que  les  N  —  i  nombres  inférieurs 
au  dénominateur  pourron!.  ainsi  se  classer  en  groupes  con- 
tenant p  nombres,  et  par  suite  p  sera  un  sous-multiple  de 
N  —  i.  vivre.) 


SUR  LE  PARTAGE  DES  POLYGONES 

Par  M.  Maurice  il  <»e:ijrn<v 


En  novembre  IS78;  je  donnais  dans  ce  journal  (*)  la 
solution  géométrique  d'un  problème  dont  on  ne  connaissait 
jusqu'alors  qu'une  solution  approximative  i  i  et  seulement 
applicable  aux  opérations  pratiques  de  l'arpeutage,  puis- 
qu'elle exige  des  évaluations  numériques  de  surface. 

Ce  problème  est  le  suivant  : 

Par  un  point  donné  sur  le  périmètre  d'un  polygone  quelconque, 
mener  une  droite  qui  divise  la  surface  de  ce  polygone  en  deux 

...  ,  m 

parties  qui  soient  en  ire  elles  dans  un  rapport  donné  —  . 

*    T.  II.  p.  333. 

Voir  Arpentage,  levé  det  p  silement,  par  I'.  ■).  0.  P.  p.  T1.». 
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J'ai  l'ait  voir  dans  la  noie  en  question  par  quel  procédé 
géométrique  le  problème  pouvait  toujours  être  ramené  de 
proche  eu  proche  an  cas  du  triangle. 

Mais  pour  cela  je  considérais  toute  la  suite  des  poly- 
gones intermédiaires  entre  le  polygone  proposé  et  le  triangle 
équivalent.  La  présente  note  a  pour  but  de  faire  voir  comment 
on  peut  supprimer  toute  cette  suite  de  polygones  et  effectuer 
directement  la  construction  pour  un  polygone  absolument 
quelconque.  Cette  simplification  considérable  permet  de 
résoudre  facilement  le  problème  dans  tous  les  cas. 

Auparavant,  je  tiens  à  indiquer  la  construction  géomé- 
trique à  effectuer  dans  le  cas  du  triangle,  que  j'avais  oublié 
dans  ma  première  note. 

Si  M  est  le  point  donné  sur  le  côté  AC  du  triangle  ABC, 
je  porte  sur  ce  côté  à  partir  du  point  C,  et  à  la  suite  l'une 
de  l'autre  deux  longueurs  CP,  PQ  proportionnelles  à  ni  et 
à  /;.  Je  tire  MB;  par  A  je  mène  à  MB  la  parallèle  AL  qui 
coupe  CB  en  L;  je  tire  LQ;  par  P  je  mène  à  LQ  la  paral- 
lèle PN  qui  coupe  BC  en  N;  MN  est  la  droite  cherchée; 
il  résulte,  en  effet,  de  cette  construction  que  CN  a  la  lon- 
gueur déterminée  pour  ce  segment  (t.  II,  p.  133). 


Voyons  maintenant  comment  se  résout  la  question  pour 
un  polygone  quelconque.  Je  vais,  pour  simplifier  les  rai- 
sonnements,  exposer  la  solution  pour  un  pentagone;  mais  on 
verra  facilement  que  colle  solution  es I  absolument  générale. 
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Soit  le  point  M  donné  sur  le  côte  AB  du  pentagone  ABCDE. 
Je  vais  transformer  directement  ce  pentagone  en  un  trian- 
gle équivalent  ayant  en  commun  avec  lui  le  côté  AB.  Pour 
cela,  je  proposerai  la  construction  suivante  :  tirer  AD  et 
AG;  par  E  mener,  à  AD,  la  parallèle  EE,,  qui  coupe  CD 
eu  Et,  et  par  E,,  à  AC,  la  parallèle  E,Ej,  qui  coupe  BC  en  E2. 
Ou  voit  facilement  que  ABCDE  csl  équivalent  h  ABCEj,  qui 
lui-même  esl  équivalent  à  ABE2,  en  considérant  deux  à  deux 
ces  figures  comme  formées  d'une  partie  commune  et  de 
triangles  équivalents. 

Par  la  construction  indiquée  plus  haut,  je  détermine  la 
droite  MNj  divisant  la  surface  du  triangle  ABE2  dans  le 
rapport  donné.  Puis  je  tire  MC  et  Ml);  par  N,  je  mène  à 
MC  la  parallèle  N2Nt  qui  coupe  CD  en  Nt;  par  Nt,  à  MD,  la 
parallèle  X,N  qui  coupe  DE  en  N;  MX  est  la  droite  cherchée. 
On  voit  en  effet,  comme  précédemment,  que  MBCDN  est 
équivalent  à  MBX2. 

Si  MN,  avait  rencontré  BC  entre  les  points  B  et  C,  le 
problème  se  fût  terminé  là;  de  même  X2Xt  aurait  pu  ren- 
contrer CD  entre  les  points  C  et  D:  mais  il  pourrait  aussi 
se  faire  que  N,X  ne  rencontrât  DE  que  sur  son  prolonge- 
ment; dans  ce  cas,  on  n'aurait  qu'à  mener  par  N,  à  ME. 
une  parallèle  qui  couperait  AE  en  P;  MP  serait  alors  la 
droite  cherchée. 

On  voit  que  cette  construction  très  symétrique,  très  facile 
à  retenir,  est  la  même,  quel  que  soit  le  polygone  considéré: 
elle  résout  donc  d'une  manière  simple  le  problème  dans 
toute  sa  généralité. 


NOTE  SUR  LES  IRRATIONNELLES 

Par  M.  DesnioiiH.  professeur  au  Lycée  Biaise  Pascal,  à  Clermoat. 


1.  —  La  racine  carrée  d'un  nombre  entier  qui  n'est  pas 
un  carré  parfait  se  définit  généralement  en  disant  qu'elle 
est  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  valeurs  approchées,  par 

défaut  et  par  excès,  de  la  racine  à   — ,    —7.  etc.  Il  faudrait 

/)       11- 
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taire  voir  crue,  en  prenant  la  racine  carrée  a  — ,    — -    .  .  .  , 
11  n       n- 

on  obtient    en  général  des   racines    par    défaut  de  plus  en 

plus    grandes,  et  des    racines  par   excès  de  plus    en   plus 

petites. 

On  regarde    cette    proposition   comme   évidente;  il  serait 

bon,   toutefois,    de    montrer  qu'il    en    est    ainsi,  et  que  les 

racines  carrées  par  défaut  croissent  ou  restent  stationnaires, 

mais  ne  diminuent  jamais,  tandis  que  les  racines  carrées  par 

excès  décroissent  ou  restent  stationnaires,  mais  n'augmentent 

jamais. 

2.  —  Soit  À  un  nombre  entier  et  soit  m  sa  racine  carrée 
a  une  unité  près,  de  sorte  que  l'on  a  : 

A  =  m-  -f  R, 

R  désignant  le  reste  de  l'opération. 

x  i 

Si   —   désigne  la  racine   carrée  de  A  à  —  près,  on   doit 
n  °  n ■  l 

avoir  x-  <  n-(m2  -\-  R)  <  (x  -f  i)2. 

Cette  double  inégalité  fait  voir  : 

,/> 
1°  Que  la  racine  —  est  au  moins  ésale  à  m. 
*  n  D 

x  4-  i 
2°  Que  la  racine   ■ est  au  plus  égale  à  m  -\-  i,  car 

x  -f-  i  ne  peut  être  supérieur  à  (m  -J-  i)n;  s'il  en  était 
ainsi,  x  -f-  i  serait  au  moins  égal  à  mn  -{-  n  -\-  \ ,  et  par 
suite,  la  racine  par  défaut  serait  au  moins  (m  -j-  0n>  co 
qui  revient  à  dire  que  A  serait  supérieur  au  carré  de  m  -j-  i, 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

3.  —  Pour  qu'on  approche  de  plus  en  plus  de  la  racine, 
il  faut  que  l'on  ait  :  x    >   mn 

el  (x  -j-  i  )  <C  (m  -j-  i)/i. 

c'est-à-dire  mn   C  x  <  mn  -j-  n  —  i. 

Or,  x  désignant  la  racine  carrée  de  An2  à  une  unité  près, 
et,  d'après  la  double  inégalité  précédente,  devant  être  supé- 
rieur à  mn,  on  devra  avoir 

.  .  n-  R  >  2mn  4-   i  ; 

car  a  lois  si  _  — 

n-  R  >   2inn, 
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on  aura  : 

An2  =  nl(m-  -j-  Rj  >  n-ml  -f-  2mn  -f-  «  _>  (mn  +  O1- 
La  racine  par  défaut  sera  au  moins  égale  à  mn  +    i,  et, 
par  suite,  supérieure  à  mn. 

D'ailleurs,  si    w2R  <  2mn  (n  —  i  )  -(-  (,!  —  '  )*> 
alors 

A  <  m*na  -f-  2mn(n  —  i)  -f-  (n  —  i  )-   <  (mn  -\-  n  —  i)'  : 
la  racine  par  défaut  sera  donc  inférieure  à  mn  -\-  n  —  i . 

En  réunissant  les  deux  conditions  précédentes  dans  une 
double  inégalité,  on  obtient  : 

2UUI  <  n2R  <  (n  —  1)  [2»m  -f-  n  —  1]; 
telles  sont  les  conditions  cherchées. 

i.  —  En  remplaçant  n  par  10,  on  trouve  les  conditions 

20m  <  100R  <  g[2om  -j-  9); 

si  <-es  deux  conditions  sont  remplies,   les  deux  racines  vont 

constamment  l'une  en  augmentant,  l'autre  en  diminuant,  et 

par  conséquent  se  rapprochent  l'une  de  l'autre. 

Ces  expressions  20m  et  9(20/71  -\-  9)  sont  aisées  à  former  : 
car  on  a  dû  former  le  double  de  la  racine,  et  l'expression 
9(20/71  -J-  9)  n'est  autre  que  le  résultat  qui  devrait  être 
effeclué  si  l'on  avait  le  chiffre  9  à  essayer. 

On  pourrait  d'ailleurs  trouver  de  suite  les  conditions  pré- 
cédentes, en  remarquant  que  le  second  chiffre  de  la  racine 
doit  être  au  moins  1,  et  au  plus  9;  donc  le  quotient  de  10R 
par  le  double  de  la  racine  doit  être  supérieur  à  1,  c'est-à- 
dire  100R  ;  20m,  et  le  reste  suivi  comme  on  sait  de  deux 
zéros,  ou  100R.  doit  être  en  outre  plus  petit  que  le  double 
produitde  la  racine,  exprimant  ici  des  dizaines,  par  le  chiffre  9, 
augmenté  du  carré  de  ce  chiffre  ;  ou  100R  <  20//1  X  9  -f  (/. 
ce  qui  fournit  bien  la  seconde  condition. 

Exemples.  —  Racine  carrée  de  3.  —  Soient  R,,  R2,  R3..., 
les  restes  successifs;  on  a 

Rt  =  2  ;  R2  =  1 1  ;  R3  =  71  ;  Rt  =  176. 
On  obtient  20  <  200  <  9.29 

340  <   1 100  <  9.349 
3460  <  7100  <  9.3469 
34640  <    17600  <  9.34649. 
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La  première  coudiliou  n'est  pas  remplie  dans  cette  dernière 
inégalité,  et  en  elfet  on  a 

v  3  =  t  ,73205, 
et,  si  l'on  prend  les  deux  racines  par  défaut, 

1,732  et  1,7320, 
elles  sont  égales. 

Racine  carrée  de  6.  —  Ici,  Rj  =2;  R.,  =  24;  R3  =  464; 
R4  —  2390. 

On  obtient  40   <   200      <  9. 40 

480   <   2400    <  9.489 
4880     ::  46-jOo  <  9.4889; 
dans  cette  dernière  inégalité,  la  seconde  condition  n'est  pas 
remplie,  et   deux  racines  par    excès  sont  stationnaires;  en 
effet  s/ 6   =   2,449; 

les  deux  racines  par  excès 

2.4?  et  2.450 
sont  égales. 

o.  —  Racines  cubiques.  On  peut  appliquer,  sans  qu'il 
soit  besoin  d'entrer  dans  de  grands  développements,  ce  qui 
précède  à  la  racine  cubique. 

On  trouvera  sans  peine  la  double  condition 
3m-n2  -\-3mn  <  «"R  <  [3»i2n2  -f-  3mn(n —  1  i-j-in  —  l)2]  (n —  1), 
et  si  l'on  fait  n  =  10,  on  a 

3 00m-  +  3ojh    C   1000R  <  (3oom-  +  3°m  9  4~  92)9- 

Ces  expressions  ont  dû  être  formées  dans  l'extraction  de 
la  racine. 

Exemple.  —  Racine  cubique  de  2.  —  On  a  R,=  1:  R,=  i~z: 
R3  =  46875  ;  R.  =  438302  1 . 

Les  conditions  sont 

33o  <  1000   <  9  (3oo  -f-  3o.g  -|-  9'-; 
43200  -f-  36o  <  272000     ;  g  143200  -\-  360.9  ~\~  '.i"1 
4687500  -f-  3750  <  46875000  <  9  (4687500-}-  3750.9  -f-  '.'  ' 

La  dernière  partie  de  celle  double  inégalité  n'est  pas 
vérifiée;  en  effet  V2  =  i»25g 

et   on    obtient    deux   racines  cubiques   par   excès   qui  sont 
égales,  savoir  1.26  e!    1,260. 

'».  —  On  peut  suivre  ensuite  puni-  définir  n  A  ou   yA    h%s 
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raisonnements  connus,  et  montrer,  comme  le  fait  M.  Bourgel 
en  toute  rigueur  dans  son  Arithmétique,  que  la  limite  vers 
laquelle  tendent  les  valeurs  approchées  de  la  racine,  par 
défaut  et  par  excès,  est  indépendante  du  mode  d'approxi- 
mation adopté. 


FORMULES  TRIGOM  METRIQUES 

RELATIVES   AUX    ELEMENTS   D'UN   TRIANGLE    RECTTLIGNE 
Suite,  voir  page  297  el  sniv. 


25.  —  L«-s  triangles  semblables  BHC,  BA'B'  donnent 
h'c  a 


de  même,  les  triangles  semblables  C  HB ,  BA'B'  donnent 

h"C  "i 

p„  hb 

On  chasse  les  dénominateurs,  on  ajoute  membre  à  membre 
el  L'on  a  hb  h0  =  flct  -\-  atpa  . 

De  même,  la  comparaison  des  triangles  semblables  BHC, 
G'AC  d'une  part,  CHU,  G'A'C  d'autre  part,  donne  facilement 
par  une  méthode  anal" 

hb  hc  =  abi  +  «i?a  • 

Par  suite,  en  ajoutant  membre  à  membre,  et  remarquant 
que  l'on  a  />,  -f-  qa  =  a, 

on  a  2I11,  hc  =  a(at  -(-  6,  -f-  ct). 

Donc,  en  multipliant  par  .  et  posant 

on  a  ha  In,  he  =  2Spt. 

20. — On  a,  d'après  la  formule  que  nous  venons  de  trouver. 

hb  hc  =  «/>,. 
On  trouverait  de  même 

he   ha   =  6pi 

ha  hb  =  Cpt 


Donc,  en  ajoutant,  on  aura 

ha  h  +  ha  hc  +  h  hc  =  {a  +  b  -\-  c)/)t  =  2ppu 

27.  —  On  sait  que  l'angle  À'  est  le  supplément  du  double 
de  l'angle  A,  et  que  le  rayon  du  cercle  des  neuf  points  est 
la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit;  on  en  déduit 

Oj  =  R  sin  2À  =  a  cos  A 
bx  =  R  sin  2B  =  b  cos  B 
Ci  =  R  sin  2C  =  c  cos  G 
Ajoutons  membre  à  membre,  on  trouvera 

"1  +  &i  +  ri  =  a  cos  ^  "4"  &  cos  B  4~  r  cos  G. 
Mais  on  a 

a  b  c  ip 

sin  A  sin  B  sin  G  sin  A  -f-  sin  B  -j-  sin  G 

donc  on  aura 

sin  2A  -j-  sin  2B  -f-  sin  2G 

21h  =  P      sin  A  +  sin  B  +  sin  G     ' 
Gomme  les  angles  A,  B,  G  sont  les  angles  d'uu  triangle, 
la  fraction  qui  est  au  second  membre  se  réduit  à 

.      A     .      B     .      G 

8  sin  —  sin  —  sin  — ; 
2  2  2 

.      A     .     B     .      G 

donc         d,  =  4P  sin  —  sm  —  sin  — . 
2  2  2 

RELATIONS   DIVERSES 

En  appelant  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  /'  le  rayon 
du  cercle  inscrit  et  r,  r',  r"  les  rayons  des  cercles  ex-inscrits 
tangents  respectivement  aux  côtés  a,  b,  c;  et  conservant 
en  outre  les  autres  notations  indiquées  précédemment, 
nous  aurons  les  relations  suivantes  : 

S  S 

28.  —  On  a        r = -;    r  =  , 

p  —  b  j)  —  c 

S- 

par  suit»-  v'r   =— j- =  p  (p  —  a). 

1  (p—  b)  {p  —  c)         '    w 

de  même  rr  =  (p  —  b)  (p  —  c)  : 

on  en  tire  alors       rV  —  rr  =  2//-  —  -ipa  —  bc 

•  m  bien  r"r"  —  rr  = —  (//-  -j-  c*  —  «-). 
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Mais  nous  avons  vu  précédemment  (n°  20)  que  l'un  a 

ha  h'a  =  -J-  (b2  +  c"  —  a2)  ; 

donc  on  a       r"r"  —  rr  =  ha  h'a  • 

On  aurait  deux  autres  formules  analogues,  et  en  ajoutant 
on  trouverait 
rr"  -j-  /•"/'"'  -j-  r"r  —  rr  —  rr" —  rr"  =  h„  h'a  +  lu,  h'b  -j-  hc  h'c 

=  ±-(a*  _|_ô»_j-c«). 

2  ' 

29.  —  Les  formules  qui   donnent  les  rayons  des  cercles 
inscrits  et  ex-inscrits  donnent  facilement  la  formule 

;•/•»"  =  S2. 

_.  v  _        a&c 

D  autre  part,  on  a  K  =  — — . 

4S 

Multipliant  les  deux    membres  de  cette  dernière  égalité 

par  • — ,  on  trouve  facilement  après  réduction 

R  ha  h  hc   __  o. 


En    comparant    cette    égalité   avec    celle    précédemment 
obtenue,  on  a  la  relation 

r'rV  R 

h„  ht,  hc  2r 

30.  — Nous  avons  vu  plus  haut   (n°  26)  que  l'on  avait  la 
relation 

ha  h  +  h  h,  +  hc  ha=  2pp,  : 
d'autre  part  on  sait  aussi  que 

S  =  R/*!  =  rp. 
Cette  dernière  relation  nous  donne 
}r      =     R 

2pp{  21'  ' 

En  remplaçant  2ppt  par  sa  valeur,  il  vient 

f- _R_ 

ha  h   -f-  h„  hc  4-  hi>  h         2r  ' 

31.  — D'autre  part,  il  est  facile  de  reconnaître  que  L'on  a 

ry_j_  rV  +  /•/•'  =  p«. 
Donc  en  remplaçant  /r  par  sa  valeur  dans  la  formule  que 
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nous  venons  de  trouver,  et  comparant  L'égalité   ainsi  écrite 
à  celle  de  l'article  précédent,  nous  trouvons 

r'r'r"  r'r   -f-  r  r    -f-  r'r 

ha  hb  hc  ha  hb  +  ha  hc  -f  hb  he  ' 

32.  —  On  a  aha  =  bfo  =  chc  =  2pr  =  2S. 
On  en  tire  immédiatement 

(a  -f-  h  -f  c)a     .. 

a  oc 

33.  —  La  formule  bien  connue 

r  +  r"  -f  r"  —  r  =  4R 
nous  donne,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré  et  tenant 
compte  de  la  formule  donnée  au  n°  29, 

r's  _}_  r'i  _|_  r-«  _i_  rs  _  !6R2  —  (a!  -f-  6*  -f  c8). 
Mais  d"autre  part  on  a 

h'a  =  4H2  —  (I- 
h'h  =  4R2  —  b- 
lu  =  4Ri  —  c* 
Ajoutons  membre  à  membre,  nous  aurons 

k'I  -f  h'I  +  ft'c  =  1  2R-  —  (a*  +  6*  -f  c2). 
On  en  tire  facilement 

r*  -  r*  —  r"8  -f-  r  '«  =  4R8  +  A;  -J-  ht  +  A;. 

34.  —  Nous  avons  vu  (n°  27)  que  l'on  avait  la  relation 

.      À      .      E      .      C 

»,  =  40  sin sm sin • 

'  2  2  ■* 

-Multiplions  les  deux  membres  par  R.  et  remplaçons  p,R 

par  son  égal  pr:  nous  aurons  la  formule 

_    :      A     .      B      .      I 

r  =  4R  sm sm  — —    sm . 

*>  *>  2 

<  >n  aurait  de  même 

.       A  B  C 

».  =41//  —  a)  sm  eus cos : 

2  2  J 

en  multipliant  par  H  les  deux  membres  el  remplaçant   /',!ï 
par  son  égal  {p  —  a)  r,  on  a 

...       A  B  C 

r    =  4K  sm eos  - —    cos  


—  m  — 

On  trouvera  également 

„    .       B  C  A 

r  =  4K  sin  cos  cos 

2  22 

„    .       G  A  B 

r  =  4K  sin  cos cos . 
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35\  —  Eu  ajoutant  membre  à  membre  ces  trois  dernières 
formules,  on  trouve 

/A  B  G   * 

r   4-  r"  4-  r"   =  2R  cos2 4-  cos2 1-  cos2 ) 

\  2  2  2    / 

=  3R  -f-  B(cos  A  +  cos  B  -j-  cos  G). 

36.  —  On  trouverait  facilement   en   prenant   les    rayons 
deux  à  deux,  les  égalités  suivantes  : 

,      ,  _    .       A  B  — C 

r  -\-  r   =  4K  sin  cos 

2  2 

r  -f-  f"  =  4B  cos-  , 

.„     •        A 

et  aussi        r  —  r  =  4R  sin-  

.        .        p  G      .      A-B 

r  — r  =4H  cos   sm 

2  2 

et  les  formules  analogues. 
On  en  déduit  immédiatement 

r  -f  r"  -f-  r"  —  3r  =  4R(sin2  —  +  sin2  —  -f  sin2  — ) 

et  aussi 

3r  -j-  r'  +  '""  +  f"  =  4B4COS  A  -f-  cos  B  -f-  cos  0). 


QUESTION  208 

Solution  par  M.  Y. -M.  Arnaud,  élèye  du  Lycée  de  Nice. 


Soit  ABC  un  triangle;  de  part  et  d'autre  de  BC  on  construit  les 
triangles  équilatérauœ  A'BG,  A"BC;  soit  X  l'angle  A'AA'.  Soient 
de  même  Y  et  Z  /t's  «my/fs  obtenus  de  la  même  façon  en  prenant 
les  autres  côtés.  On  a  la  relation 

cos  X  -f-  cos  v    '    wZ-  o. 

CE.  Lcmoine.) 
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Soit  m*  l'aire  du  triangle  ABC,  et  2A2  la  somme  des  carrés 

des  côtés. 

On  a  d'abord 

AA"2  +  AA"2  —  A  A"2 

COS    A   =  ; ; 

2AA   X  A  A" 
on  a,  d'autre  part,  d'après  un  théo- 
rème connu, 

AA'2  +  AA"2  =  2k2; 

AA"  =  \jk2  4-  2m*Yh 


2m2)A3 


A  A'  =  sJH* 
Donc 

A  A'  X  A  A"  =  }'k>—  i2»v 
Enfin     A  A"2  —  3  a2. 
Donc 

2  k-—  3  a2 


On  aurait  de  même 

cos  Y  = 

cos  Z  = 


cos  X  = 


:k*  —  36* 


2/î 


12»/' 


2\  k1*  —  12/n* 
2k2  —  3c2 


2/S 

En  faisant  la  somme  il  vient 

cos  x  4-  cos  y  4-  cos  2  =  - 


12  m* 


6 A-2  —  3(o2  4-  b2  4-  c») 

2y#*  —  12m* 

6  k2  —  6/c2 


2)//il  —  î^iir 


=  o. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Heurtaux,  Externat  des  étu- 
diants nantais;  Rnvmondier,  Pensionnat  Saint-Louis  à  Saint-Etienne;  l'a  \  eux. 
Collège  de  Verdun;  Huet,  à  Orléans;  Wittenmayer,  a  Vendôme. 


QUESTION    222 

.Solution  par  M.  D'OCAONB,  du  Lycée  Fontanes. 


Mener  par  un  point  trois  droites  de  longueurs  données  telles 
que  leurs  extrémités  soient  les  sommets  d'un  triangle  èquilatéral. 
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Soient  OA,    OB,   OC   les   droites   cherchées. 

Construisons  sur  OAle  triangle  équi- 
latéral  OAD  et  joignons  BD.  Les  trian- 
gles BAD  et  OAC  sont  égaux  :  car  AB 
=  AC,  AD  =  OA  et  BAD  =  6o°  +  OAB 
=  OAC.  Par  suite  BI)  =  OC. 

D'où  la    solution  :   On   construit  le 
triangle  OBD  ayant  pour  côtés  les  trois 
longueurs   données,  puis  on  mène  OA     ou 
faisant  avec    OD  un   ançle    de  6o°  et  **%    ';:' 

sur  laquelle  on  prend   OA  =  OD.  On  D 

achève    alors    le    triangle    équilaléral 
ABC  et  ou  tire  OC. 

Le  problème  sera  possible  si  l'on  peut  construire  avec 
les  trois  droites  données  le  triangle  OBD. 

Nota:  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Bois,  dulycée  deMontauban;  Marin, 
à  Agen;  Huet,  à  Orléans;  Billier  et  Simon,  à  Lons-le-Saulnier  ;  Joly,  à  Tarbes; 
Bonneville,  à  Toulouse;  Heurtaux,  à  Nantes  ;  Roubault,  à  Melun  ;  Renault,  à 
Bordeaux;  H.  Bourget,  a  Aix;  Malcor,  Lacan,  à  Toulon;  Lachesnais,  à  Ver- 
sailles. 


QUESTION   223  " 

Solution  par  M.  P.  Chrétien,  élève  au  Lycée  du  Havre. 


Les  six  axes  radicaux  des  quatre  cercles  tangents  aux  côtés 
d'un  triangle  pris  deux  à  deux  sont  les  bissectrices  des  angles 
du  triangle  formé  en  joignant  les  milieux  des  côtés. 

Soit  ABC  un  triangle;  000"  les  centres  des  cercles  exin- 
scrits, M,  N  les  points  de  contact  des  côtés  AB,  AC  avec 
le  cercle  0.  Si  2a  est  le  périmètre  du  triangle  ABC,  on  a 
AM  =  AN  =  p. 

De  même  si  L  et  Q  sont  les  points  de  contact  de  0"  avec 
BC  et  AC,  on  a  CL  =  CQ  =  a.  Donc  AN  =  CQ,  par  suite 
CN  =  AQ  et  B'  étant  le  milieu  de  AC,  nous  aurons 
B'N  =  B  Q. 

B'  est  donc  un  point  de  l'axe  radical  des  deux  cercles 
0  et  0".  Cet  axe  radical  est  perpendiculaire  à  00",  ligne 
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des  centres,  par  suite  parallèle  à  BO .  Joignons  ABC 
milieux  des  côtés  du  triangle  ABC.  B'D  est  bissectrice  de 
l'angle  ABC,  car  les  angles  ABC  et  ABC  sont  égaux 
comme  ayant  leurs  côtés  parallèles  et  l'ouverture  dirigée  en 


sens  contraire  et  de  plus  BO'  est  la  bissectrice  de  ABC.  De 
môme  les  axes  radicaux  A'D,  CD  sont  les  bissectrices  des 
angles  G  A'B'  et  A'CB'.  Le  point  D  est  donc  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Daguillon,  du  Lycée  Henri  IV; 

Monlerou.  à  Pau;  Deslais,  au  Mans;  Heurtaux,  à  Nantes;  Callon,  Lycée 
Louis-le-Grand;  Bénard,  à  Châteauroui. 


QUESTION    225 

Solution  par  M.  Louis  SlCARD,  élevé  du  Lycée  de  Lyon. 


Trouver  le  plus  grand  des  triangles  inscrits  dans  un  cercle 
donné,  pour  lesquels  la  différence  de  deux  angles  est  constante. 

Soit  ABC  l'un  de  ces  triangles  inscrits  dans  un  cercle  de 
rayon  R.  Soit  S  sa  surface,  on  a 

ac  sin  B 


avec  1> 


c  = 
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Or,  a  =  2R  sin  B,      c  =  2R  sin  G. 

Dès  lors  S  =  2R2  sin  À  sin  B  sin  C  ; 

mais       2  sin  B  sin  G  =  cos  (B  —  C)  —  cos  (B  -f-  G); 
dès  lors  S  =  R2  sin  A  (cos  w  +  cos  A). 

On  a  donc  à  chercher  le  maximum  de 
sin  A  (cos  w  -f-  cos  A), 
lequel  a  lieu  en  même  temps  que  celui  de 
sin2  A  (cos  w  -f-  cos  A)2 
ou  de        (1  +  cos  A)(i  —  cos  A)(cos  m  -f-  cos  A)2. 

Cette  expression  sera  maximum  lorsque  l'on  aura 

1  -j-  cos  A.        1  —  cos  A        cos  w  -f-  cos  A 
d'oii  2  cos2  A  -j-  cos  co  cos  A  —  1=0 

—  cos  w  db  y  8  -f-  cos2  m 
et  cos  A  =  


4 

Les  deux  valeurs  que  l'on  trouve  pour  cos  A  sont  réelles. 
Voyons  si  elles  conviennent  toutes  les  deux. 
Un   cosinus    devant    toujours   être    compris  entre  -f-  1  et 

—  1,  on  posera  

—  00s  co  -j-  y  8  -f-  cos2  <•> 


4 
d'où  cos  m  _  —   i  : 

cette  solution  (1)  est  toujours  admissible 
Si  l'on  pose 


(1) 


COS  <•)  —  y     8  -j-  COS2  t.) 


4 

on  en  tire  cos  co  j£  1  : 

cette  seconde  solution  (2)  est  également  admissible.  Il  y 
aura  donc  deux  valeurs  de  l'angle  A  pour  lesquelles  le 
triangle  en  question  sera  maximum. 

\ota.  —  Ont  résolu  cette  question  :    MM.  Bois,  de  Montauban;  Santel,  de 
Perpignan  ;  La  Chesnais,  à  Versailles. 
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SUR  LES  TANGENTES  AUX  POINTS  DOUBLES 

DE    L'INTERSECTION   DES    SURFACES 

Par  M.  Songaylo,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  centrale 
des  arts  et  manufactures. 


Théorème.  —  Lorsqu'une  su?- face  de  révolution  est  tout  à 
la  fois  touchée  et  coupée  par  un  plan,  le  point  de  contact  est  un 
point  double  de  la  section. 

Soient  (fig.  1)  :  z,  z,  les  projections  de  l'axe  supposé 
vertical  ;    \if,    \l\   la   projection    verticale    du   méridien    de 


Fig.  i. 


Iront;  m,  m   le  point  de  contact,  amené,  par  une  rotation 
autour  de  z,  z  sur  ce  méridien  de  front. 
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La  tangente  P',  en  m,  à  ;/,  est  la  trace  verticale  du  plan 
tangent  au  point  choisi  ;  nous  l'adopterons  pour  axe  des  abs- 
cisses et  nous  prendrons  pour  axe  des  ordonnées  la  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  menée  par  m.  Tout  d'abord,  construisons 
par  l'emploi  d'un  plan  horizontal  auxiliaire  ayant  Q'  pour 
trace  verticale  et  voisin  de  m,  m,  deux  points  (wt,  m'), 
(w2,  u)  de  la  section. 

En  faisant  voir  que  la  courbe  d'intersection  a  deux  tan- 
gentes en  m,  nous  aurons  par  là  même  démontré  que  la 
courbe  dans  l'espace  présente  elle-même  au  point  corres- 
pondant M  deux  tangentes,  et  que,  par  suite,  ce  point  est 
double. 

Pour  ce  but,  tirons  les  droites  mu{,  mu2  ;  désignons  par 
v  la  rencontre  des  droites  uln1,  mz  et  par  x  l'angle  utmz. 
Lorsque  le  plan  horizontal  dont  Q'  est  la  trace  verticale  se 
déplace  en  se  rapprochant  du  point  m,  m',  les  points  Ui,  v2 
se  déplacent  également  et  se  rapprochent  de  m;  il  s'ensuit 
que,  à  la  limite,  les  droites  mu^nu^  seront  tangentes  en 
m  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  étudiée.  Pour 
déterminer  les  positions  de  ces  tangentes,  cherchons  donc  la 
limite  de  tang  x. 

On  voit,  immédiatement,  que  l'on  a 

u.  v 

tang  x  =  dz  . 

D  mv 

Désignons:  parR,,R  les  rayons  des  parallèles  placés, 
respectivement,  dans  le  plan  horizontal  auxiliaire  et  dans 
celui  qui  contient  le  point  m,  m  ;  par  a,  x,  y  le  point  de 
rencontre  de  \l  avec  Q'  et  ses  coordonnées  ;  par  a,  b  les  points 
de  croisement  du  plan  de  front  conduit  par  z,  z  avec  la  pro- 
jection horizontale  du  parallèle  de  rayon  Ru  et  enfin  par  p 
l'angle  que  fait  P'  avec  une  verticale  quelconque.  Cela  posé, 

on  aura  ttj  v  =  Y  av  .  vb  =  Y  y  (2Ri  —  'J)> 

mv  =  x  sin  p, 
La  substitution  des  valeurs  de  u^r  et  de  mv  dans  la  pre- 
mière formule  donne  ensuite 

Y  ji  (2R, -,y) 

tang  x  =  ± : — ■ 

°  x  sm  S 
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ou  bien 


ta,,  .  =  ±     '      /ïRl  JL  _  (JLY 

sm  p     r        J    as2        \  œ  / 
Lorsqu'on  passe  à  la  limite,  Rt  tend  vers  R  et  le  rapport 

y 

-2— ,    qui  n  est    autre  chose  que  le  coefficient  angulaire  de 

la  tangente  menée  par  l'origine  à  la  courbe  ;/,  devient  nul  ; 
on  trouve  donc 


lim  tang  a  =  ±  -r^-r-V    2r  iim  JL. 

sm  p   f  x% 

Tout  se  réduit  actuellement  à  la  recherche  de  la  limite 

y 

du  rapport  -£-  . 

Soit  y  =.  f(x)  l'équation  de  la  courbe  a';    en  développant 
son  second  membre  par  la  formule  de  Mac-Laurin,  on  trouve 

y=^)+fr(o)  +  1~r(o)+ +i,2T...n/h(0) 

xn  +  1 

1       1.2.3...    (71+    I)     '  K      h  K    ; 

dans  laquelle  0  est  une  fraction  proprement  dite,  inconnue. 
Dans  la  présente  question  f(o)  =  o,  f'(o)  =  o,  puisque 
la  courbe  ;/  touche  l'axe  des  abscisses  à  l'origine  ;  l'équa- 
tion (1)  se  peut  donc  écrire 

r(o)  +  -4-r-r(o)+  ... 


Xù  1.2  I 


+  — — I T  /  (°)  + 


1.2.3    ...    Il  1.2.3     ...     H  (H,    -f-    I) 

en  faisant  tendre  x  vers  zéro,  on  trouve,  en  général, 

lim  -IL-  =  JL  /"'(o).  (2) 

La  relation  cherchée  est  donc 

lim   tang  x  =  ±  - \/l\  /"(o).  (3) 

sin   [s       V 

Ed  général /"'(o)  n'est  pas  nul;  donc,  à  cause  du  double 
Bigne  compris  dans  la  formule  (3),  m,  m  est  un  point  double 
de  la  section. 

Les  tangentes  au  point  double,  nous  allons  le  faire  voir 
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daDS  un  instant,  se  déterminent  facilement  en  construisant 
la  limite  de  l'angle  7.  ;  mais,  antérieurement,  cherchons 
une  interprétation  géométrique  de  f'(o). 

L'équation  de  la  ligne  y.',  dans  le  système  xmy,  peut  s'écrire 
x  =  ofy)  :  les  fonctions  /  et  ip  étant  inverses. 

Conservons  l'axe  des  abscisses  et  remplaçons  celui  des 
ordonnées  par  une  perpendiculaire  Y  ù  m'x,  menée  par  m  ; 
les  formules  de  transformation  donnent,  en  appelant  X,  Y 
les  coordonnées  nouvelles  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  y.',       x  =  X  +  Y  tang  p, 

!/  =  — y—  ; 

J  cos   p    ' 

donc,  dans  le  nouveau  système  d'axes,  l'équation  de  •/  est 

X  =  —  Y  tang  S  -f-  J Y 

5  '     '    'V  cos  â   / 

D'autre  part,  il  est  manifeste  que  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  u'  en  m,  que  nous  désignerons  par  z.  est  égal  à 
la  limite  de  la  sous-normale,  comptée  sur  Taxe  m  Y,  et  rela- 
tive à  un  point  de  [l  qui,  d'abord  voisin  de  m,  se  rappro- 
cherait de  ce  dernier  et  tendrait  à  se  confondre  avec  lui. 
Xous  désignerons  par  (xl5  (//),  (Xt.  Yt)  les  coordonnées, 
prises  respectivement  dans  chacun  des  systèmes  d'axes,  de 
ce  point  voisin  ;  l'équation  correspondante  de  la  normale  à 
;/.'  sera  alors  Y  —  Yt  =  —  X,iX  —  X,), 
et  la  sous-normale  sera  égale  à 

X  ,  X,. 
par  suite,  on  aura        p  =  lim  |X\  X(i. 

D'ailleurs,  de  l'équation  de  la  courbe  •/  dans  le  nouveau 
système  d'axes,  on  tire 

X,  =  —  tang  c,  -f-  «Yt/J ■— ; 

1  .    .     1     .   .,i      cog 

la  substitution  de  la  valeur  de  X\  dans  celle  de  p  donne, 
puisque  Xt  tend  vers  zéro, 


p  =  lim  f- 


CO: 


ou  p  =  ; —  lim 


Xir 


1  ,.  '1  —  .'/1  sin 

ou  encore  :  =  —     lim 


/'i.r,i 
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Lorsqu'on  donne  à  x{  la  valeur  zéro,  la  dernière  fraction 
devient    indéterminée  ;  remplaçons-la    donc  par    le   rapport 
des  dérivées  de  ses  deux  termes,  ce  qui  donne 
__        i         Um     i—  f(xt)sin.p 


cos  S  f'(xi) 

en  passant  à  la  limite,  on  trouve 


cos  p        t"(°) 
ou,  finalement, 

/"(o)  =  — l—.  (4) 

□  cos  S 


La  relation  (3)  devient  alors 
n   fl     F 


lim  tans:  oc  =  =fc 


m  w  j  =  r  =  —  ;  me    = 


sin  S  '  p  cos  p 
Soient:  ti>  la  projection  verticale  du  centre  du  parallèle 
qui  passe  par  le  point  double;  iù\  la  projection  de  même 
nom  du  sommet  du  faisceau  des  normales  à  la  surface 
menées  par  les  divers  points  de  ce  parallèle,  et  c  la  pro- 
jection verticale  du  centre  de  courbure,  en  m,  ni,  du  méri- 
dien de  front.  Nous  aurons  : 

m'iù'  R 

cos  p  cos  p 

et,  par  suite, 

lim  tg    x  =  ±  — ; y  — r—  ==  rfc    .     „  ,r — — r— 

sin  ^     '      w  c  sin  3  y  wi  c    .  m  «  , 

Décrivons  sur  iùtc'  comme  diamètre  une  demi-circonfé- 
rence et  soit  K'  son  point  de  croisement  avec  P',  projetons 
ensuite  K  en  K',  sur  zm;  on  aura  alors 

sin  3  y  vie'  .  m'io'i  =  viK, 

ft,  finalement,  lim  te  a  =  ±  — —  : 

D  mK 

La  construction  se  termine  manifestement  comme  il  suit: 

à  partir  de  K,  sur  KK'  et  sur  son  prolongement,  on  portera 

•  les    longueurs    K/l(  Kl.,    égales   toutes   deux  a  nVj  et    les 

droites  de  jonction  des  points  lt,  l3  au  point  m   seront  les 

tançantes  cherchées. 
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NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  «louanne,  professeur  au  Lycée  de  Caen. 


SYSTÈME  DE  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS  PARALLÈLES  DANS  DEUX  CONIQUES. 

En  prenant  les  équations  de  deux  coniques  rapportées  à 
des  axes  quelconques 

ax2  -f-  ibxy  -f-  ex*  -f-  2dx  -f-  2ey  -f-  /'  =  o 
ax2  -f-  26  xy  -f-  c'a;2  -f-  2cfoc  -}-  2e'?/  -f-  /'  =  o, 
les   diamètres  conjugués   d'une    droite  de  direction  m   sont 
donnés  par  les  deux  suivantes  : 

ax  -f-  by  -{-  d  =  m(bx  -f-  dy  -f-  e)  =  o 

a'a?  -f~  6';/  -f-  fZ'  =  m(b'x  -j-  d'y  -f-  e ')  =  o. 

Pour  que  ces  droites  soient  parallèles,  on  doit  avoir  : 

a  -f-  bm  b  -\-  me 

a  -|-  b'm  b'  -j-  me 

ce  qui  conduit  à  l'équation  du  second  degré 

(bc  -f-  c6')m2 -f-  ac'  -j-  ca')m  -f-  (a6'  —  ba)  =  o.        (1) 
En  général,  on  a  donc  deux  diamètres  conjugués  paral- 
lèles. Les  directions  sont  données  par  les  racines  de  cette 
équation;  en  effet,  en  prenant  pour  axe  des  x  l'une  d'elles 
et  pour  axe  des  y  sa  conjuguée,  on  est  conduit  à  l'équation 

om2  -\-  {ad  —  ca')m  =  o 
dont  une  racine  est  o  et  l'autre  est  00,  c'est-à-dire  les  direc- 
tions des  deux  axes  choisis. 

Lorsqu'on  a  — -  =  —rr  =  —r,  il  y  a  une  infinité  de  dia- 
c  b  a 

mètres  conjugués  parallèles. 

11  importe  de  savoir  si  les  racines  de  (1)  sont  toujours 

réelles,  ou  d'indiquer  dans  quels  cas    ce   fait  se  présente. 

La  condition  de  réalité  est 

(ac  —  ça')"-  —  4(bc'  —  cb')  (ab  —  ba)  >  0,  i 

qu'on  peut  écrire  aussi  sous  cette  autre  forme  : 

(266'  —  ac  —  ca')2  —  (b2  —  ac)[b 2  —  a'c)  >  o.     (-2  bisï 

Cette  fonction  des  coefficients  que  je  désigne  par  R  n'est 
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autre  chose  que  la  résultante  ou  l'éliminant  des  équations 
des  directions  asympto tiques  : 

fou)  =  a  y.2  -j-  2b  J.  -\-  c  =  o 
cp (m)  =  au.2 -f-  2b' y. -j-  c'—o. 
La  question  est  donc  ramenée  à  l'étude  de  R. 
A  cet  effet  il  faut  considérer  les  cas  suivants  : 

1°  Deux  ellipses.  —  En  désignant  par  a  et  t3  les  racines 
de  f(m)  =  o  et  par  x   et  (j'  celles  de  ou.  =  o,  ou   sait  que 

Dans  le  cas  des  ellipses 

x  =  p,   -j-  Ift  a    =  p2  -f  tgs 

P  =  Pi  —  m  p'  =  p*  -f  ^2  • 

Alors 

R  =  a2[(Pl  -  psy  +  (f/l  +  Î8)2][(Pi  -  IhY-  +  (</i  -  72)2]- 
Cette    quantité    est   essentiellement    positive;    alors    les 
racines  de  (1)  sont  réelles  et  deux  ellipses  ont  toujours  un 
système  de  diamètres  conjugués  parallèles  ;   c'est  ce  que 
montre  d'ailleurs  la  fonction  R. 

2°  Deux  hyperboles.  —  Alors  *,  [î,  x  et  p'  sont  réelles  :  sup- 
posons d'abord  x  >  a  >  (3  >  p', 
alors       R  =  a2  (-/  —  x)  (a  —  p)  (>'  —  a)  (p'  —  p)  >  o 
et  les  racines  de  (l)  sont  réelles;  ce  résultat  serait  le  même 
pour  x  >  a  >  p'  >  p. 

Supposons  que  a  >  a  >  S'  >  js  ;  alors  R  <  o  et  les  racines 
de  (t)  sont  imaginaires. 

Si  on  a  /  =  x,  R  =  o  et  les  valeurs  de  m  sont  égales  :  leur 

tic'  —  CCI  ,    .     ,  ,  . 

valeur  commune  —  ; p  est  précisément  la  raison  com- 

2bc  — cb 

mune  aux  équations  <p(m)  =  o  et  f(m)  =  o.  C'est  donc  une 

des  directions  asymptotes. 

Or  on  sait  que,  dans  ce  cas,  le  diamètre  se  confond  avec 
La  direction  de  la  corde  conjuguée  ;  c'est  ce  qui  explique 
L'égalité  des  racines. 

Alors  quand  les  directions  asymptoliques  de  l'une  des 
coniques  renferment  celles  de  l'autre,  il  y  a  un  système  de 
diamètres  conjugués  parallèles;  autrement  il  n'y  en  a  pas. 
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3"  Ellipse  et  parabole.  —  En  prenant  R  =  (266'  —  a'c  —  ac')* 
—  (62ac)(6"2a'c'),  on  voit  qu  il  se  réduit  à  (266' —  a'c  —  ac')s  et 
par  conséquent  que  les  racines  de  (1)  sont  réelles. 

4°  Hyperbole  et  parabole.  —  Alors  R>o,  ou  R  =  o  :  pour  R  =  o 
la  direction  de  l'axe  de  la  parabole  est  celle  de  l'une  des 
asymptotes  et  on  retombe  sur  les  diamètres  singuliers. 

5°  Ellipse  et  hyperbole.  —  En  prenant  pour  R  la  forme  déjà 
employée  au  3e  cas,  on  voit  immédiatement  la  réalité  des 
racines  et  l'existence  du  système  de  diamètres  parallèles. 

6°  Deux  paraboles.  —  Dans  ce  cas  les  deux  diamètres  con- 
jugués parallèles  sont  toujours  réels,  et  si  les  axes  sont 
parallèles,  il  y  en  a  une  infinité. 

On  peut  former  le  tableau  suivant  qui  résume  cette  dis- 
cussion : 

Deux  ellipses,  \  v>^_ 

Ellipse  et  hyperbole,         Certitude  de  la  ré°m  dcg  diamè_ 

Ellipse  et  parabole.        \      .  .  „, , 

_     l  *  ,  }      1res  conjugues  parallèles. 

Deux  paraboles.  j 

Deux  hyperboles,  )  Incertitude,  la  réalité  dépend  des 

Hyperbole  et  parabole.  \      directions  des  asymptotes. 

DIAMÈTRES   CONJUGUÉS   PARALLÈLES    DANS    LES    SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE 

En  prenant  pour  axes  des  coordonnées  un   système    de 
diamètres  conjugués  de  l'une  des  deux  surfaces,  les  équa- 
tions seront  : 
Aac»  +  k'y*  -f  AV  -f  2C.r  -f  2C'y  -f  2G"z  -f-  F  =  o 
ax*-  +  a'y*  -f-  a'z1  -\-  2b y z  -\-  ib'xz  -f-  zb'xy  -f-  2CX1 

-f-  2c'y  -f-  2c"v  -f-  F  =  o. 
Pour  que  les  plans  diamétraux  conjugués  de  la  direction 
donnée  par  a,  P  cl  ••  soient  parallèles,  on  doit  avoir  : 
a  y.  -\-  b"ry  -f-  b'y  b  t  -f-  a'(3  -j-  6y 

la  "  Hp 

b'-j.  -f-  a0  +  a  v 


A  v 

et,  faisant  tous  ces  rapports  égaux  ù  X,  on  en  tire  les  trois 
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équations  :  (a  —  AX)x  -f-  b"i  -f-  b'y  =  o  ; 

b"x  +  (a  —  XA')P  +  6y  =  o  ; 
b'a  +  63  -f  (a*  —  XA')  y  =  o  ; 
Ces  équations  ne  peuvent  être  compatibles  que  si  l'on  a  : 
a  —  XA        b"        b' 

b"       a  —  XA.'     b        =  o . 
b'  b    a"  —  XA' 

Cette  équation  du  troisième  degré  a  ses  racines  réelles, 
comme  on  peut  l'établir. 

En  effet,  si  on  représente  par  A,  A',  A",  B,  B',  B',  les 
mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant  A,  et  par  a,  a',  a", 
b,  b',  b',  les  mineurs  de  même  ordre  du  déterminant 
adjoint  dont  les  éléments  sont  A,  A',  etc. . .; 

Comme  onad  =  (a-  XA)A  ou  A2  A"  —  B2  =  {a  —  XA)'A, 
il  suffit  de  connaître  le  signe  de  d  pour  en  déduire  le  signe 
de  A  A'  =  (a  —  XA)(a"  —  XA')  —  6'2 

A"  =  (o  —  XA)(a  —  XA')  —  b'1 

>  — -  ;  désignons  par  Xj  et  X,  les  racines 
a  a" 

X  >  T  >  '- 

d  >  o,      a  —  / A  <  o,     A   <  o  ; 
d  <  o,     a  —  XA  <  o,     A  >  o  ; 

X  =  À2  d  <  o,      a  —  ).A    >  o     A  <  o  ; 

X  =  —  oo     d  >  o,     (a  —  XA)  >  o     A  >  o. 

Donc  les  trois  racines  sont  réelles. 

De  la  réalité  des  racines  de  A  =  o,  il  ne  faut  pas  con- 
clure l'existence  de  trois  diamètres  conjugués  parallèles  dans 
les  deux  surfaces  ;  il  peut  arriver  que  pour  chaque  racine 
il  y  ait  une  direction  à  laquelle  correspond  seulement  dans 
chaque  surface  un  plan  diamétral  parallèle  à  l'autre.  C'est 
ce  qu'on  peut  établir  en  considérant  successivement  deux 
surfaces  quelconques. 

1°  Deux  ellipsoïdes  ou  un  ellipsoïde  et  un   hyperboloide.  — 

Bien  n'est  changé  dans  la  direction  des  diamètres  con- 
jugués  par  une  simple  translation.  Alors  on  peu!  amener 
les  deux  centres  h  coïncider. 


Soit 

a 

T 

> 

a 
T" 

de  A' 

=    0 

;  *i 

> 

Pour  À  = 

oo 

X  = 

h 

—  oil  - 

Prenons  pour  axe  des  %  la  direction  donnée  par  l'une 
des  racines  de  A  =  o  et  pour  plan  des  xy  le  plan  diamé- 
tral conjugué  ;  on  aura  pour  les  deux  surfaces  les  équa- 
tions suivantes  : 

Ax2  -f  A'y2  -f  AV  -f  2~B"x\j  +  y  -f-  F  =  o  ; 

ax2  +  axf  +  a"-2  +  2b' xy  -(-  Y  +  f  =  °- 
Pour  z  =■  o,  on  a  les  sections  du  plan  diamétral  qui  sont 
deux  coniques  ayant  deux  diamètres  conjugués  communs, 
ainsi  qu'il  a  été  démontré.  Il  en  résulte  que  deux  surfaces 
à  centre  dont  un  ellipsoïde  ont  toujours  un  système  de 
diamètres  conjugués  parallèles. 

2°  Ellipsoïde  et  paraboloïde.  —  On  peut  effectuer  une  trans- 
lation du  paraboloïde  qui  place  le  centre  de  l'ellipsoïde 
sur  cette  surface  et  alors,  en  prenant  les  mêmes  axes  que 
précédemment,  on  a  les  équations  : 

kx*  -f  à!y*  -f  AV  +  2B'xy  +  F  =  o  ; 

ax*  -f-  a'y2  -\-  a  z2  -f-  2\  adxy  -f-  2 ex  -f-  iéy  =  o, 
et  les  sections  par  le  plan  z  =  o  sont  une  ellipse  et  une 
parabole  ayant  deux  directions  conjuguées  parallèles.  Donc 
le  système    de  diamètres  conjugués  parallèles  existe   dans 
ce  cas. 

3°  Deux  hyperboloïdes  ou  deux  cône-:.  —  Les  deux  centres 
étant  amenés  à  coïncider  comme  précédemment,  le  plan 
z  =  o  donne  pour  intersection  deux  hyperboles,  et  on  sait 
qu'elles  n'ont  de  diamètres  conjugués  communs  que  si  les 
asymptotes  de  l'une  renferment  celles  de  l'autre.  Il  n'y  a 
donc  de  systèmes  de  diamètres  conjugués  parallèles  que  si 
les  cônes  asymptotes  transportés  parallèlement  de  manière 
à  ce  que  le  centre  soit  commun,  sont  tels  que  l'un  soit  inté- 
rieur à  l'autre. 

En  suivant  la  même  marche  pour  d'autres  surfaces,  on 
est  conduit  à  former  le  tableau  suivant  qui  résume  toute 
l'analyse  de  la  question. 
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Deux  ellipsoïdes. 
Ellipsoïde  et  hyperboloïde. 
Id.        et  cône. 
Id.        et  paraboloïde. 
Id.        et  cylindre  elliptique. 
Id.        et  cylindre  hyperbo- 
lique. 
Ellipsoïde  et   cylindre  parabo- 
lique. 
Deux  paraboloïdes    elliptiques. 
Paraboloïde  elliptique  et  cylin- 
dre elliptique. 
Paraboloïde  elliptique  et  cylin- 
dre parabolique. 
Deux  cylindres  elliptiques. 
Cylindre    elliptique   et    parabo- 
lique. 
Deux  cylindres  paraboliques. 

Deux  hyperboloïdes  ou  deux 
cônes. 

Cône  ou  hyperboloïde  et  parabo- 
loïde. 

Paraboloïde  elliptique  et  hyper- 
bolique. 

Paraboloïdes  hyperboliques. 

Paraboloïde  et  cylindre  hyper- 
bolique. 

Cylindre  elliptique  et  hyperbo- 
lique. 

Cylindres  hyperboliques. 


Les  trois  racines 
de  A  =  o  donnent 
trois  diamètres  con- 
jugués parallèles. 


L'existence  du  systè- 
me de  trois  directions 
conjuguées  parallèles 
est  subordonnée  aux 
positions  respectives 
des  cônes  asymptotes, 
plans  asymp  loles , 
plans  directeurs  et 
axes.  Dans  le  cas  de 
contact  il  n'y  a  pas  de 
directions  conjuguées 
parallèles. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE 

Solution  de  la  composition  mathématique 
par  M.  Ja.nin,  élève  à  l'école  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 

(Voir  l'énoncé,  p.  324.) 


L'équation  d'une  hyperbole  équilatère  passant  par  les 
points  M  et  N  est 

X<1  —  y2  +  zmxy  -j-  2p~Ry  —  R2  =  o.  (1) 

Prenons  maintenant  un  point  Q  sur  le  cercle   et  soient 
x0  =  R  cos  o  ?/0  =  R  sin  9 

les  coordonnées  de  ce  point. 

Si  de  ce  point  nous  menons  des  tangentes  à  l'hyperbole 
équilatère  (1),  l'équation  de  la  corde  des  contacts  sera  : 
a;(cos  9  -f-  m  sin  ç)  -f-  y(m  cos  tp  —  sin  o  -f-  p) 

-j-  (p  sin  cp  —  i)R  =  o.  (2) 

Joignons  maintenant  le  poiut  Q  aux  points  A  et  B,  ou  la 
droite  (2)  rencontre  le  cercle  donné.  Pour  trouver  plus  faci- 
lement l'équation  du  système  des  droites  QA,  QB,  transpor- 
tons l'origine  des  coordonnées  au  point  Q  ;  nous  avons  alors 

x  =  x  -f-  R  cos  9  y  =  y'  -f-  R  sin  9  (S) 

et  les  équations  du  cercle  et  de  la  droite  (-2)  deviennent  : 
x%  -\-  y"1  -|-  2R(x'  cos  9  -f-  y'  sin  o)  =  o  (G) 

x-'(cos  9  -f-  m  sin  cp)  -\-  y'(in  cos  9  —  sin  9  -\-  p) 

-f-  2(7/1  cos  9  —  sin  9  -\-  p)R  sin  9  =  0.  (2)' 
Pour  trouver  maintenant  l'équation  des  droites  QA  et  QB, 
il  suffit  de  former  une  combinaison  homogène  des  équations 
(C)  et  (2)'.  Cette  combinaison  est  : 

(x'2-}"!/2)('ncos? — s'n  ?  4~P)  siu  ?  =  (x  cos  9  -f-  y'  sin  9) 
X  [x'(cos  9  -f-  m  sin  y)  -f-  y\m  cos  9  —  sin  9  -f-  p] 
c'est-à-dire  en  ordonnant 

[x'(i  —  p  sin  9)  -)-  ij'(m  +  P  cos  ?)]«£   =  o.     (4)' 
Telle  est  l'équation  des  droites  QA  et  QB,  l'origine  étant  en 
Q;  pour  avoir  l'équation  de  ces  droites  dans  l'aucien  sys- 
tème, il  faut,  dans  l'équation  (4)',  remplacer  x  et  y  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (3),  ce  qui  donne  l'équation  (4) 
\x(i  —  p  sin  9)  +  y  (m  +pcos  o)  —  (cos  9  +  m  sin  9)  R][x  _  R  Cos  cp]  _.  Q# 
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De  la  première  on  lire  : 
d  = 


2  COS  w 

portantdans  la  seconde,  il  vient,  en  remplaçant  cos*  w  et  X  par 

leurs  valeurs, 

2a2  s  Y 2 

a2-f  p —  -f  — L_R2=0. 

2  —  e  y  2         2 

Pour  faire   disparaître    l'irrationnelle    en    dénominateur, 
multiplions  les  deux  termes  de  la  fraction 

2a2 

2  —  £  y  2 

par  la  quantité  2  -f-  zy  2 

et  remarquons  que  s2  =  1  ; 

nous  aurons — j=  =  x2  (2  +  £  y  2  ) 

2  —  £  y  2 
et  l'équation  du  lieu  des  foyers  devient  alors 

(e  YT—  1)  a2  +  â2  —  —tJL  R2  =  0. 

Si    dans    cette  équation    on   remplace  successivement    s 
par  ±  1 ,  on  obtient  les  deux  équationsj 

(Yl—  1  )  a2  +  &2 '—  R2  =  o 

(/J  +  l  )   a2  —  (i2 '—  R2  =  O. 

La  première  de  ces  équations  représente  une  ellipse  rap- 
portée à  ses  axes.  Les  longueurs  des  axes  sont 

a2  =  ïî-  .  — =J R2  =  i-L  (yT+  1)  R2 

2  j/7—   j  2 

fc2  SB  R2 

2 

et  le  carré  de  la  demi-distance  focale  est 

c2  =  a2  —  62  =  R2, 
ce  qui  montre  que  les   foyers  de  l'ellipse  sont  les  points  M 
etN. 

La  seconde  équation   représente  une  hyperbole  rapportée 
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;\  ses  axes.  Les  longueurs  des  axes  sont 

a2  :  =  —  .  -tJ R»=  —  (vT—  i)  R2 


V2  -f 


s/7 

62  =  R2 

2 

et  le  carré  de  la  demi-dislance  focale  a  pour  expression 
c2  =  a2  -f  62  =  R2. 

Les  foyers  sont  encore  les  points  M  et  N. 

Le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilalères  de  lenoncé 
se  compose  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole  ayant  pour  foyers 
les  points  M  et  N. 

Cherchons  les  points  d'inlerseclion  de  ces  coniques  avec 
le  cercle  donné. 

L'équation  de  ces  coniques  est 

(e  v7!—  1)  x1  +  y2  —  ^-  R2  =  o 

et  l'équation  du  cercle  est  ce2  -f-  y2  —  R2  =  o. 

e  vT" 
Multiplions  la  seconde  de  ces  équalions  par et  ajou- 
tons-la à  la  première,  il  vient: 

-  1     œ«  +  (  1 '- f  =0 


2  /  \  2 

ou  a;2  —  y2  =  o. 

Cette  équation  représente  les  deux  bissectrices  de  l'angle 
des  axes  de  coordonnées. 

Comme  elle  ne  dépend  pas  de  e,  il  en  résulte  que  les  deux 
coniques  du  lieu  se  coupent  sur  le  cercle  aux  points  situés 
sur  les  bissectrices. 


SUR  UNE  PROPRIETE  DES  CONIQUES 

Par  M.  Mettre*   élève  de  Mathématiques  spéciales,  a  Sainte-Barbe. 


La  propriété  que  l'auteur  s'est  proposé  d'établir  n'est,  en 
réalité,  pas  nouvelle;  mais  la  démonstration  qu'il  nous  a 
apportée  nous  semble  originale,  et  le  corollaire  qu'il  en  a 
déduit  n'est  pas  sans  intérêt.  Celte  propriété  est  la  suivante: 
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Après  avoir  construit  le  centre  et  les  asymptotes  d'après 

la  méthode  indiquée 
précédemment,  on  mè- 
nera les  bissectrices  de 
l'angle  IGJ  (supposons 
pour  fixer  les  idées  que 
OPsoitdansl'anglelCJ), 
l'axe  transverse  sera 
dans  l'angle  IGJ  si  le 
centre  G  n'est  pas  entre 
0  et  P  (fig.  4);  l'axe 
transverse  sera  dans 
l'angle  adjacent  si  le 
centre  G  est  entre  0  et 
P  (fig.  2). 


Fig.  2. 


Quoi  qu'il  en  soit,  après  avoir  construit  l'axe  transverse  GX, 
du  point  M  on  abaissera  une  perpendiculaire  Mm  sur  GX  et 
l'on  considérera  le  point  R  où  la  tangente  MP  au  point  M  à 
l'hyperbole  considérée  rencontre  l'axe  GX. 

Le  point  R  est  le  pôle  de  la  droite  Mm. 

Par  suite,  les  points  R,  m  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  sommets  ÀA'  de  l'hyperbole  et  l'on  a 

GA2  =  GA2  =  CR  .  Cm 
relation  qui  permet  de  construire  les  points  A  et  A'  à  l'aide 
d'une  moyenne  proportionnelle. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  des  foyers  des  hyperboles 
lorsque  le  point  P  décrit  la  droite  y  =  x. 

Pour  cela  désignons  comme  précédemment  par  a  et  b  les 
coordonnées  du  point  fixe  P;  on  a 


d'où  l'on  tire 


pa  -f-  wR  = 


m  =  —  i 


pb 


=  R. 
R_ 

a    ; 


Et  l'équation  de  l'hyperbole    devient 

as2  —  y'1  —  2xy  -\-  2py  —  R2  =  o. 
Soient  a,  (3  les  coordonnées  des  foyers  de  cette  hyperbole, 
l'équation  de  l'hyperbole  pourra  s'écrire  : 

(x  —  a)2  -f-  (y  —  fi)2  =  2(x  cos  w  -j-  (/  sin  co  —  (/)-. 
L'identification   de    ces    deux    équations    nous  donne  les 
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relations  : 

!I  —  2C0S*  ù>  =  X.  i       a  —  2c"/C0Scd  :=  O. 

i  —  2  sin2  to  =  —  X.       (2)  ]     f>  —  2dsinw  = —  ),p. 
2C0ScDSintD=X.  f      x*  +  p*  —  2(1*  =  —  XR2 

Les  équations  (1)  se  réduisent  à  deux.  Pour  trouver  le  lieu 
des  foyers,  il  faut  entre  ces  cinq  équations  éliminer  les 
quatre  paramètres 

w  X  d  p 

l'élimination  peut  être   simplifiée;  en  remarquant  que  les 

équations  (1),  la  première  et  la  dernière  des    équations  (2) 

ne  contiennent  pas  p,  nous  ne  devrons  éliminer  que 

w  X  d 

Des  deux  premières  des  équations  (1)  on  tire 

2  cos2  ça  =  i  —  X.  2  sin2  cd  =  i  -f-  X. 

En  multipliant  membre  à  membre  il  vient 

4  sin2  cd  cos2  cd  =  i  —  X2. 
Et  en  tenant  compte  de  la  troisième  relation 
4  sin2  cd  cos2  cd  =  i  —  X2  =  X2, 

on  en  tire  X,2  =  — 


En  représentant  par  s  la  quantité  ±  i  ; 
En  portant  cette    valeur  de  X  dans  la  première  des  rela- 
tions (i)  on  tire  

COS     CD    = 


Nous  ne  prenons  pas  le  double  signe,  parce  que  l'on  peut 
toujours  choisir  arbitrairement  le  signe  de  l'une  des  trois 
quantités  cos  cd  sin  cd  d 

le  signe  des  deux  autres  se  trouvant  par  là  déterminé. 

Nous  connaissons  maintenant  X  et  cos  cd,  qui  sont  les  seuls 
paramètres  des  équations  (1)  qui  entrent  dans  les  relations 
x  —  2d  cos  cd  =  o 
x-  -f  V-  —  2d2  -f-  XR2  =  o. 
Entre  ces  relations  éliminons  d. 
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En  séparant  les  équations  de  ces  deux  droites,  on  obtient 
pour  l'une  l'équation 

x  —  R  cos  o  =  o 
qui  représente  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  y. 

L'autre  droite  est  représentée  par  l'équation 
(x  —  p  sin  ç)x  -f-  (m  -f-  p  cos  <p)y  —  (cos  <?  -\-  m  sin  c?)R  =  o 
Celte  équation  peut  s'écrire 

(py  —  R)  cos  cp  —  (px  -f-  mR)  sin  ?  +  (&  +  m}j)  =  0< 
On  voit  maintenant  que,  quel  que  soit  cp,   cette  équation 
est  vérifiée  pour 

R  _  ?»R 

'""   p  X~         p~; 

d'où  o;  -f-  my  =  o. 

Par  suite,  cette  droite  passe  par  le  point  fixe  dont  les 
coordonnées  sont 

.  mR  b  —  JL  /p) 

p  ~    p   ', 

Remarque.  —  Il  est  facile  de  voir  géométriquement  que 

le  point  P  est  le  pôle  de  l'axe  des  x  par  rappoit  à  l'hyper- 
bole considérée. 

En  effet,  lorsque  le  point  Q  vient  en  M,  la  corde  des  con- 
tacts coïncide  avec  la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M,  et 
des  droites  QA,  QB,  l'une  devient  la  tangente  au  cercle  au 
point  M  (tangente  parallèle  à  l'axe  des  y)  et  l'autre  devient 
la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M. 

En  répétant  la  même  conslruclion  pour  le  point  N,  on  voit 
que  le  point  fixe  se  trouve  à  l'intersection  des  tangentes 
menées  aux  extrémités  de  la  corde  MN,  c'est-à-dire  est  le 
pôle  de  MN. 

Le  point  P  étant  donné,  l'hyperbole  équilatère  correspon- 
dante est  déterminée. 

En  effet,  si  l'on  joint  le  point  P  aux  points  M  et  N,  on 
obtient  les  tangentes  PM,  PN  à  l'hyperbole  aux  points  M 
et  N,  et  l'hyperbole  demandée  se  trouve  déterminée  sans 
ambiguïté  par  deux  points  et  les  tangentes  eu  ces  points. 

Pour  construire  le  centre  de  Ci  tte  hyperbole,  remarquons 
qu'il  est  déterminé  par  l'intersection  des  deux  droites 
x  +  my  =  o,  mx  —  y  -f-  pR  =  o. 
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Si  dans  ces  équations  on  remplace  m  et  p  parleurs  valeurs 
tirées    en  fonction  des  coordonnées  du  point   P,   elles    de- 
x  11 

viennent      =  -^— ,  ax  4-  bu  —  R2  =  o. 

a  b  '      J 

Ces  deux  droites  représentent:  la  première,  la  droite  qui 
joint  le  centre  du  cercle  au  point  P  ;  la  seconde,  la  polaire 
du  point  P  par  rapport  au  cercle. 

On  obtiendra  donc  le  centre  de  l'hyperbole  en  prenant  sur 
le  diamètre  PO  le  conjugué  harmonique  du  point  P. 

Gomme  on  sait  faire  cette  construction,  le  problème  pro- 
posé est  résolu. 

Par  le  centre  G  de  l'hyperbole  menons  une  parallèle  Cx  à 
l'axe  des  x\  les  deux  droites  CP,  Cx  formeront  un  système 
de  diamètres  conjugués.  Il  suffit  pour  le  vérifier  de  remar- 
quer que  la  droite  PO  est  le  diamètre  conjugué  de  la  direc- 
tion Ox. 

Pour  construire  les  asymptotes,  puisque  l'hyperbole  est 
équilatère  et  que  nous  connaissons  un  système  de  diamètres 
conjugués,  il  suffira  de  mener  les  bissectrices  de  l'angle  PCr. 

Soient  CI,  CJ  ces  bissectrices,  on  obtiendra  les  axes  de 
l'hyperbole  en  menant  les  bissectrices  CX,  CY  de  l'angle  ICJ. 


Fig.  /. 

Pour  construire  les  sommets  de   l'hyperbole  nous  cher- 
cherons l'intersection  de  l'hyperbole  avec  l'axe  transverse. 
Nous  allons  déterminer  cet  axe  transverse. 
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Si.  par  un  point  fixe  P,  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  on 
trace  diverses  sécantes  et  qu'on  joigne  à  un  foyer  les  points  où 
chaque  sécante  rencontre  la  courbe,  les  Vgnes  de  jonction  ainsi 
obtenues  forment  avec  la  droite  qui  joint  le  fotjer  au  point  fixe  P 
des  angles  u  et  o'  satisfaisant  aux  deux  relations  suivantes  : 

co   -f-   co' 


COS 


=  O 


et    tg 


COS 


CO  ~ 

tg =  Cte. 


Prenons  pour  axes  de  coordonnées  la  droite  FP  et  la 
perpendiculaire  élevée  à  cette 
droite  au  foyer  F.  L'équalion  de  la 
couique  donnée,  par  rapport  à  ces 
axes,  est 

x2  -f-  y2  =  e2U2, 
e  étant Texceciricité  de  laconique, 
et  U  =  o,  l'équalion  de  la  direc- 
trice correspondant  au  loyer  F.  (On 
sait  que  U  =  x  cos  a  -j-  y  sin  a 

-P) 

L'équalion  d'une   droite    quelconque   du   plan  peut   être 
écrite  sous  la  forme 

mx  +  ny  +  XU  =  o1.  (1) 

Si  l'on  appelle    p  et  co,   p'  et  co'  les   coordonnées  polaires 

des  points  M  et  M'  par  rapport  au  point  F,  pris  pour  pôle, 

et  à  l'axe  FP  pris  pour  axe  polaire,  on  aura,  en  exprimant 

que  la  droite  précédente  (1)  passe  par  les  points  M  et  M', 

7)ip  cos  co  -|-  «p  sin  co  -\-  AU  =  o, 

x  et  y  étant  remplacées  dans  U  par  les    coordonnées   des 

points  considérés.  Or,  ces  points  étant  sur  la  conique,  on  a: 

p2  =  x2  -f-  y2  =  e2U2, 

d'où  U  =  -Ê-. 

e 

Par  conséquent,  pour  les  points  M  et  M',  on  aura  : 

p 
mp  cos  co  +  n?  S1U  c0  4"  ^         =  ° 

et  *««'  /»«c  ,./  _i_  «»'  cïti  ...'  __i_  i  _£_  — 


mp  cos  co'  -j-  np  sin  to'  — }-  X  -*—  =  o. 
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En  joignant  à  ces  deux  conditions  l'équation  générale 
mx  -f-  ny  -{-  *U  =  °«  on  obtiendra  l'équation  de  la  droite 
particulière  MM'  en  éliminant  m,  n  et  À  entre  ces  trois 
relations  homogènes.  Le  résultat  de  celte  élimination  est 
le  déterminant         x  y  U 

i 

e 

i 

e 


cos  u     sin  w 


cos  to     sin  co 


c.-à-d. 


sin  w 


x 


sin  w  cos  w  —  cos  w 

h  2/ 


ou     2X  sin 


e  e 

-f-  U(cos  w  sin  w'  —  sin  co  cos  o>')  =  o 

1-    2y    Sln  


cos 


sin 


0) co 


-f-  eU  sin(w'  —  co)  =  o 

e  U  cos  • 


CO   -f-    CO  .       CO  -j-  0)' 

ou  enfin    rr  cos |-i/  sin 


=  o. 


Si  l'on  écrit  alors  que  cette  droite  passe  au  point  fixe  P 

y  =  o 


x  =  a 


,  il  vient 


a  cos 


+  - 


cos 


«0  + 


c.-à-d, 


—  eU  cos =  o 

2 

r\~  e(a  cos  oc  — p) 


cos 


ce  qui  constitue  la  première  relation  énoncée. 
Cette  formule  peut  s'écrire  : 


cos 


cos 


sin 


sin 


constante 


cos  —  cos  —  •  -I-  sin  —  sin  — — 

2  2  2  '1 


1  a  __    I  or 

1  r*  l  K 


c'est-à-dire 


i   J_  »"■  —  le  

^    c    2      n     2 


=  K 


en  appelant  K  la  constante. 
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on  remarque  que  si  on  prend  la  dérivée  on  a 

R'  =  az\  -j-  bz2  -J-  co3   •  •  •   +  »p'n   • 
Donc,  on  connaît  la  sous-normale  à  la  courbe  R.Donc, 
on  coDnait  la  tangente. 

Nota.  —  Cette  question  a  été  résolue  par  MM.  Coignard,  élève  au  lycée 
Saint-Louis;  Landre,  élève  du  Prytanée  militaire  de  La  Flèche;  de  Prat,à  Lille. 

SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE 
Par  M.  M.  d 'Ocagne,  élève  au  lycée  Fontanes. 

Soit  0  le  pôle.  La  normale  à  l'enveloppe  de  la  droite  OM 
est  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le  point  0. 
Appelons  N  et  Nt  les  points  où  cette  perpendiculaire  coupe 
les  normales  en  M  et  M^  aux  courbes  correspondantes.  Pre- 
nons Je  milieu  N2  de  NNt.  La  ligne  M2N2  est  la  normale  au 
lieu  de  M2  (*)  ;  on  en  déduit  la  tangente. 


BIBLIOGRAPHIE 


Cours  de  géométrie  descriptive  (4n  volume),  par  M.  E.  «lurisch,  profes- 
seur aux  Ecoles  supérieures  municipales  Colbert  et  J.-B.  Say.  —  Paris, 
librairie  Dclagrave. 

Les  élèves  de  mathématiques  élémentaires  paraissent,  en  général,  assez 
rebelles  à  l'étude  de  la  géométrie  descriptive  ;  cela  tient,  croyons-nous,  à  ce 
que  les  ouvrages  qui  exposent  les  éléments  de  cette  science  n'insistent  pur 
asstz  sur  les  petits  problèmes  qui  constituent  ce  que  l'on  peut  appeler 
Yalphabel  de  la  géométrie  descriptive. 

Le  volume  que  noin  signalons  aujourd'hui  contient,  dans  une  première 
partie,  ces  petit-;  problèmes  exposés  dans  un  ordre  méthodique  et  développés 
assez  simplement  pour  que  les  élèves  puissent  se  les  approprier  rapidement;' 
lorsqu'ils  posséderont  ces  éléments,  ils  seront  à  même  de  faire  des  épures 
analogues  a  celle;  i|ui  leur  sunl  demandées  aux  examens. 

La  seconde  partie  du  volume,  qui  traite  des  polyèdres  et  delà  sphère,  ren- 
ferme d'ailleurs  de  nombreuses  applications  de  ces  problèmes  élémentaires; 
elles  achèveront  d'en  montrer  l'utilité  aux  élèves. 

L'emploi  des  projections  obliques  pour  résoudre  certaines  questions  tend  à 
s'introduire  dans  l'enseignement,  el  il  n'existe,  à  notre  connaissance,  aucun 
ouvrage  élémentaire  qui  en  fasse  mie  étude  spéciale;  les  principes  el  les 
applications  élémentaires  de  la  méthode  des  projections  obliques  que  l'auteur 
a  placés  a  h  Hi  du  volunu  constituent  donc  une  innovation  qui.  si  modeste 
qu'elle  oit,  mérite  d'être  rem  irquée. 

(*)  Voir  Mannheim,  Cours  de  géométrie  descriptive  de  l'École  poli/lcchniijue. 
p.  17t. 
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Signalons  aussi  les  deux  cents  questions  comprises  dans  ce  volume;  un  cer- 
tain nombre  d'entre  elles,  proposées  aux  examens  divers,  contiennent  de; 
données  numériques  permettant  aux  élèves  de  s'exercer  en  vue  de  l'épure 
qui   leur  sera  imposée  dans  les  épreuves  de  fin  d'année. 


QUESTIONS  PROPOSE!- 


Mathématiques    élémentaires. 

266.  —  On  donne  un  point  P  dans  l'intérieur  d'un 
triangle  ;  par  ce  point ,  on  mène  d  s  parallèles  aux 
côtés  ;  la  parallèle  à  AG  rencontre  les  côtés  aux  poinls  i  et 
4;  la  parallèle  à  BC  rencontre  les  côtés  aux  points  2  et  5  ; 
enfin  la  parallèle  h  AB  rencontre  les  côtés  aux  poinls  3  et 
6;  eu  joiguant  les  points  1,  3,  5  on  form«  un  triangle;  de 
même  pour  les  points  2,  4,  6.  On  demande  :  1°  de  démon- 
trer que  ces  deux  triangles  sont  équivalents  ;  2°  de  déter- 
miner le  point  P  de  façon  que  le  triangle  (1,  3,  5)  soit 
maximum. 

267.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  circonférences  qui 
se  coupent  en  A,  et  un  point  B.  On  demande  de  décrire  de 
B  comme  centre  une  circonférence  telle  que  deux  des  points 
C  et  D  où  elle  coupe  les  deux  premières  soient  en  ligne 
droite  avec  le  point  A.  En  outre,  on  suppose  que  le  point 
B  parcourt  la  plus  grande  des  deux  circonférences;  par 
chacune  de  ses  positions,  on  mène  une  parallèle  à  la 
direction  correspondante  ACD.  Démoutivr  que  celle  paral- 
lèle est  constamment  laugenle  à  une  certaine  ellipse  fixe, 
que  l'on  propose  de  déterminer.  Vazou.) 

268.  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque 
comme  diamètre,  on  décrit  des  circonférences  et  on  mène 
les  lau génies  communes  à  ces  circonférences,  prises  deux  à 
deux.  Dérnoutrer  que  la  somme  des  carrés  des  iuverses  des 
la n  seules  est  égale  au  caire  de  l'inverse  du  rayon  du  cercle 
inscrit.  (Blcssel.) 

269.  —  Par  un  point  donné  dans  un  angle,  et  également 
distant  de  ses  deux  côtés,  mener  une  droite  terminée  à  ces 
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le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  qui  ont  même 
centre  et  passent  par  un  point  commun  est  une  lemniscate 
ayant  pour  pôles  le  point  donné  et  son  symétrique  par 
rapport  au  centre. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  aussi  résolue  par  M.  V.  Arnaud,  élève  de 
mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nice. 


QUESTION  244. 

Solution  par  M.  A.  Coignard.  élève  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  Saint-Louis. 


Etant  donnée  une  conique  qui  passe  à  l'origine  des  axes  supposés 
rectangulaires,  on  considère  les  cordes  de  cette  conique  qui  sont 
vues  sous  un  angle  droit:  par  les  extrémités  de  chacune  de  ces 
cordes  et  par  l'origine  on  fait  passer  un  cercle  ;  on  demande  le 
lieu  des  centres  de  tous  ces  cercles. 

Soit  la  conique  rapportée  à  une  tangente  et  à  la  normale, 

son  équation  sera 

f(x,  y)  =  Ax*  +  2Bxij  +  Ci/2  -f  2Ej/  =  o  ; 

on  sait  d'après  le  théorème  de  Frégier  que   toutes  les  cordes 

considérées  passent  par  un  point  fixe  sur  la  normale.  Soit  [3 

son  ordonnée;  on  a  à  trouver  le  lieu  des  milieux  de  la  corde 

y  —  [3  =  mx. 

Il  suffit  donc  d'éliminer  m  entre  cette  équation  et  l'équation 

du  diamètre  conjugué  de  la  direction  m,  qui  est 

f'x  -\-mf'y  =  0; 

V  —  P 
le  lieu  est  donc   f'œ  -f"  - — —  fy=o. 

On  voit  sous  cette  forme  que  le  lieu  cherché  est  une 
conique  qui  passe  par  le  centre  de  la  conique  donnée. 

Cette  équation  développée  devient 
Ax*  -f  2Bxy  -f  Cif  +  (E  —  C|%  —  Bpx  —  Epœ  —  E(3  =  o. 

Ce  lieu  passe  par  le  point  d'ordonnée  (ï  et  situé  sur  l'axe 
des  y.  C'est  une  conique  homothétique  à  la  conique  pro- 
posée. 
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>*ota.  —  Ont  résulu  cette  question  :  MM.  Comaudré.  élève  de  mathématiques 
spéciales  au  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Pierron]  ;  Lestoquoy,  du  lycée  de 
Sjint-Quentin;  Hugot  et  Simon,  du  lycée  de  Lyon;  Gino  Loria.  à  Mantoue; 
Libmann,  collège  Stanislas,  à  Paris. 


QUESTION  245 

Solution  par  M.  D.  Comandré.  élève  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  Saint-Louis. 


Etant  données  deux  courbes  S  et  Sj  par  leurs  équations,  dans  un 
système  de  coordonnées  polaires,  on  suppose  que  l'on  sache  con- 
struire les  tangentes  à  ces  courbes  en  deux  points  M  et  M,,  situés 
sur  un  même  rayon  vecteur  :  on  demande  d'en  déduire  la  tangente 
au  point  Mq  situé  sur  le  même  rayon  vecteur  dans  la  courbe St, 
qui  est  le  lieu  des  milieux  des  distances  telles  que  MM^  dans  les 
deux  courbes  proposées. 

Considérons  les  deux  courbes 

?  =  f  M,  (i; 

p  =  ç(û>).  (2) 

La  courbe  considérée  sera 

/»  +  ?(*»)  ,ox 

P  -  —      -                             {à) 
Les    sous-normales   à   (1)    et   à    (2)    sont   respectivement 
—  /*  (ta),  —  p  (ta).  Or,  la  sous-normale  à  (3)  est — ■ 

c'est-à-dire  la  demi-somme  des  sous-normales  à  (I)  et  à  (2). 

Donc,  on  connaît  la  sous-normale  à  (3),  car  on  connaît 
les  tangentes  à  (1)  et  (2);  par  suite,  on  a  la  tangente  en  M, 
à  la  courbe  (3). 

Nota.  —  On  peut  remarquer  que  quand  on  connaîtra 
plusieurs  courbes  et  les  tangentes  à  ces  courbes,  si  on  en 
considère  une  dont  le  rayon  vecteur  soit  une  fonction 
linéaire  et  homogène  des  rayons  vecteurs  des  premières, 
on  pourra  construire  la  tangente  à  cette  courbe  en  un  point 
quelconque. 

En  etlét,  soient  pt,  pa,  pa  ...  pn  les  p  de  plusieurs 
courbes.  Soit  une  courbe  définie  par  la  relation 

R  =  apt  +  h»  +  CP«  + "--    : 
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Il  en  resuite  : 

CO  CO         __       ,  .  lr 

tg  — tg  — (K+i)=  i-K; 

d'où 

oj  w'  i  —  K  a  —  (a  cos  a  —  p)e 

{a-  t°"  = =    ■ — —  =  (J     . 

°2°2  !+^  a-j-(a  cos  a  —  p)e 

C'est  la  seconde  relation  énoncée. 

Corollaire.  —  La  première  formule    conduit  à  une  pro- 
priété remarquable  de  l'ellipse. 
Si  l'on  mène  la  bissectrice   FB   de  l'angle   MFM',  l'angle 

BFP  est   égal   a ;  pour  avoir    son  cosinus,  il   suffit 

d'abaisser   du  point    fixe  P  une  perpendiculaire  PB  sur  la 
bissectrice,  et  en  prolongeant  FM' jusqu'à  la  rencontre  en  G 
de  cette  perpendiculaire,  on  a 
dans  le  triangle  FBG  : 

CO    —  CO 

FB  =  FG  cos , 


et  dans  le  triangle  FBP  : 


FB  =  FPcos^±^- 


Par  suite 

FG     _  2  e(a  cos  a  —  p) 


FP 


cos 

CO   -j-  CO 

2 

cos 

co  —  co 

=  K. 


2 

Donc  FG  =  K  .  FP  ==  Ka  =  Cte. 

On  voit  donc,  par  cette  dernière  considération,  que,  si  l'on 
■joint  un  point  fixe  du  plan  à  un  foyer,  que  par  le  point  fixe 
on  mène  une  sécante  PMM'  à  travers  la  courbe,  et  que  de  ce 
point  P  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
MFM',  les  segment ■<  interceptes  par  cette  perpendiculaire  sur  les 
rayons  vecteurs  FM,  FM'  sont  constants.  De  plus,  le  lieu  des 
points  G,  ou  la  perpendiculaire  rencontre  le  rayon  FM  prolongé, 
est  un  cercle. 
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QUESTION  234 


Solution  par  H.  .Moulines,  élève  de  Mithéruatiques  spéciales 
au  lycée  Saint-Louis    (classe  de  M.  Pierron), 


Un  diamètre  d'une  ellipse  est  donné  en  grandeur  et  en  position. 
Son  conjugué  est  donné  en  grandeur  seulement.  Trouver  le  lieu 
des  foyers. 

Soient  2a,  26  les  longueurs  des  axes  d'une  ellipse.  Soit 
ià  la  longueur  du  diamètre  A  A.'  donné  de  grandeur  et  de 
position  et  26'  la  longueur  du  diamètre  donné  de  grandeur 
seulement. 

On  a  AF  -f  A  F  =  2a; 

élevant  au  carré 

(1)  AF2  -f  AT2  +  2ÀF  .  AT  =  4a2. 

Mais  dans  le  triangle  AFA'  on  a 

AF2  +  AT"  =  2OF2  -f  2a'2. 

Dès  lors,  l'égalité  (1)  devient 

AF  .  AF  =  2a2  —  a'2  —  ÔT2 
et  comme  OF2  =  a2  —  b* 

et  a»  -f  b2  =  a1  -f  b'\ 

AF  .  AT  =  b'2. 

Le  lieu  est  donc  une  ovale  de  Cassini  ayant  pour  pôles 
A  et  A'  et  b'2  pour  puissance. 

Remarque  J.  —  Si  b'  =  a',  c'est-à-dire  si  l'on  donne  seule- 
ment un  des  diamètres  conjugués  égaux  de  grandeur  et  de 

A. Y  - 

position,  on  aura      AF  .  AT  =  — ■ 

4 
et  le  lieu  sera  une  lemniscate. 

Remarque  11.  —  En  cherchant  le  même  lieu  pour  une 
hyperbole  en  se  donnant  la  longueur  géométrique  du  dia- 
mètre conjugué  imaginaire,  on  obtiendrait  la  même  équa- 
tion :  car  il  suffirait  pour  avoir  le  lieu  de  changer  le  signe 
du  produit  AF   .   AF'  et  le  signe  de  6''. 

Remarque  lll.  —  Dans  l'hyperbole  équilatère,  tous  les  dia- 
mètres conjugués   ont    morne  longueur  géométrique.  Donc, 
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mêmes  côtés  de  telle  sorte  que  le  point  donné  la  divise  en 
deux  segments  dont  la  somme  des  carrés  soit  donnée. 

(Conc.  gén.   1819.) 

270.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté, 
l'angle  opposé  et  le  produit  d'un  des  côtés  inconnus  par  la 
somme  ou  la  différence  de  ces  deux  côtés. 

Mathématiques  spéciales. 

271.  —  Trouver  le  coefficient  du  terme  en  xp  dans  le 
développement  suivant  : 

(i  +  X  -f-  x1  -\-  xz  -\-  ...  4-  xn  -  i)2 

(F.  Fabre.) 

272.  —  Vérifier  l'identité 

(I    4-  X)(l    4-   X*)(l    4-   Xl)(l    -f  Xs)    ...    (i    +   £C«P  ) 

=  1  -\-  X  -j-  x*  4"  x*  +   •  •  •   +  xk  > 
et  exprimer  K  en  fonction  de  p.  (F.  Fabre.) 

273.  —  Si  m  désigne  un  nombre  entier  positif,  à  quelle 
condition  doit-il  satisfaire  pour  que  (x  -\-  y)m  —  (xm  -\-  ym) 
soit  divisible  par  x1  -\-  xy  -\-  y2  ?  (F.  Fabre.) 

274.  —  Étant  donné  l'arc  ia,  effectuer  la  somme  S 
déterminée  par  la  formule 

S  =  3  4"  s*11*  a  ~f"  cos4  a  ~f"  s'n$  a  "f"  cos6  a  ~\-  sm*  a 
4-  cos8  a  4~  •  •  •  ~h  sin2rt  a  -{-  cos2"  a  -f 

275.  —  La  somme  de  n  nombres  positifs  ou  négatifs, 
entiers  ou  fractionnaires,  multipliée  par  la  somme  de  leurs 
inverses,  ne  peut  jamais  être  égale  ù  n-  ;  en  d'autres  termes, 
l'équation 

(i+i +  •••+£)(*•+*•  +  •■• +<*)  =  »■ 

est   toujours  impossible,    sauf  pour   xx    =   x2   =   x3    ... 
=  xn  =  i .  (De  Longchamps.) 


Le  Rédacteur-Gérant. 
J.  KGEHLER. 
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NOTE 

SUR   LES    FRACTIONS    DÉCIMALES    PERIODIQUES 
[Suite,  voir  page  481.] 


10.  —  Lorsqu'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  pre- 
mier donne  naissance  à  une  période  non  complète,  le  nombre 
de  chiffres  de  la  période  est  impair. 

Dans  l'égalité  -—  =  —-— 

on  sait  que  D  est  de  la  forme  10*  —  i,  k  étant  le  nombre 
de  chiffres  de  la  période.  Je  dis  que  si  la  période  n'est  pas 
complète,  /.•  est  impair.  En  effet,  supposons  que  k  soit  pair, 
et  égal  à  ik .  On  aurait  alors 

i     _  P P 

N  io-A' —  i         (io  *'  -|-  i)  (io*' —  ii 

X.  étant  premier,  doit  diviser  l'un  des  deux  facteurs  du 
dénominateur;  supposons  d'abord  qu'il  divise  io  k'  -\-  i  ;  on 
aurait 


d'oii  l'on  tirerait 


et  nous  avons  vu  que  si  la  fracliou -==-  se  présente  sous 

cette  forme,  la  fraction  est  complète,  ce  qui  est  contre  l'hy- 
pothèse.  Si  au  contraire  N  divise  le  facteur  io*'  —  i,  on 

<l 

i  io* 

lire  -rr-  = 

.\  I 


I  0  *'  -f-  I 

I 

IO*' 

N 

i        ' 

et  par  suite  la  période  n'aurait  que  k'  chiffres,  ce  qui  est 
encore  contre  L'hypothèse.  Donc  k  est  forcément  impair. 

11.  —  Nous  venons  de   voir  que   si    N  est  un  diviseur  de 
io '''-{-  i|  la   période  est   complète.   Réciproquement,  si  N 
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donne  naissance  à  une  fraction  décimale  à  période  complète, 
N  est  un  diviseur  de  ioA'  -j-  i. 

En  effet,  soit  2k  le  nombre  des  chiffres  de  la  période,  x  la 
première  partie  de  cette  période,  on  a  (4) 

.1  io'1'  jc  -f-  1 


N  I  10  *  +   I 

1  +"TÔ^~ 

donc  2n  doit  diviser  10  A '+  1 . 

Donc  on  trouvera  les  diviseurs  premiers  qui  donnent 
naissance  à  des  périodes  complètes  en  cherchant  les  facteurs 
premiers  de  10  k  -(-  1,  où  l'on  donne  à  k  les  valeurs  entières 
1,  2,  3,  4.... 

12.  —  Nous  allons  nous  proposer,  connaissant  le  nombre. 

de  chiffres  de  la  période  correspondant  à  la  fraction  <-—, 

N  étant  premier,  d'en  déduire  le  nombre  de    chiffres  de  la 

période  correspondant  a  — . 

D'abord,  en  appelant  p  la  période,  qui  contient  par  hypo- 
thèse k  chiffres,  on  en  déduit 

J-   =z  P 

N  10''  —  1 

Si  p  est  divisible  par  N,  on  a  p  =  ISq.  et  par  suite 

1  7 


.Y-  ioA 


donc,  dans  ce  cas,  la  fraction  correspondant  à  -^  contient 
autant  de  chiffres  à  la  période  que  la  fraction  correspondant 

Mais  supposons  que  p  ne  soit  pas  divisible  par  N  ;  posons 
alors  p  =  N/j  -f-  '"  ; 

/\  étant  inférieur  à  N,  est  nécessairement  premier  avec  lui. 

Gela  posé,  prenons  deux  périodes  au  numérateur;  on  sait 
que  l'on  a  encore  une   fraction  égale  à  la  fraction   proposée. 
1  p.  io*  -f  p 


el  on  a 


\  1  o\ 
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Mais  ou  a  par  hypothèse 

,0* —  i  —  SN, 

donc-  io/,:  =  SX  -j-  i 

et  par  suite 

J_  _    (f/N  +  /-j(SN  -f-  i ,)  -f  (</X  +  r)  TX  -f  2;' 

N  i  o''A  —  i  i  ou  —  i 

On  trouverai!  il«'  même,  en  prenant  trois  périodes  : 

_i_  VX  -f-  3/- 

"X-  ==     io:(/>—  i   ' 

et  ainsi  de  suite;  or.  il   faul  que  le  numérateur,  formé  d'un. 

nombre  ailier  de  périodes,   soit  divisible   par  X,  pour  qu'on 

puisse  en  déduire    le    nombre    «le   chiffres  <!<•  la  période  de 

— —  :  mais,  d'après  la  forme  du  numérateur,  il  faut,  pour  nue 

celte  condition   soit   remplie,   que    l'on   prenne  X  périodes  ; 
donc,  en  général,  le  nombre  de  chiffres  de  la  période  corres- 
pondant à  —  est  .Y',. 
On  verrait    de  même  que.  si   la    période   correspondant  à 

— —  n'est  pas  divisible   par  X.  le    nombre  de  chiffres  de  la 

N1 

période  de  -=r  est  X-/.-,  et  ainsi  de  suite. 
N3 

;!.  —  La  période  correspondant  a—-.  N.  étant  un  nora- 

bre  premier,  est  de  même  nature  que  la  période  correspon- 

danl  à  -r-p   c'est-à-dire   complète  ou   incomplète  en   même 

temps  que  celte  dernière. 

En  elïet,  soit  k  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  cor- 
respondant  à  -— r-  ;   le  nombre  des  chiffres  de   la   période 

1 
correspondant    a  - —  sera,  d après  ce  qui  précède,  égale  à 

X'''  k,  h  étant  un  entier  égal  ou  inférieur  à  //  —  i  :  or 
N  étant  premier;  Y  est  impair;  dune  Y'  ./.  sera  pair  ou 
impair  en  même  temps  que  k. 


—  o3»2  — 

14.  —  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  irréductible 
est  formé  d'un  produit  de  facteurs  premiers,  aucun  des  restes 
n'est  divisible  par  un  des  facteurs  premiers  du  dénomina- 
teur. 

Soit  la  fraction  — - — ,  que  je  suppose  irréductible  ;  je  dis 

que  je  ne  pourrai  pas  obtenir  un  reste  divisible  par  b  ou 
par  c;  en  effet,  supposons  que,  après  k  opérations,  j'aie  un 
reste  divisible  par  b  par  exemple,  j'aurais 

a  X  ioA'  =  bc  X  9  +  bm  =  bQ, 

donc  a  X  io*  serait  divisible  par  b,  ce  qui  est  impossible. 

Gela  nous  indique  immédiatement  combien  il  y  a  au  plus 

de  chiffres  à  la  période  d'une  fraction  dont  le  dénominateur 

est  composé  de  plusieurs  nombres  premiers;  en  effet,  prenons 

par  exemple  la  fraction  ■  .   Parmi   les  NN'   —  i    restes 

possibles,  il  y  en  a  (N'  —  i)  divisibles  par  N,  et  aussi 
(N  —  i)  divisibles  par  N'  ;  on  ne  pourra  pas  les  obtenir,  et 
par  suite  il  en  restera  au  plus 

NN'  —  i  —  (N'  —  i)  —  (N  —  i)  =  (N  —  i)(N'  —  i). 

•  Donc  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  sera  (N  —  i) 
(N'  —  i)  ou  un  sous-multiple  de  ce  nombre. 

Si    nous   prenons   de   même   la    fraction      ,,,T.-,,,  ,    nous 

JNJN  -N 

verrous  que,  parmi  les  NN'N"  —  i  restes  possibles,  il  y  en 
a  qui  sont  multiples  de  N,  et  dont  le  nombre  est  N'N"  =  i  : 
d'autres,  au  nombre  de  XX  —  i,  sont  divisibles  par  X: 
d'autres  encore,  au  nombre  de  NN'  —  i,  sont  divisibles  par 
N  :  enfin  il  y  en  a  X  —  i  divisibles  par  XX'  ;  X  —  r  di- 
visibles par  N'N  ;  N"  —  i  divisibles  par  XX".  En  retranchant 
tous  ces  restes,  que  l'on  ne  peut  avoir»  on  voit  facilement 
qu'on  peut  eu  trouver  un  nombre  marqué  par 

•  X  —  i)(Y  —   m.V—  i); 
donc  ce  nombre,  ou  un  de  ses  sous-multiples,  inarquera  le 
nombre  de  chiffres  de  la  période  correspondant  à  la  fraction 
considérée. 

15.  —  <>ii  sait  que,  au  lieu  de  prendre   pour  représenter 
une   fraction   décimale  périodique,    une   fraction    ordinaire 
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dont  le  numérateur  est  la  période,  et  le  dénominateur  un 
nombre  formé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  à  la  période, 
on  peut  prendre  au  numérateur  n  périodes,  à  la  condition 
que  le  dénominateur  contiendra  un  nombre  de  9  égal  à  n 
fois  le  nombre  de  chiffres  de  la  période.  Je  dis  que  l'on  ne 
pourrait  pas  prendre  un  nombre  de  9  qui  ne  fût  pas  un 
multiple  du  nombre  de  chiffres  de  la  période. 

En  effet,  désignons  par  .V  le  numérateur  de  la  fraction 
que  l'on  formerait  ainsi,  et  qui  aurait  autant  de  chiffres 
que  le  dénominateur;  posons 

1     _  A 

N  1  o"A  +  ''  —  1    ' 

appelons  /)  le  nombre  formé  en  prenant  ?i  périodes  ;  on  a 
1  ]>  __  }>.  ior 

~N~~  io"A  —  1  io"A  +  r  —   10'  ' 

On  en  déduit,  par  une  propriété  connue 
!  A  —  p.101' 

N  1  o'  —  1 

dune  la  période  correspondant  à  -=-  n'aurait  que  r  chiffres 

au  lieu  de  /;  chiffres,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

16.  —  Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  im- 
portant suivent  : 

Le   nombre    de  chiffres   de    la   période  correspondant   à 

est  égal  au   plus    petit  commun  multiple    des 

N . N  .  N  ... 
nombres  de  chiffres  des   périodes  correspondant   aux  frac- 

1        1         > 
lions  — ,  -—,  -==r-. .. 

D'abord,  le  nombre  de  chiffres  de  la  période  correspondant 
ii  la  fraction  composée  est  un  multiple  commun  des  nombres 
de  chiffres  des  autres  périodes;  en  effet,  on  a.  en  appelant 
1)   le  dénominateur  de  la  fraction  composée 

'  _  J!_. 

N.Y.V    '        I)   ' 

1  N  N  p  1  N">> 

don  _  =  _T_:     _  =  __.  e.e. 
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donc  le  nombre  de  chiffres  de  D'  est  un  multiple  du  nombre 


de   chiffres    des  périodes    correspondant  aux  fraclions 


N 


i 
—  ... 

En  outre,  je  dis  que  D  a  précisément  un  nombre  de 
chiffres  égal  au  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 
de  chiffres  des  autres  périodes.    Pour   le   prouver,   je   vais 

prendre  deux  fractions  irréductibles,  — •  et  — .  Je  prendrai 

un  dénominateur  I)  formé  d'autant  de  g  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  de  chiffres 
des  périodes;  alors  je  prendrai  un  nombre  correspondant  de 
périodes  dans  chaque  fraction,  et  j'aurai 

i  P  j_       _P_ 

~ô~  ~  TT:      T  ~  D  ' 

a  +  6         p  _j_  p' 


d'oil 


Or.  la  fraction 


a  b 

g-fo 
ab 


D 


est  irréductible,  puisque  a  cl  b  sonl 


premiers,  donc  P  -f  P  est  divisible  par  (a  -(-  h)  :  appelons  p 

i  p 

le  quotient,  nous  aurons        — —  =  — -  : 
1  ab  D 


donc  la  fraction  — —  donnera  naissance  à  une  fraction  dont 
ab 

la  période    ne  contiendra   pas  plus  de   chiffres  qu'il  n'y  a 

d'unités  dans  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  de 

chiffres  des  périodes  de  — et  -7—:  du  reste,  d'après  la  pre- 
r  a         b 

mierc  partie   du    raisonnement,  il  ne   peul    pas  y  en  avoir 
moins;  le  théorème  est  donc  démontré  pour  ce  cas. 

c  étant  premier  avec  ab,  le  théorème  s'applique  en  consi- 
dérant La  fraction 


— —  comme  provenant  de  la  fraction  — -, 
abc  a  i> 


combinée  avec   la  fraction  — .  8t  ainsi  de  suite. 

c 

17.  — Oite  proposition  nous  permet  de  résoudre  la  ques- 
tion suivante,  <[ui  a  été  donnée  dans  des  concours  :  Trouver 


—  sas  — 

tous  les  nombres  N  tels  que  la  période  de  —  ait   p  chiffres 

décimaux.  Il  suffit  évidemment  que  N  soit  diviseur  de  10P —  i  ; 
on  formera  donc  les  diviseurs  de  loi' ;  parmi  ces  diviseurs 
se  trouveront  toujours  3  et  9,  qui  ne  donnent  qu'un  chiffre 
à  la  période  et  que  l'on  laissera  de  côté.  Si  le  nombre  p  est 
formé  du  produit  de  deux  nombres  entiers,  a  et  b,  on  laissera 
de  côté  ceux  des  diviseurs  de  10  p —  1  qui  sont  diviseurs 
de  10  °  —  1,  ou  de  10  b  —  1 ,  et  ainsi  de  suite. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  Haurice  d'Ocaçne,  élève  au  Lycée  Fontanes. 


On  considère  trois  circonférences  passant  par  un  même  point 
et  se  coupant  deux  à  deux  sur  une  droite:  1°  par  un  point  de 
celte  droite,  on  mène  une  tanyente  à  chacune  des  trois  circonfé- 
rences ;  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  et  le  point  commun 
aux  trois  circonférences  sont  sur  une  même  circonférence;  2°  les 
points  diamétralement  opposés  on  point  commun  dans  les  trois 
circonférences  sont  sur  une  même  circonférence  arec  ce  point 
commun. 

1°  Transformons  par  rayons  vecteurs  réciproques  en  pre- 
nant pour  pôle  le  point  commun  aux  trois  circonférences  et 
un  module  quelconque. 

Les  trois  circonférences  se  transforment  en  trois  droites. 
Comme  ces  circonférences  se  coupaient  deux  à  deux  sur  une 
droite,  leurs  transformées  se  coupent  deux  a  deux  sur  une 
circonférence  passant  par  le  pôle.  L'inverse  du  point  d'où 
on  menait  les  tangentes  se  trouve  sur  cette  circonférence 
Quant  aux  tangentes  qui  étaient  issues  de  ce  point,  elles  se 
transforment  en  circonférences  passant  par  le  pôle  et  l'in- 
verse de  leur  point  de  concours,  et  tangentes  aux  trois  droites 
en  lesquelles  se  sont  transformées  les  circonférences  primi- 
tives. 

Si  donc  les  points  de  contact    primitifs  se   trouvaient  sur 
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une  même  circonférence  avec  le  point  que  nous  avons  pris 
pour  pôle,  leurs  inverses  seront  en  ligne  droite;  tout  revient 
donc  à  démontrer  cette  dernière  proposition,  c'est-à-dire  que 
.s-?'  on  prend  deux  points  sur  la  circonférence  circonscrite  à  un 
triangle  et  que  par  ces  points  on  fasse  passer  des  circonférences 
tangentes  respectivement  aux  trois  côtés  du  triangle,  les  points 
de  contact  sont  en  ligne  droite.,*-  * 

Soient   M   et  N    les  points   donnés   sur   la    circonférence 
circonscrite  au  triangle  ABC,  y.,  8  et  y  les  points  de  tangence 


des  circonférences  décrites  sur  MIS  avec  les  côtés  qu'elles 
louchent  respectivement. 
Je  dis  que  affy  est  rectiligne. 

L'un   des  cercles  de  corde  MX  étant  tangent  à  AC  en  p, 
on  a  a'y  =  aM  x  aN. 

Or  a  A  X  aC  =  aM  X  oN, 

donc  ay  =  oA  X  aC 

<yi     _  aA 
aC"  ~~  ~Jù~' 
On  verrait  de  même  que 

yb         bB 

ftA    ~~  ~y^~ 
a.c  rC 


ou 


et  que 


rH 


%C 


—  ?')'A~  — 

Multipliant  ces  trois  égalités  membre  à  membre  nous  avons 
Sa  X  yb  X  xc  r/,V  X  çC  X  bB 

al  ! X  bX  X  cB  pâ  X  yb  .  <  xc 

Mai   tenant  remarquons  que 
ak  x  aC  =  âp  , 
égalité  obtenue  précédemment,  peut  s'écrire 
aA(aA  -f  A  p  +  fiC;  =  (aA  4-  Ap)« 
ou    al-  -f-  aA  x  Ap  +  aA  x  pC  =  âÂ2  +  iak  X  Ap  -L  Sp3 
ou  encore  aA  X  pC  =  pA(pA  +  A</ 

ou  enfin  aA  X  f'G  =  pA  X  Sa; 

d'où 

On  trouverait  de  même 


S-A 

aX 

•(' 

Sa 

ême 

YB 

bB 

y  A 

■■!, 

scC 

cC 

v.B  xc 

Multipliant    ces    trois  égalités   membre  .:.    membre    nous 

SA  X  yB  x  xl  :  aA  X  Mi  X  cG 

avons ! —  = ; .  c2i 

pC  X  yA  X  xB  •>/  x  yb  x  xc 


(  iomparant  (1)  et  (2),  on  voit  que 

A  XyB  x  ;"  X  yb  X  xc 


(3) 


Bl  :  x  yk  X  *B  /  aC  X  6A  X  cH 

Mais  la  droite  abc  étant  sécante  par  rapport  au   triangle 
a  \  x  M3  X  ''■ 


pC  X  xB  x  yA  al  :  x  6A  x  cB 

Multiplions  (2)  et  (3)  membre  à  membre 
SA  x  yB  X  xC  aA  x  MJ  > 


ABC,  on  a 
Donc 


aC  x  6B  x  cB 
pA  X  yB  X  «G 

X  y  A  X  xB 


fJEf 

\pc 


.  ,-,A  x  yB  x  *C 

ce  (lin  donne  ; =r-  = 

1  pi    x  yA  X  xB         — 

Mais  si  on  prenait    La    valeur  —  : .  cela    indiquerait   que 

Aa, Bô  el  Gy  concourent  en  un  même  point,  ge  qui  esj  inad-^°- 

missiblg.  Il  faul  donc  [Mendie  la  valeur  -p-  i  :  par   suite  la 

ligne  xSy  est  droite. 
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2°  Dans  la  transformation  que  nous  avons  faite  de  la  figure 
les  points  diamétralement  opposés  au  point  commun  sont 
devenus  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  pôle 
sur  les  transformées  des  trois  circonférences-;  ces  points 
sont  en  ligne  droite  d'après  le  théorème  de  Simson  ;  donc 
leurs  inverses  sont  sur  une  même  circonférence  avec  le 
pôle,  c'est-à-dire  avec  le  point  commun  aux  trois  circonfé- 
rences données. 


THEOREME  DE  GEOMETRIE 


Par  M.  Descube,  ingénieur. 


Si  les  deux  bissectrices  d'un  triangle  sont  égales,  les  deux 
angles  qui  leur  correspondent  sont  égaux  et  le  triangle  est 
isoscèle. 

Soit  ABC  an  triangle;   BE,  GF  les   deux  bissectrices  que 

nous  supposons  égales  ;  il  s'agit 
de  démontrer  que  l'angle  B  est 
>    égal  à  l'angle  C. 

Si  les   angles  B  et  C  ne  sont 

pas  égaux,  admettons  que  B  soit 

le  plus  grand  ;  l'angle  EBC  sera 

aussi  plus    grand    que    l'angle 

FCB  ;  donc  les  deux  triangles 

EBC,  FCB  aurontun  angle  inégal 

compris  entre  deux  côtés  égaux 

chacun  à  chacun,  donc  on  aura  : 

E(         BF. 

D'un  autre  côté,   par  le   point  F  menons  une    parallèle  à 

BE  el  par  le  point  E  une  parallèle  îi  BA,  le  parallélogramme 

formé  nous  donnera 

Kl)      :  BE  =  FC. 
D   ne  le  triangle  DFC  sera  isoscèle   par  suite  l'angle  K1)C 
sera  égal  I  L'angle  FCD  ;  mais  L'angle  FDB  qui  est    égal  ;i 
FBE  e9l  plus  grand  que  l'angle  ECF  par  hypothèse  ;  donc 
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par  compensation,  l'angle  EDG  est  moindre  que  l'angle  ECO: 

doue  EC  est  moindre  que  DE  ou  BF. 

Xous  arrivons  ainsi  ù  une  conclusion  contradictoire  à 
celle  que  nous  avons  déjà  obtenue.  Donc  l'hypothèse  de 
l'inégalité  des  angles  B  et  C  est  absurde;  donc 

B  =  G; 
par  suile  le  triangle  estisoscèle;  c.  q.  f.  d. 


NOTE  SUE  UNE  LIGNE 

CONSIDÉRÉE    DANS    LE    TRIANGLE    RECTILIGNE 
Par  M.  M.  «r©caft-iie,  élève  au  Lycée  Fontan 


I.  Dans  un  triangle  quelconque,  considérons  la  droite  sy- 
métrique de  la  médiane  par  rapport  à  ia  bissectrice  issue 
du  môme  sommet;  cette  ligne,  qui  jouit  le  propriétés  inté- 
ressantes, sera  désignée,  dans  ce  qui  suit,  par  la  notation 
(Mi,  la  lettre  M  servanl  h  désigner  la  médiane 

•2.  Gonstructkm  de  la  ligne  (M').  —  Je  porte  sur  Le  côté  AB. 

de  A  vms  B,  une  longueur  AC  «'gale  à  A.C,  et  sur  A.C,  de  A 
vers  G,  une  longueur  Ali  égale  à  AB;  il  résulte  de  la  défi- 
nition de  la  ligne  (M  |  que  cette  ligne  passe  par  le  milieu 
de  IV  G'  et  que  ce  milieu  se  trouve  facilement  avec  1<'  compas, 
lorsque  l'on  connail   le  milieu  de  BC. 

3.  Les  principales  propriétés  de  la  ligne  (M'),  qui  se  dé- 
montrent avec  la  plus  grande  facilité,  sont  les  suivantes, 
que  nous  nous  contenterons  d'énoncer: 

a.  —  Les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  (M  |  aux 
ro/es-  adjacent*  son!  proportionnel  les  aux  longueurs  de  ces  côtés. 

b.  —  Les  segments  déteiininés  pur  i  M  i  sur  le  côté  opposé 
sont  proportionnels  aux  carrés  d  adjacents. 

c.  —  Si  le  triangle  est  rectangle,  la  ligne  (M  |  se  confond  avec 

la   hauteur. 

d.  —  Les  trois  lignes  (M'i  d'tm  triangle  concourent  au  même  point. 

e.  —  Le    point   de  concouru  de  ces  Hunes    est  le  biiii/ccntri 
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des  sommets  des  triangles  affectés  des  coefficients  a2,  b2,  c2,  ou 
sin2  À,  sin2  B,  sin2  C. 

f.  —  Considérons  la  ligne  (M')  menée  par  le  point  A  : 
menons  la  perpendiculaire  AH  à  celte  ligne,  et,  par  le  point 
G,  la  perpendiculaire ~CH  à  AC  :  ces  deux  ligues  se  coupent 
en  H  ;  enfin,  menons  la  perpendiculaire  HI  sur  AB  ;  on  a 
AI  =  AB. 

4.  Relations  métriques.  —  Soit  D'   le  point  de  rencontre  de 

(M')  avec  le  côté  opposé  (nous  désignons  par  D  le  pied  de 

la  médiane).  Posons 

BD'  =  c'  ;        CD  =  b  : 

ac-  .,  alr 

on  a  c  =    ,„    , — —  ;      b  = 


62  -j-  c2   '  b*  -f  e 

Si  nous  désignons  par  m  la  longueur  de  la  ligne  (M'),  on  a 


bc 


V  2(lf-  +  c2)  —  a"- 


b°-  +  c2 
Dans  le  cas  oîi  le  triangle  est  rectangle,  on  trouve 

—  JOL 

a 

ce  qui  donne  bien  la  hauteur. 

Eu  appelant  p  l'angle  DAIS .  y  l'angle  D'AG,  on  trouve 

.     ,                      c  siu  A 
sin  p  =  

Y  b'2  +  c2  +  26c  cos  A 

b  sin  A 


sin 


}   b-  -)-  c2  -f-  26c  cos  A . 

En  supposant  A  =  900,  ou  retrouve  les  valeurs  connues 
pour  le  triangle  rectangle. 

Enfin,  en  appelant  d  la  distance  du 'côté  BC  au  point  de 
concours  des  trois  lignes  (M'),  on  trouve 

a  —  ^  +  gi  T  ?  » 
S.  étant  la  surface  de  Â.BG. 

On  trouve  des  formules  analogues  pour  les  distances  aux 
deux  autres  côtés. 

.">.  Problème.  —  Construire  une  parabole,  connaissant  deux 
tangentes  et  leurs  points  de  contact. 
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Soient  PP'  cL  QQ'  les  deux  tangentes,  dont  les  points  de 
contact  sont  P  et  Q;  appelons  F 
le  foyer;  on  sait  que 

PFQ  =  2PAQ; 
on  a  donc  un  premier  lieu  du 
foyer   en   décrivant  sur   PQ  un 
segment  capable  du  double  de 
l'angle  PAO.  De  plus,  on  a 
AP*  FP 

~Â7F  ~~     FQ  " 
D'autre  part,  si  nous  menons 
la  ligne  (M')  du  triangle  PAO.  et 
que  I  soit  le  point  où  elle  ren- 
contre le  côté  PQ,  on  a 

ÀPS  PI     .  . 

— - —  =  — —  (prop.  o). 
AQ8  IQ     u     l 

Donc,  si  l'on  prend  le  point  I  et  son  conjugué  K  par 
rapport  aux  points  P  et  Q,  le  foyer  se  trouve  sur  la  circon- 
férence décrite  sur  IK  comme  diamètre;  on  a  donc  deux 
lieux  du  lover,  et  par  suite  ce  point  se  trouve  à  leur  inter- 
section. 

(5.  Théorème.  —  Si  \-  est  un  point  d'une  lemiiiscaùe,  dont 
les  pôles  sont  P  et  P',  la  ligne  (M')  issue  du  point  1-  dans  le 
triangle  PLP'  est  normale  à  la  courbe  en  L. 

On  sait,  d'après  la  définition  de  la  leniniscate,  que  la  tan- 
gente à  la  courbe  se  construit  de  la  manière  suivante  :  on 
prend  IL  =  LP  ;  ou  mène  à  LI  une  perpendiculaire  par  lu 
point  I,  et  à  AIP  une  perpendiculaire  par  le  point  P;  ces 
lignes  se  coupent  en  T;  LT  est  la  tangente  cherchée.  Je  dis 
que  la  perpendiculaire  LN  à  LT  n'est  autre  chose  que  la 
ligne  (M')  du  triangle  LPP'.ri 

Eu  effet,  si  du  point  N  nous  abaissons  des  perpendicu- 
laires NH  et  NH   sur  LP  et  LP .  nous  avons 
LI  LP 


LT  = 


e  o  s 


ll/f 


PLT 


'   Le  lecleur  esl  prié  de  Dure  la  figure. 


oi-J  — 


ou.  puisque     LP  =  LI, 

LP'         siu  ^LP'  LN  sin  N'LP'  NH 


LP  sin  ?sLP  LN  sin  KLP  NH 

7 .  On  peut  facilement  déduire  de  la  définition  de  la  lem- 
niscate  une    autre    démonstration  très   simple    de  ce  théo- 
rème. En  effet,  l'équation  en  coordonnées  bipolaires  est 
rr  —  K  =  o. 

D'après  le  théorème  de  Poinsot.  un  sait  que  la  normale 
s'obtient  en  prenant  des  longueurs  égales  à  F V  c-t  FV  sui- 
tes rayons  vecteur?,  et  composant  ces  longueurs  comme  des 
focus  ;  on  a  ici       F,  =  r';     FV  =  r. 

On  portera  donc  sur  LP  une  longueur  égale  à  LP'.  el 
sur  LP'  une  longueur  égale  à  LP  ;  on  joindra  les  extré- 
mités de  ces  longueurs,  puis  on  mènera  la  ligne  passant 
par  le  point  L  et  le  milieu  de  la  ligne  que  l'on  vient  de 
tracer,  et  on  aura  la  normale.  C'est  précisément  la  construc- 
tion que  nous  avons  donnée  pour  la  ligue  (M'). 

S.  Corollaire.  —  La  circonférence  décrite  sur  la  liyne  des 
pôles  d'une  lemniscate  comme  diamètre,  coupe  la  courbe  en  des 
points  mi  la  tangente  est  parallèle  à  la  ligne  des  pôles. 

Car  le  triangle  PLP'  étant  alors  rectangle  en  L.  la  nor- 
male se  confond  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
L  sur  la  ligne  PP   (3,  ci. 


QUESTION  229 

Solution  par  M.  liiKHin.  élève  au  Lycée  de  Marseille. 


Construire  un  triangle  AHC  connaissant  les  points  M,  N,  P, 
miheua  <lc->  arcs  sous-tendus  par  les  côtes  13t;.  AU  et  A 13  danî 
/,»  c  rcle  circonscrit  au  triangle. 

La  figure  montre  facilement  que 

pMN  =    «,.r.M.  +  „r,!AN=   (^        _M_  =         _  _A_ 

2  2 

\ 
MPC  =   —  : 
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donc  MPG  +  PMN  =90°.  Donc  la  droite  P<   esl  perpendicu- 
laire sur  MX. 

Il  suffira  donc  pour  ob- 
Lenir  le  triangle  ABC  de 
joindre  les  points  d'in- 
tersection des  hauteurs 
du  triangle  MNP  avec  le 
cercle  circonscrit . 

\m\.  —  i ini  ré  "in  ta  mèuie 
question    :    MM.    Boulogne,    i 
SainUQuentin;  Hugol,  Matin 
Lyon  ;  Gino  Loria,  .1  Maotoue; 
1  li.-on,  ii  Marseille;  Daguillon, 

Benri  l\  ;  Darmandii 
Mont-de-Marsan  ;  Tinel,  au  Ha- 
vre :    M  irin,   .1    ^gen  :    Joly,  à 
Tarbes;    Roubault,   à   Melun; 
Huet.  à  Orléans;  Pecquery,  an  Havre;  Benard,  à  Cbiteauroux ;  Heurtaux,  à 
Nantes;  Gallon,  au  lycée  Louis-Ie-Grand;  Jourdan,  à  Rouen;  Bois,  ,1  Montauban; 
Letellier,  à  Tarbes  ;  Couron,  Cros  Tranié,  à  Toulouse;  de  Prat,  à  Lille;  I 
à  Toulon;    Deslais,  au  Mans;    II.  Bourget, à  Ai\;  Lesoille,   école  de  Cluny; 
pou,  à  Pau;  Payeux,  à  Verdun;  van   lubel,  à  l'Athénée  de  Liège. 


QUESTION    230 

solution  par  M.  Mangeot.  élève  au  Lycée  de  Ni j. 


Construire  un  triangle  connaissant  les  points  de  rencontre  du 
cercle  circonscrit  avec  les 
hauteurs  du  triangl  . 

Supposons  le  problème 
résolu  ;  soit  ABU  le  trian- 
gle cherché:  M.  N,  P  les 
points  de  rencontre  du 
cercle  circonscrit  et  des 
hauteurs  du  triangle  : 
joignons  MV  NP  et  PM, 
Les  angles  PCA  el  A1L\ 
sont  égaux  comme  a\ani 
leurs  côtés  perpendicu- 
laires et  dirigés  dans  le 
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même  sens.  Donc  PMA  =  A.MN  comme  ayant  mêmes  mesures 
que  PCA  et  APA  et  AM  est  bissectrice  de  l'angle  PMN. 
On  verrait  de  môme  que  les  deux  autres  hauteurs  sont 
bissectrices  des  angles  P  et  X.  Donc  pour  construire  le 
triangle  cherché,  il  suffira  de  mener  les  bissectrices  du 
triangle  PMN,  qui  donneront  par  leurs  intersections  avec  le 
cercle  circonscrit  les  sommets  du  triangle  cherché. 

Nota  :  Ont  résolu  la  munie  question  :  MM.  Boulogne,  de  Saint-Quentin  ; 
Tricon,  à  Marseille;  Darmaudieu,  à  Mont-de-Marsan  ;  Tinel.  au  Havre; 
Bonneville,  à  Toulouse;  Marin,  àAgen;  Daguillon,  lycée  Henri  IV;Joly,  à 
Tarbes;  Roubault.  à  Melun;  Huet,  à  Orléans;  Heurtaux,  à  Nantes;  Bois,  à 
Montauban  ;  Jourdan.  à  Rouen  ;  Cation,  lycée  Louis-le-Grand;  Giroud,  à  Mar- 
seille; Pecquery.  au  Havre  ;  Benard,  à  Châteanroux;  Cavrais,  à  Toulouse;  Hugot, 
Mathey,  àLyon;  Gino  Loria, à  Mantoue ;  Marge,  lycée Charlemagne ;  Malcor.  à 
Toulon;  H.  Bourget,  à  Aix;  Deslais,  Cotlereau.  au  Mans;  de  Brévans.  a 
Besançon;  Lesoille,  école  de  Cluny;  van  Âubel,  à  l'Athénée  de  I 


QUESTION  232 

Solution  par  M.  Hugot.  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


Construire  un  triangle,  connaissant  les  points  de  rencontre  *, 
B,  •;.  du  cercle  circonscrit  avec  la  bissectrice,  la  médiane  et  Ut 
hauteur  issues  d'un  même  point. 
Soit  0  le  centre  du  cercle  circonscrit.  En  menant  par  le 

point  y  unc  parallèle  à  Oa 
on  obtient  en  À  le  sommet 
du  triangle  d'où  sont  issues 
les  trois  droites  ayant  Leur 
pied  eu  x,  p,  y.  Joignant  A'-., 
on  obtient  par  son  intersec- 
tion avec  Oa  un  point  M  du 
côté  opposé  au  sommet  A. 
11  suffit  pour  avoir  ce  côté 
BO  de  mener  par  M  nue  per- 
pendiculaire à  (>a.  On  obtient 
ainsi  les  sommets  1>  et  C  et  le 
triangle  est  construit. 


—  oio  - 

Nota.  —  Oui  résolu  lu  même  question:  MM.  Boulogne,  Labro,  de  Saint- 
Quentin;  Tricon,  Giroud,  à  Marseille;  Darmandieu,  Jacquillat,  Renaud,  à 
Bordeaux;  Bonneville,  Gros,  Cavrais,  à  Toulouse;  Marin,  à  Agen  ;  Mangeot, 
à  Nancy;  Gino-Loria,  à  Mautoue;  Mathey,  à  Lyon;  Lacan,  à  Toulon;  Tranier, 
à  Toulouse;  H.  Bourget,  à  Ai\  ;  de  Brévans,  à  Besançon;  Joly,  Leiellier. 
à  Tarbes;  Roubault,  à  Melun;  Pecquery,  au  Havre;  Heurtauz,  à  Nantes; 
O'Langer,  à  la  Martinique;  Bois,  à  Montauban;  Lafltte,  à  Rouen  ;  Gallon, 
lycée  Louis-le-Grand;  Montérou,  à  l'an  ;  Deslais,  au  .Mans;  Lcsoille,  école  de 
Cluny;  Manger,  lycée  Cliarlemagne,  à  Paris;  Benard,  à  Chàteaurous. 


QUESTION  '2ï'l 

Solution  par  M.  I'oi'Inkw  .  élève  fin  Lycée  «le  Niort. 


On  donne  un  triangle  ABC;  une  droite  BL  pivote  autour  du 
sommet  B.  On  abaisse  des  perpendiculaires  A.E,  CD  des  deu.r 
autres  sommets  sur  cette  droite.  On  joint  le  point  E  au  milieu 
K  de  AB,  et  le  point  D  au  milieu  I  de  BG.  Trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  .M   des  deu.r  droites   KE  et  DI. 

Considérons    l'angle  KMI.    11    est    extérieur   au    triangle 

DEM.  Par  suite   (1)  KMI  = 

MHD  +  EDU  ;  orMED=KEB 

=  KBE.  car  le  triangle  KBE 

est    isoscèle,   la    droite   KE 

étant    médiane    du    triangle 

rectangle  AEB  et  par  suite 

égale    à    la    moitié    BK   de 

l'hypoténuse.  Pour  la  môme 

raison    BDI    est  un  triangle 

isoscèle  et  BDI=  DBI,  donc 

en  remplaçant  dans  (1)  KMI  =  B.  Dès  lors  le  lieu  du  point  M 

sera  un  segment  capable  de  l'angle  B  construit  sur  la  droile 

Kl  comme  corde.   Ce  segment  passant  par  le  milieu    S  du 

côté  AC,  puisque  l'angle   KSI   est    égal  à  l'angle   B    et  que 

ses  côtés  passent  par   les  points  K   et  I,  appartiendra   au 

cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  quoi i<>n  :  MM.  Maret,  Callon,  du  lycée 
Louis-le-Grand;  Mayon,  Daguillon,  du  lycée  Henri  IV;  Bonneville.  de  Tou- 
louse; Mangeot,  de  Nancy;  Boubaidt.de  Melun;  Letellier,  de  Tarbes;  Des- 
lais, au  Mans;  Huel,  à  Orléans;   Maleor.  à  la   Se\n  \  prCâ  Toulon. 
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QUESTION  248 

Solution  par  M.  Giroud.  élève  du  Lycée  de  Marseille. 


Dans  un  quadrilatère  ABGD  nous  désignerons  par  a,  h,  c,  e 
les  côtés;  d  et  d'  les  diagonales,  <o  leur  angle,  hd  et  h.,  les  per- 
pvn  die  ula  ires  abaissées  des  sommets  sur  la  diagonale  d  et  h3  h4 
les  perpendiculaires  abaissées  sur  la  diagonale  d.  Démontrer 
les  formules 

h,  +  h,  +  h,  -f-  h4  =  (d  +  d)  sin  u 
h,  +  h-2     _  _d_ 
ha  +  h'     _=     d 
i       (h,  +  h,)('h3  +  ht) 


1  !  1  1  tt"     ]>~     C"      e"  ■  \  •  Vf  ■         I' 

h,  hg  h,  h,  =  TT—pi S111  -^  sin  B  s*n  *-'• 

cr  cl  - 

Le  triangle  BHE  donne  //j  =  BE  sin  w. 

Le  triangle  DKE  donne 

h.,  =  DE  sin  co. 
Donc 
/,,  -f-  h2  =  (BE  +  DEi 
sin  (o  =  (T  sin  co.        (1) 
Demême 
/î:j  -J-  ht  =  d  sin  o;         (2) 
donc     /(,  -f-  /i2  -\-  h3  -\-  hv 

=  (ci  -J-  d')  sin  co. 
Divisant  membre  à  membre 
les  relations  (1  )  et  (2)  il  vient 
A,   +  //,  £_ 

d  ' 


*i  +  *i 


La  -nrface  de  ABC  est — :  celle  de  DAC  est  — — ;  celle 


du  quadrilatère  csl  donc  —  (/*,  -f  h.^ 
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ht  -h  hi 
Or  de  ri)  on  tire  d  =  — =-r-! -  , 

SI  II  o 

(Ai  +  K)(ht  +  ht) 


donc  S  = 


sm  o 


En  exprimant  de  deux  manières   la  surface   du  triangle 
ABC,  on  a  dh{  =  ah  sin  B  ;  d'où  h,  =  — —    sin  B.   On  trou- 


d 


sin  A,  //;  =— 77- 
d 


•.i  »  i  ce  s  ni  u        , 

verait  de  même  /?.,  =  ; ,   //.,  : 

d 

sin  G. 

Multipliant  membre  à  membre  il  vient 

d'I    foi     c2    g2 

h.  h.,  h*  h,  =  ; — ; sin  A  sin  B  sin  G  sin  D. 

b'2  d- 

Nota.  —  Ont  résolu  i.i  même  question:  MM.  Bompard,  collège  Stanislas 
Gossieaux,  Boulogne,  à  Saint-Quentin;  Iluct,  à  Orléans;  Monterou,  à  Pau 
Ciillun,  lycée  Saint-Louis;  Baron,  ù  Dinan;  Eugot,  à  Lyon;  Marin,  à  4gen, 
Blessel,  à  Paris;  Gino  Loria,  à  Mantoue;  Daguillon,  lycée  Henri  IV;  Bonne- 
ville,  à  Toulouse;  Bernard, à  l'ons;  Vivant  et  Berlin,  à  Lons-le-Saulnier;  Tiin-I . 
SU  Havre;  Joly.  Lelellier.  (ira/.ides,  à  Tarbes;  Va/ou.  collège  Bollin;  Tricon,  à 
Marseille;  Oeslais,  au  Mans;  Marit,  lycée  Louis-le-Grand  ;  Payeux,  à  Verdun; 
Lacan,  collège  de  la  Seyne  (Var). 


QUESTION  249 

Solution  par  M.  Hf.nri  Bois, élève  do  Lycée  de  Monlauban. 


Si  dans  un  triangle  un  angle  G  est  double  d'un  nuire  A,  la 
projection  du  côté  BG  sur   lu 
hissée  triée  intérieure  de  l'angle 
C  est  égale  à  la  moitié  du  côté 
AB. 

Soit      G  =  2À. 

Il  faut  montrer  que 

-GH  = 


En  etlet, 

et 

d'oii 

On  a  donc  bien 


GH  =  BG  coa  A 

AH  BG 


sin  2  A         sin  A 
AH  =  jH<:  eos  A 
AB  =  2CH. 
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Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Boucneaux,  d'Angers; 
Gossieaux.  Boulogne,  de  Saint-Ouentin ;  Bompard,  collège  Stanislas;  Bernard. 
Uoux,  à  Pons;  Huet,  à  Orléans;  Vautier,  école  Sainte-Geneviève.  Paris;  Martin, 
à  Passy;  Weywada,  à  AIbi;  Montérou,  à  Pau;  Talbourdeau,  à  Moulins;  Tinel. 
au  Havre;  Giroud.  à  Marseille;  Baron,  à  Dinan;  Hugot,  à  Lyon;  Marin,  à 
Agen;  Blessel,  à  Paris;  Gino-Loria.  à  Mantoue;  Daguillon,  lycée  Henri  IV; 
Bonneville.  à  Toulouse;  Vivant  et  Berlin,  à  Lon;-le-Saunier  ;  Lacan,  à  Toulon; 
Tricon,  à  Marseille;  Lachesnais,  à  Versailles;  Maint,  lycée  Louis-le-Grand ; 
Letellier,  Joly  àTarbes;  Deslais,  au  Mans;  de  Brévans,  à  Besançon;  Payeur,  à 
Verdun. 


QUESTION  250. 

Solution  par  .M.  Weywada,  élève  du  Lycée  d'Albi. 


Si  dans  un  triangle  la  bissectrice  intérieure  d'un  angle  est 
égale  à  l'un  des  côtés  de  l'angle,  la  projection  de  l'autre  côté  sur 
crttc  bissectrice  est  égale  ii  la  somme  des  cotés  de  l'angle. 

Œaunoy.) 
Soit  AD  la  bissectrice  de  A,  égale   ii   AB  cl  AE   la  pro- 
jection de   AC    sur   Al).   Ou    doit   avoir 

AB  +  AC      ou   AD  +   DE  = 


AE  = 
AB  -f  AC 


et  comme  AB  =  AD,  2AD 


c 


-f  2DE  =  AD  -f  AC  ou  AD  -f-  2DE  =  AC. 

Prolongeons  AD  d'une  longueur  EF  = 

DE  ;  il  faut  prouver  que  AF  =  AC. 

Les  deux   triangles   rectangles   DEC, 

CEE  sont  égaux  (EC commun,  DE  =  EF), 

donc  EFC  =  EDC;  orEDC  =  BDA,  donc 

EFC  =  BDA. 

Les  deux  triangles  ABD  cl  FCA  ont  deux  angles   égaux 

chacun  à  chacun (BAD  =  DAC.  AFC^ADB)  ;  dès  lorsilssonl 

ni.         .1.  AC  AI) 

semblables,  et  1  ou  a       — —  =  — —  ;  or  AI)  =  AB,  donc 

A 1*  A  B 

AC  =  AF. 

Nota:  '■•■ Sme  question  a  été  résolue  par  M.M.  Tinel,  élève  «lu  lycée  du 

Havre;  Blessel,  < ducleur  des  ponts  et  chaussées  ;  Mbmann,  Bompard,  collège 


—  :;io  — 

Stanislas;  Houx.  Bernard,  à  Pons;  Letellier,  Joly,  à  Tarbes;  Lesoille,  école  de 

Uluny  ;  Boulogne,  à  Saint-Quentin  ;  Huet.  à  Orléans  ;  Tricon.  Girond,  à  Marseille; 
.Marin,  à  Agen;  (lino-Loria.  à  M antoue  ;  Daguillon.  au  lycée  Henri  IV;  Bonne- 
\ille.  à  Toulouse;  Lacan,  à  Toulon;  Deslais,  au  Mans;  île  Brévans.  à  Besançon  ; 
Mois,  à  Hontauban;  Payeur,  à  Verdun. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  POITIERS 

—  Décomposer  en  (acteurs  du  premier  degré  l'expression 

28.r[a;  -f  i)  —  io5; 
(''tuilier  sa  variation  lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 

—  On  joint  les  milieux  de  deux  côtés  consécutifs  d'un  rectangle  ;  on  en  dé- 
tache le  triangle  rectangle  qui  a  la  droite  ainsi  menée  pour  hypoténuse.  Trou- 
ver le  centre  de  gravité  de  l'aire  restante. 

—  Trois  nombres  en  progression  arithmétique  sont  tels  que  la  somme  des 
carrés  des  deux  premiers  égale  le  carré  du  troisième.  Le  premier  étant  «,  quels 
sont  les  deux  autres  ? 

—  Exprimer  x  au  moyen  de  <t  et  de  h,  sachant  que  l'on  a 

x  =  if  +  3(ii/ ^ 

y  =    Yb  +  \   b-  +  n'     +     H  —  y/  b-  +  a" 

—  Le  nombre  -  égale  3. 1415926...  Combien  de  chiffres  décimaux  exacts 
pourra -t-on  obtenir  à  la  racine  carrée,  eu  remplaçant  ce  nombre  incommen- 
surable par  3,1416  .' 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  B  un  cylindre  dont  la  surface  totale  30ÏI 
équivalente  à  celle  d'un  cercle  de  rayon  //». 

—  D'un  point  A.  situé  dans  le  plan  d'un  cercle  de  rayon  H,  à  une  distance 
(/  du  centre,  on  mené  une  sécante  AI»  taisant   un  angle  *  avec  le   diamètre  OA 

Aux  points  C  et  D.  où  cette  sécante  coupe  la  circonférence,  on  mène  les  tan- 
gentes, qui  se  coupent  en  B.  Déterminer,  an  moyen  des  données  d  et  a  :  I»  In 
longueur  OB;  2"  la  longueur  Alt;  3*  la  position  de  la  projection  //  du  point  It 
sur  OA  ;  V'  l'angle  BDA  par  une  de  ses  lignes  trigonométriques. 

—  Sur  les  quatre  arêtes  latérales  d'un  parallélépipède  droit  on  prend,  à 
partir  de  la  base,  quatre  longueurs  n,  />,  C,  '/;  quelle  est  la  condition  pour  que 
les  quatre  points  ainsi  déterminés  soient  situés  dans  un  même  plan?  Expres- 
sion du  volume  du  parallélépipède  tronqué  ainsi  formé. 

—  Quatre  forces,  situées  dans  un  même  plan,  et  d'intensités  1.  1,  3.  4,  sont 
appliquées  an  même  point.  En  faisant  tourner  la  première  autour  de  ce  point 
de  So",  elle  coïnciderait  avec  la  seconde;  à  partir  de  cette  position,  une  ro- 
tation de  90*  dois  le  même  sens  ramènerait  sur  la  troisième;  enfin,  une  nou- 
velle rotation  de  3o*  la  conduirait  sur  la  quatrième.  Calculer  l'intensité  de  la 
résultante,  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  première  force 

—  Résoudre  le<  équations    /  —  bz  4-  cy  =  o. 

m  —  ex  -f  az  =  o. 

/  —  ay  +  bx  =  o. 
(i  c    f-  bu  -f-  CZ  ■=  O. 
où  les  inconnues  sont  X.  y,  :  et  t. 
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Résoudre  les  équations 


s  y  —  ^20  —  X  =  \  il  —  X. 
3\i20  —  x  =  2^  y  —  x. 

—  Calculer  les  angles  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  984.  i53y  et  1825. 

—  La  distance  au  Soleil  de  la  planète  Uranus  est  19.183,  celle  de  la  Terre 
étant  1  ;  calculer  la  durée  de  la  révolution  sidérale  d'Uranus.  celle  de  la  Terre 
étant  365im.256. 

—  La  hauteur  d'une  pyramide  hexagonale  régulière  est  égale  au  côté  de  la 
base,  trouver  le  cosinus  de  l'angle  de  deux  laces  latérales  adjacentes. 

—  La  déclinaison  du  soleil  est  i9°25'  boréale,  et.  à  Paris,  un  cadran  solaire 
indique  3ll.2om  après  midi;  quelles  sont  les  coordonnées  géographiques  du 
lieu  où  le  soleil  paraît  au  zénith? 

—  Construire  un  cercle  concentrique  à  un  cercle  de  rayon  R.  et  tel  que  la 
couronne  soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  surfaces  des  deux  cercles. 


FACULTÉ  DE  BORDEAUX 

Examens  de  Pau  en  août  1880. 

—  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  est  égale  à  a;  la  somme  des  deux 
autres  côtés  est  égale  à  b.  Calcul  de  ces  côtés  et  discussion  de  la  formule  ; 
ealcul  d'un  angle  aigu.  Application  :  a  =  q5o;  b  =  1080. 

—  Trouver  la  raison  d'une  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme 
e-;t  a.  sachant  que  la  somme  des  n  premiers  termes  est  égale  à  2«  fois  le  tiers 
du  n*  terme.  Application  :  0=  10;  n  =  ior.  On  vérifiera  le  résultat  trouvé. 


FACULTÉ  DE  MONTPELLIER 

—  Résoudre  le  système  x  +  y  =  mz 

x%-  +  y-  —  »-- 

x*     _|_     y3     —     g3      _      gîi 

—  Résoudre  par  rapport  à  .;■  L'équation 

x-  —  2X  cos-  a  4-  2  cosJ  a  —  1=0; 
calculer  la  valeur  numérique  des  racines  dans  le  cas  où  l'on  a 

a  =  2o°42'i7*. 
Bl  aussi  dans  le  cas  où  l'on  a       a  =  6o,l7'43*. 

—  Trouver  un  arc  x  tel  que 

sin  x  4-  eus  .r  =  m\ 

calculer  les  valeurs  numériques  des  racines  dans  le  cas  où  m  =  — ^-- 

—  Résoudre  a   .'    —  a-  x  4-  a  —  1  =  o 

et  indiquer  comment  earienl  les  racines  quand  on  donne  à  a  toutes  les  valeurs 
possibles. 

—  Résoudre  cos  x  =  2  tg  x. 

—  Calculer  la  base  ei  les  angles  d'un  triangle  isoscèle,  sachant  que  le  côté  est 

égal  il  2'".  et  la  surface  ;'i   i'"  cane. 

—  On  a  deux  cylindres  dont  l'un  a  pour  rayon  x  el  pour  hauteur  y,  et  l'autre 


a  pour  hauteur  a;  et  pour  rayon  y\  déterminera  el  y  sachant  que  les  surfaces 
totales  de  ces  cylindres  sont  équivalentes,  la  première  à  la  surface  d'un  cercle  de 
rayon  m,  el  la  seconde  à  la  surface  d'un  cercle  <le  rayon  n. 


FACULTÉ  DE  PARIS 

—  Partager  un  angle  donné  a,  moindre  que  90°,  en  deux  parties  telles  que 
la  somme  de  leurs  tangentes  soit  un  minimum. 

—  On  donne  l'hypoténuse  BC  =  a  d'un  triangle  rectangle  et  l'angle  B;  on 
suppose  que  le  triangle  tourne  autour  de  l'hypoténuse;  on  demande  de  cal- 
culer en  l'onction  de  a  et  de  B  :  1°  la  somme  des  surfaces  engendrées  par  chacun 
des  côtés  de  l'angle  droit;  2°  le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC;  3°  le 
maximum  de  ce  volume  quand  B  varie. 

—  Démontrer  ijue  les  droites  qui  joignent  les  milieux  de  deux  arêtes  non 
COntiguëS  d'un  tétraèdre  passent  toutes  les  trois  par  un   même  point,  et  que  la 

distance  de  ce  point  à  chacune  des  faces  est  égale  au  quart  de  la  hauteur  cor- 
respondante. 

—  On  partage  un  angle  de  6of  en  deux  parties  telles  que  le  sinus  île  l'une  soit 
le  double  du  sinus  de  l'autre;  trouver  les  valeurs  de  ces  deux  sinus. 

—  Déterminer  la  quantité  a  de  façon  que  dans  l'équation 

i5  x 

x- -f-  rt1  =  o 

4 
l'une  des  racines  soit  le  carré  de  l'autre. 

—  On  considère  un  triangle  ABC.  le  point  l>,  milieu  de  BC,  et  la  médiane 
AD.  Trouver  sur  cetle  médiane  un   point  .M   tel  que  la  somme 

MA    +  MB-  +  Mi 
soit  maxima. 

—  Calculer  la  surface  d'un  cercle,  sachant  que  la  surface  du  dodécagone 
régulier  inscrit  est  de  1   mètre  carré. 

—  Ou  donne   par  ses  traces  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre;   on  donne 

aussi  les  projections  horizontales  de  deux  droites  parallèles  situées  dan-  ce 
plan;  construire  leur  distance. 

—  Résoudre  l'équation   sin  x  +  \  -^    cos  x  =  \  2. 


ECOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 


CONCOURS  DE  1880.  COMPOSITIONS  SUPPLÉMENTAIRES 

Mathématiques. 

|  ,   —  Calculer  les  angles  X  compris  entre  0  el   180  donne-  par  la  formule 


"V? 


tg  3œ  ~  '""'  a 


+  ■ 
dans  laquelle  on  a  a  =  i-°+$  17' 


—  ooJ2  — 

2.  —  Résoudre  l'équation 

[x  —  a)[x  —  b)[x  —  c)  +  abc  =  o 
dans  laquelle  on  suppose  a,  b,  c  positifs.  Les  quantités  b  et  c  ayant  une  valeur 
lixe.  entre  quelles  limites  a  doit-il  être  compris  pour  que  les  racines  soient 
réelles  ? 

3.  —  On  donne  un  demi-cercle  et  un  point  P  sur  le  diamètre  ÂB,  et  on 
demande  de  déterminer  sur  la  circonférence  un  point  M  tel  que.  en  menant  le* 
cordes  M.V.  MB  et  les  parallèles  PN.  PQ  à  ces  cordes  le  périmètre  MNPQ  soit 
maximum. 

Géométrie    descriptive. 

Étant  donnés  :  un  point  0  situé  à  45  millimètres  au-dessus  du  plan  horizon- 
tal et  à  75  millimètres  en  avant  du  plan  vertical,  et  le  plan  passant  par  le  point 
0  et  la  ligne  de  terre  on  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier  s'appuyant  par  sa 
base  sur  le  plan  donné  de  telle  sorte  que  le  centre  de  cette  base  soit  au  point  O; 
la  longueur  de  l'arête  étant  de  70  millimètres  ; 

2°  De  faire  tourner  le  plan  donné  d'un  angle  de  900  autour  de  la  verticale 
passant  par  le  sommet  du  tétraèdre; 

3°  De  construire  les  projections  du  solide  dans  cette  nouvelle  position. 


SUR  LES  TANGENTES  AUX  POINTS  DOUBLES 

DE    L'INTERSECTION    DES    SURFACES 

Par  M.  Koiigaylo,  examinateur  d'admission  à  l'École  centrale  de*  Arts  et 

Manufactures. 

[Suile,  voir  p:ige  302/ 


Problème.  —  Construire  les  tangentes  aux  points  doubles 
de  l'intersection  de  deux  surfaces  coniques  ou  cylindriques. 

Considérons  deux  cônes  ayant  un  plan  tangent  commun  P 
1///.  2).  Soient  :  S,  St  leurs  sommets;  So,  Sto  les  génératrices 
suivant  lesquelles  P  louche,  respectivement,  chacune  de  ces 
surfaces. 

Nous  allons,  tout  à  la  fois,  démontrer  que  le  point  S,  en 
lequel  P  louche  les  deux  cônes,  est  un  point  double  de  leur 
intersection  et  chercher  les  tangentes  en  ce  point.  Pour 
atteindre  simultanément  ces  deux  buts,  il  suffit  de  construire 
les  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  en  0,  et  de  constater 
que  le  problème  offre  deux  solutions.  Ces  tangentes  sont 
nécessairement    dans    Le    plan    tangent    commun    P  :  il  est 
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d'ailleurs  manifeste  qu'elles  se  confondent  avec  les  tan- 
gentes à  la  projection  sur  1*  de  la  courbe  commune  aux 
deux  cônes.  Xous  chercherons  donc  simplement  ces  dernières. 
Conduisons  par  l  deux  plans  perpendiculaires  au  plan 
tangent  P  et  soient:  l.r.  l.i -,  les  traces  de  ces  plans  surP; 


Fig.  t. 

y,  y,  les  courbes  suivant  lesquelles  ils  coupent  respective- 
ment les  cônes  de  sommets  S,  St  ;  s//  l'intersection  des  plans 
perpendiculaires  au  plan  P,  qui  est  elle-même  perpendicu- 
laire à  ce  plan,  et,  finalement,  0,0,  les  points  en  lesquels  la 
ligne  qui  unit  S,  S,  coupe,  respectivement,  les  plans  des 
courbes  y»Yf 

Nous  adopterons  7,7,  pour  bases  respectives  des  cônes  et 
nous  construirons,  par  la  méthode  générale,  un  point  de  la 
projection  sur  P  de  leur  ligne  commune.  Pour  le  faire, 
conduisons,  par  0,  0,  et  un  point  x,  placé  sur  y  et  voisin  de  S, 
un  plan  sécant  auxiliaire;  lequel  donne  :  sur  les  plans  des 
bases,  les  droites  8a,  0,*;  sur  les  bases  elles-mêmes  les  points 
L,  Lj,  que  l'on  projette  sur  P  en  /,  /,  ;  enfin,  sur  les  cônes, 
des  génératrices,  dont  les  projections  si.  .<,/,  se  croisent  au 
point  m  cherché. 

Traçons  la  droite  lin  et  observons  qui-,  puisqu'on  connaît 
le  point  0,  tout  se  réduit  à  déterminer  la  limite  de  la  direc- 
tion de  5»),  lorsque  m  tend  vers  ;.  On  le  fera  en  menant  par 
m  des  droites  mt,  ml,  respectivement  parallèles  à  0o,  0,0:  puis 
en  cherchant  la  limite  du  rapport  de  ees  deux  lignes,  que 
nous  désignerons,  la  première  ml,  parp,  l'autre  /»/,  par/;,. 


—  Soi  — 

Soient  y  =  f(x) 

yt  —  <p(ac,) 
les  équations  dos  courbes  y,  y,  rapportées,  respectivement, 
aux  axes  ylx,  yl.i\,  et  (x,  y),  [xi,  j/,)  les  coordonnées  des 
points  L,  L,.  La  similitude  des  triangles  donne  : 

mt  S/ 

~w  -  "W 


ce  qu'on  peut  écrire 


JL       _5L 

x  —   ss  ' 

Pi  Sjfj 


ri    -\      j 

Xt  oto 

en  divisant  membre  à  membre  ces  deux  dernières  relations 

p         xt  S/         S,/! 

on  a  J-~  .  — —  =  :  '  . 

pt  x  S5  SjO 

Lorsqu'on  fait  tendre  x  vers  o,  les  points  m,  I.  /,  tendent 

aussi  vers  3,  et  les  rapports  du  second  membre  de  la  dernière 

égalité  ont  i   pour  limite,  ce  qui  permet  d'écrire  la  relation 

1-  P  V  x 

lim  =  lim  .  (5) 

Pi  ^1 

D'autre  part,  on  l'a  vu,  la  formule  (1)  peut  s'écrire 

J-  =  T7T™  +  T^rr^°)+  . .  "$  .'4  /l,(0) 

~    i  .2  .3  ...»  '   l  '^  i  .2.3...(n+  i)  ' 

—,  =  -1-  f(o)  +      ^  ,  y"(o)  + ^4 — r(o) .- 

•'V  I    .   2  1.2.3'  1.2.3.4' 

1  .  2  .  3  . . .  n    '    v       '    1  .  2  .  3  ...  (/)  -f  1)   '  v 

La  similitude  dos  triangles  donne  encore 


.'/ 

0/ 

Sa 

63  » 

!Ll 

o,/, 

0,0, 
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ou  en  déduit 

//         0/  _  M, 

?/i    '  '    98   "    9t8  ' 

et,  par  suite, 

Ii m  — —  =  i  . 

Or,  on  l'a  déjà  vu  (2),  des  équations  (6)  et  (7)  on   tire,  en 
gênerai,  lim  —  = 


li  m 


or  i  .  2 

*/,   _  _   y  (o) 


./y         i  .  2 
d'où  l'on  déduit 

..        ;/,        ..         X*  tp'(o) 

lim  -L-   .   lim   - 


.'/  -T,2  /'iui 


ou  encore,  puisque  lim  -^-  =  i, 

y 


lim  -£L  =  ±  yi 


r'ÏO) 


/  (o) 


En  remplaçant  dans  (5)  lim  par  sa  valeur,  il  vient 

x, 


r         P  .+_  l/V(o) 

lim  -s—  =  ±  1/  -i — - 


Pi  '     /  (o) 

Reprenons  la  formule  (4)  de  la  précédente  question 

dans  laquelle  p  f/j'y.  /j  représente  l'angle  de  la  normale  à  la 
courbe  ;/,  en  m,  avec  l'axe  m'y,  et  observons  que  cette  for- 
mule est  applicable  aux  courbes  y,  y,  (fig.  2),  à  la  condition 
toutefois  de  supposera  nul.  Alors, eu  désignant  par  p  et  par  c, 
les  rayons  de  courbure,  en  o,  des  courbes  y,  y,,  nous  aurons 

/  (o)=-p 

/,,)  =  _L: 
ri 

d  ou  1  on  déduit  =  -î— 

/  (o)  pi 


et,  par  suite,  lim 


-*/*■ 
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Telle  est  la  formule  cherchée;  elle  moulrc  que  le  point  c 
est  un  point  double  et  va  servir  à  la  construction  des  tan- 
sentes  en  ce  point.   Cel'.o  formule  peut  s'écrire 

xr — 
Hm  JL  =  tt     '  EË!     ■ 
Pi  Pi 

le  tracé  ne  saurait  maintenant  offrir  aucune  difficulté. 
Opérons  dans  le  plan  tangent  commun  P  ;  rien  ne  serait 
plus  simple  ensuite  que  de  projeter  sur  un  plan  quelconque 
la  figure  que  nous  allons  construire. 

Soient    SS,  St8    les    deux    génératrices    de    contact    qui 


Fig  S. 


se   croisent    au   point    double  8  (fig.  3).  Construisons  fpPù 
après    quoi,   par   un   point   n.  pris  arbitrairement   sur   S8, 
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menons  une  parallèle  à  la  trace  du  plan  de  la  courbe  •;  sur 
celui  de  la  ligure  et  portons  sur  celte  ligne,  de  part  et 
d'autre  de  a,  deux  longueurs  ub,  ac  égales  à  Vppiî  puis, 
par  b,  c,  tirons  des  parallèles  à  So. 

Opérons  de  môme  pour  l'autre  cône,  niais  en  remplaçant 

cette  fois  \  ?h     Par  pi- 

Les  couples  de  parallèles  ainsi  tracées  forment  un  paral- 
lélogramme defy,  dont  les  diagonales  ot,  l-  sont  les  tan- 
gentes cherchées. 

Pour  exécuter  ce  tracé,  nous  avons  dû  recourir  aux  rayons 
de  courbure  de  deux  bases  placées  dans  des  plans  perpen- 
diculaires au  plan  tangent  commun  ;  le  théorème  qui  suit 
permet  de  le  rendre  indépendant  de  l'orientation  des  bases. 

Théorème  de  Meusnier.  (de  théorème,  que  nous  nous 
bornerons  à  considérer  dans  le  seul  cas  des  surfaces  co- 
niques, est  encore  vrai  pour  une  surface  quelconque).  —  Dans 
toute  sur/ace  conique,  le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique 
est  la  projection  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  gui 
a  même  tangente. 

N 

'fi 


Fig.   ■>■ 


Soient    [\\y.    4)  :    Q  1<'  plan    de    la  base  OU   d'une   section 
oblique  de  la  surface  conique  :  c  la  base   elle-même  ou  la 
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section  oblique  ;  S  le  sommet  de  la  surface  et  Sg  sa  géné- 
ratrice de  contact  avec  l'un  P  de  ses  plans  tangents. 

Les  plans  P,  Q  se  coupent  suivant  la  tangente  ab,  à  la 
courbe  c,  au  point  a.  Par  ab  conduisons  un  plan  N  perpen- 
diculaire à  P  et  considérons  la  section  ex  avec  le  cône. 

Prenons  deux  points,  l'un  d  sur  la  courbe  c,  l'autre  e  sur 
la  tangente  ab,  et  tous  deux  voisins  de  a  ;  tirons  la  géné- 
ratrice Sd  et  désignons  par  dl  sa  rencontre  avec  ct;  traçons 
enfin  la  droite  qui  unit  S,  e,  ainsi  que  les  triangles  aed, 
aedi-  Nous  désignerons  encore  respectivement  par  (Q,  Q,), 
(R,  Rt)  les  aires  de  ces  triangles  et  les  rayons  des  cercles 
qui  leur  sont  circonscrits. 

On  aura  4QR  =  ae  .  ed  .  ad, 

4<.i1R1  =  ae  .  edv  .  adv, 
en  divisant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  trouve 
Q        R  ed_      ad 

"û7      Ri  edi   '  ad)  ' 
La  comparaison  des  pyramides  Sade,   Saerf,  donne  à  son 

tour,    en    appelant    h   et  /^   les    distances  du  point  S   aux 
plans  Q  et  N,  la  relation 

Qh  Sa  .  Sd  .  Se 

L>,/),  Sa  .  S'rfj  .  Se 

L>  ht       Sd 

Qt  /!  Sdi 

û 

En  éliminant  -— -  entre  cette  dernière  relation   et  (H),  on 
--1 
trouve 

ad  li       Sd. 


R 

ed 

Ri 

edi 

ais,  d'autre  part 

.  on  a 

ad 

~Sd 

Sd, 

adt         //1       Sd 

sin  aS  l 

sin  daS 
sin  d^iS 


adv  sin  <iS<l 

eu  combinant  les  trois  dernières  relations,  on  trouve 

R  ed         sin  '/,<zS         /j 

R,  edj  sin  f/rzS  //, 

mais,  en   appelant  0  l'angle   des    plans  N,  Q,   on  peut    rem- 
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placer  — —  par  cos  0  dans  la  dernière  relation,  ce  qui  donne 
"1 

H  ed       si n  (/.'/S 

t\l  edx       sin  doS 

ed 
En  faisant  d'abord  tendre  le  point  e  vers  a,  le  rapport 


edl 

*  ad  sin  ud.d         .    ., 

tendra  vers  — —,  on  vers  son  égal  — : —  ;    si    Ion    tait 

adt  °       sin  adà\ 

ensuite  tendre  d  vers  a,  les  rayons  R,  Rt  tendront  vers  les 
rayons  de  courbure  des  courbes  C,  Ct,  que  nous  désigne- 
rions par  p  et  par  pt,  et  nous  aurons  finalement 

p  =  p,  cos  0, 
ce  rpui  justifie  le  théorème,   attendu  que    l'angle   des  plans 
Q,  N  est  égal  à  celui  des  normales  en  a  aux  courbes  consi- 
dérées. 

Théorème.  — Les  tangentes  au  point  double  de  V intersection 
de  deux  surfaces  coniques  forment  un  faisceau  harmonique  avec 
les  deux  génératrices  de  ces  surfaces  qui  se  croisent  en  ce  point  : 
les  couples  de  rayons  conjugués  sont,  d'une  part,  les  deux  tan- 
gentes, de  l'autre  les  deux  génératrices. 

Considérons  la  ligure  S  et  le  faisceau  B.SS^t.  Soit  m  la 
rencontre  des  droites  de,  oSt  ;  la  droite  de  prolongée  coupe 
à  l'infini  oS;  comme,  d'autre  part,  m  est  le  milieu  de  de,  on 
voit  que  les  rayons  du  faisceau  considéré  déterminent  sur 
une  divergente  des  points  de  section  qui  forment  une  divi- 
sion harmonique,  et,  par  conséquent,  que  ce  faisceau  est 
lui-même  harmonique.  Ce  théorème  est  évidemment  appli- 
cable aux  projections  des  rayons  du  faisceau,  et  sert, 
lorsqu'on  connaît  l'une  des  tangentes  au  point  double,  à 
trouver  l'autre  tangente  en  ce  point. 
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NOTE    SUR    UNE    APPLICATION 

DU    CALCUL    DES    DÉTERMINANTS 

A  CERTAINES  QUESTIONS  DE  MAXIMA  ET  DE  HIN1MA 
Par  M.  E.-.I.  Boquel. 

Suite   et  fin,   voir    page   '«60.  j 


La  méthode  peut  èlre  généralisée. 

Xous  ferons  observer  d'abord  que  l'on  a.  d'une  manière 
générale, 

«"  +  a*  +  •  •  •  +  0»2)(V  +  K2  -h  . ..  +  &»2) 

—   (fljÔ,  -f  ffjfrj  -f-    .  .  .  +  «no»)2  =  («A  —  a2&l)2 

+   («1^8   —   ^3/jl)2    +    •••    +    (««   -   |6»  —  «»&«    -    l)'2- 

En  effet,  tous  les  termes  du  second  membre  sont  diffé- 
reuts  les  uns  des  autres;  ils  se  trouvent  d'ailleurs  tous  dans 
le  premier  membre  elléclué,  et  il  est  facile  de  voir  qu'il 
n'y  en  a  aucun  du  premier  membre  qui  manque  dans  le 
second.  Dans  le  premier  membre,  le  produit 

(o,«  +  a-f  +   •  •  •   +  «<;2)(  V  +  V-  +  •  •  •  +  &us) 
contient  n*  termes;  le  carré  (//,£>,  -f-  o,6â  -j-   ...    -f-  (inb,,)'2 

contient  n  carrés  et  (n  —  i  )  -f-  (n  —  2)  -j-  . . .  -j-  1  = 

doubles  produits,  de   sorte    que,  dans   le  premier   membre 

„         t  .  ,  n(n  —  1  ) 

ellectue,  il  reste  n-  —  n  =  n(n  —  1  )  carres,  et ■ 

2 

doubles  produits.  Deux  carrés  et  le  double  produit  corres- 
pondant forment  un  carré  parfait  (</,/>/,  —  Okbi)-,  /cl  le  rece- 
vant toutes  les  valeurs  différentes  de  1  à  n(*  A);  il  y  a 
donc  autant  de   ces  carrés  parfaits  que  de  combinaisons  de 

n  lettres,  deux  à  deux,  c'est-à-dire — ;  tous  les  ter- 
mes du  premier  membre  sont  donc  employés  pour  former 

le  second. 

—  Gela  posé,  soit  une  fonction  F(œ,  //,   *,.    .  v)  de  n  —  1 
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variables  indépendantes  et  telle  qu'on  puisse  la  mettre  sous 
la  forme  de  la  somme  de  n  carrés  de  n  fonctions  linéaires 
des  n  —  i  variables  x,  y,  z,. . .  v,  comme  il  suit 
F(x,  y,  z,...  v)  =  [ax  -j-  by  +  cz  -f-  . . .  -f-  ko  -f  If 

+  (ax  -f  b'y  +  c'z  +  . . .  +  fr  -f  0" 
+ 


-f-(an-ix-f-6n-i  y+c»-,  s-f-, .  .+/.•„_,  1-+/,,-,  ) 2 . 

Considérons   le   déterminant   formé   avec   les   coefficients 

des  n  fonctions  linéaires  qui  entrent  dans  la  composition  de 

F  (se,  y,  z,...v). 

a    b    c     ...     le    l 

a     b'   c     ...     h    l 

A  = 


<hl-\  C>,i-|  C,i-i   ...  A',,-|  („-| 

et  supposons  ce  déterminant  différent  de  zéro. 

Ordonnons-le  par    rapport    aux   éléments  de   la  dernière 
colonne,  il  prendra  la  forme 

A  =  L/  -f-  L'ï  -f-  •    •    •   L»  _  i  /„  _  t. 
L,  L',   .    .    .  L,t  -  t  étant  des  constantes,  le  minimum  de  F 
a  évidemment  lieu  pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  y,  z,  .  .  .  r 
que  le  minimum  de  l'expression 

(L*  +  L'*+  ...  +  L»„  _  0  F(a;,  y,  z, ». 

Désignons  par  A,  A ,  .  .  .   A„  _  t  les  n  fonctions  linéaires 
ax  -f-  by  -\-  cz  -f-  •  •  •  +  l>     ax  +  b'y  -f-  c's  -f-  .  .  .   /' 
.    .    .  ,  On  -  \X  +  bn  -  \y  +  Cn  -  \Z  -f  •    •    .   -f-  /»  _  f 
on  a  identiquement,  en  vertu  de  l'observation  faite  plus  haut: 
(L«  +  L'2  -f  .  .  .  +  LV,  _  ,)  (Aa  +  A'«  +  .  .  .  +  A%  _  ,) 
—  (AL  +  AI'  +...  +  A,,..,  L„  -  ,)*  =  (LA   —  LA')4 
-f-  (LA"  —  AL  y  +  . . .  +  (L        .A     .  ,  —  A„  _  ,  L„  _  <)2 
La  quantité  AL  -j-  AI'  -{-  . . .  -j-  A„  _  i  L„  _  1  est  précisé- 
ment le   déterminant  A  ;    car  si,  dans   ce    déterminant,  on 
multiplie  les  éléments  de  la  première  colonne  par  x,  ceux 
de  la  seconde  par  y,  etc.,  enfin  ceux  de  la  [n  —  i  r""'  par  v, 
et  qu'on  ajoute  ces  éléments  ainsi  multipliés  aux  éléments 
correspondants  de  la  h1""0  colonne,  le  déterminant  nouveau 
est  égal  au  premier,  et  l'on  a  : 
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A  = 


a      b      c  ...  ax  -\-  by  -{-  cz  -\-    ...-{-  Kv  -\-  l 
a      b'     c  . . .  a'x  -f-  b'y  -f-  c s  -J-   ...   -f-  K'v  -J-  /' 


\    bn  —  \    Cn  —  i 


an-\  x  -f- 

.       KA 
. .       K'A' 


-j-  K„_  ,t> 
+  ln-i 


On  —  1    0/i  —  1    Cn  —  1     •  •  •    IVj)  —  ^    An  —  i 

Or,  en  donnant  ce  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  dernière  colonne,  on  a  précisément  : 

A  =  AL  +  A'L'  +  ...  -f  A,  _  ,  L(!  _  1 
puisqu'il  ne  diffère  du  proposé  que  par  le  changement  en  A, 
A',    ...   An  -  \    des  éléments  /,    /',  ln  - 1   de  la  colonne  par 
rapport  à  laquelle  on  avait  primitivement  ordonné. 
On  a  donc  finalement  : 

(L«  -f  L'2  +  . . .  Vn -  1)F(£C,  y,  z,  ...  v)  =  A2 
-f  (LA'  —  AL')2  -f  (LA'  —  AL")2  -f  . . . 

-f"    (Ln  —  2    A»  —  |    —  A»  —  2   L/j  _  |)2. 

n(n  —  i) 


Cette  expression  est  la  somme  de 


/  n(n—  i)  \ 

( - — f-   i)  carres 


dont  l'un  est  une  constante  ;  son  minimum  aura  donc  lieu 

fi(n i  ) 

quand  les derniers  carrés  seront  nuls  (si  cela  est 

possible),  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  de  x,  y,  z  ...  v  satis- 
faisant aux  équalious  LA'  —  AL'  =  o,  LA''  —  AL"  =  o,   ... 

Lin  —  2   An  _  |    A(1  _  o    Ln  —  \    ==    O. 


Ces 


0 


équations   n'en    forment    réellement    que 


(n   —    i)  distinctes;    car   elles   ne  sont   autre    chose   que 

l'égalité  des  n  rapports  suivants  : 

A  A'  A"  A„  -  , 

L  L  L  Ln  —  i 
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On  pourra  donc  généralement  trouver  des  valeurs  de  x,  y, 

,  .        n(n  —  i)     , 
%.  ...  v  annulant  les  derniers   carres,    et   pour 

2  A 

ces  valeurs,  l'expression 

(L2  4    L'2  4-    ...    Ll  _  ,)F(x,  y,z,   ...   v) 

atteint  son  minimum,  dont  la  valeur  est  A2.  Le  minimum 

de  ¥(x,  y,  s,  . . .  v)  est  donc 

A9 


La4-L'»4-  ...  +l;_  , 

—  Cette  formule  comprend,  comme  cas  particulier,  le 
minimum  d'une  fonction  générale  du  second  degré  à  fi  —  i 
variables.  Une  pareille  fonction  se  ramène,  en  effet,  géné- 
ralement à  la  somme  de  n  carrés  de  n  fonctions  linéaires, 
dont  la  première  renferme  les  n  —  i  variables,  la  deuxième 
n  —  2  de  ces  variables,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  der- 
nière qui  est  une  constante. 

Or   si   l'on    a  :  F  =  (ax  4-  by  -f  c%  4-  . . .  4-  Kv  4-  If 
4"  iP'y  +  c'z  4-  ...  4-  K'v  4-  0"  +  (<>'*  +  ...+*'«  +  0' 

-f  ...+/*„-,. 

Le  déterminant  A  sera  : 


A  = 


abc. 

.K 

l 

ob'  c  . 

.  K' 

/' 

ooc". 

.  K' 

r 

a'b'c' . . .  K„  _  tin 


00  0    ...  Kn   _  o  /;■   -  2 
00  0    ...    0  In   —  i 

Les  mineurs  L,  L',  L"  ...  sont  tous  nuls  jusqu'à  L„  -  2 
inclusivement,  car  ils  ont  tous  une  ligne  entièrement  formée 
d'éléments  nuls,  quant  à  L»  _  i,  ou  a  : 

abc  ...  K 

o  b'c'  ...  K' 

OOC"  ...    lv 


L»    —    )    


La  formule 


ooo    . . .  Kn  —  i 

A- 


ab'c" 


L*  4-  L'»  H- ...  4-  L'u 


Kn  _  | 


se   réduit  donc  k 
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— "  "~  2 — — —  c'est-à-dire  à  l2n  _  ».  Ce  résultat 

a'b'c'-  ...  K2n-2 

est  d'ailleurs  évident  àpriori;  car  les  (n —  i)  premiers  carrés 

peuvent,  en  général,  être  annulés  par  le  système  des  n  —  x 

valeurs  de  x,  y,  z,  ...  v  qui  vérifient  les  n  —  i,  équations 

ax  +  by -\- cz  -f-  . . .  -f  ^v  -J-  l  =  o,  b'y  -f-  c'z  -f-  . . .  -f-  K'v 

-{-  l  =  o,   ...   et  pour  ces  valeurs,  la  fonction  se  réduit  à 

Pn-i. 

En  appliquant  aux  fonctions  Ax2  +  2~Bxy  -f-  Cy2  -f-  2B\r 

-f  2E?/  -f-  F  et  Ax2  +  Mif  +  AV  -f  2Bys  -f-  2B'src  -f  2B"œî/ 

-f-  2Ca?  -f-  2G'j/  -f-  2G "z  -f-  F,  on  retrouve  les  résultats  connus. 


QUESTION    ïl*2 

Solution  par  M.  A.  Simon,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée 

de  Lvon. 


Soit  Y  un  polynôme  entier  par  rapport  à  x  ;  V,  sa  dérivée  :  on 
peut  toujours  trouver  un  polynôme  X1?  tel  que  X^  —  i  soit 
divisible  par  Y  ;  soit  V2  le  quotient.  On  détermine  Y3  à  l'aide 
de  Vt  et  de  V2  comme  on  a  déterminé  Vs  à  l'aide  de  Y  et  rfeVt, 
etc...  La  suite  Y,  Y±,  Y2,  V3...  peut  remplacer  la  suite  de 
Slurm  si  Y  =  o  na  pas  de  racines  égales.        (H.  Laurent.) 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  que  V  =  o  a 
toutes  ses  racines  inégales. 

Cherchons  le  p.  g.  c.  d.  entre  V  et  V,  ;  on  aura  la  série 
d'égalités  V  =  VtQ,  +  R, 

Vt  =  R.Q,  +  R, 
R,  ==  R2Q3  +  R3 


Le  dernier  reste  obtenu  étant  une  constante  C. 
Or  de  ces  égalités  on  tire 

Ki  =  V  -  \  ,0, 

R2  =  V1(,+Q1Q2)-VQ2 


Tous  les  restes  seront   de    lu    môme  l'orme  et  Ton  aura 
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finalement  G  =  klYl  —  AV 

A  et  Aj  étant  des  polynômes  entiers  en  x. 

On  tire  de  là  —  V  =  -Ai-  V,  —  i, 

ou  bien  V2  V  =  XjV,  —  i 

A  A 

en  posant  — —  =  Y.,     -^-  =  X,. 

Comme  le  polynôme  V2  est  entier  en  x,  XtV,  —  i   est  di- 
visible par  V.  Eu  continuant  ainsi  on  aura  la  série  d'identités  : 
YV,  =  XjV,  —  . 
v4v8  =  X2V2  -  . 


Va  _  i  V*  +  ,  =  X*  Va-  —  i 

Cela  posé,  considérons  la  suite 

V   A'     V     V  Y/  V-  • 

je  dis  que  cette  suite  peut  remplacer  la  suite  de  Sturm. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  qu'elle  possède 
les  mêmes  propriétés  que  celle-ci. 

1°  La  dernière  fonction  Xp  est  constante,  puisque  les  degrés 
des  fonctions  vont  en  diminuant  chaque  fois  d'au  moins  une 
unité  et  que  V  =  o  et  V,  =  o  n'ont  pas  de  racines  com- 
munes. 

9?  Deux  fonctions  intermédiaires  consécutives  ne  peuvent  pas 
s'annuler  pour  la  même  valeur  de  x;  si  en  effet,  pour  une  cer- 
taine valeur  de  x  on  a  V*  =  o,  ou  a  V*  _  (  Va-  +  i  =  —  i ,  ce 
qui  exige  Va-  -  r<  o     V*  +  t      o. 

3°  Quand  une  fonction  intermédiaire  s'annule  pour  une  cer- 
tain!' valeur  île  x.  pour  cette  m  •m  i  valeur  de  x  celle  qui  la  pré- 
cède et  celle  qui  la  suit  sont  de  signes  contraires.  En   elle!,  si 

Y/,-  =  o  on  a  V*  -  ,  Va-  +  i  =  —  i . 

A0  Le  quotient  -~- passe  du  négatif  au  positif  au  moment  oh 

x  atteint  et  dépasse  une  racine  de  C équation  V  =  o;  Vt  est  eu 
effet  la  dérivée  de  V. 
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QUESTION   235 

Solution  par  M.Tissier,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Rouen. 


Connaissant  un  foyer  d'une  ellipse,  l'excentricité  et  un  point, 
trouver  l'enveloppe  des  directrices. 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  la  droite  FX  passant 
par  le  foyer  F  et  le  point  donné  A, 
et  sa  perpendiculaire  en  F,  FY. 

Soit  a  l'angle  Tariable  que  fait  avec 
FX  l'axe  de  l'ellipse  ;  l'équation 
polaire  de  l'ellipse  rapportée  au 
loyer    et     à    cet    axe   FX'     serait    p 

(w'  désignant  l'am- 


i  —  e  cos  m 
plitude  MFX'  dun  point  M  de  la 
courbe) .  Si  «  représente  l'amplitude  relative  à  l'axe  OX,  on 
a  co'  =  w  —  v.,  donc  l'équation  de  l'ellipse   rapportée  à  OX 

est  p  = £ . 

'  i  —  e  cos  (w  —  a) 

Soit  a  l'abscisse  du  point  A;  pour  w  =  o,  on  a  p  =  a,  ce 

qui  détermine  p        p  =  a(i  —  e  cos  x). 

Ceci  posé,  la  directrice  correspondant  au  foyer  F    a  pour 

P 

équation  ;  = f 

e  cos  (a)  —  %) 

ou,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur  trouvée  précédemment  et 
repassant  aux  coordonnées  cartésiennes, 

e(x  cos  y.  -f-  y  sin  a)  -f-  a  (i  —  e  cos  a)  =  o 


ou  (x  —  a)  cos  y.  -\-  y  sin  a  -| =  o. 

L'équation  dérivée  de  cette  équation  sera 

—  (x  —  a)  sin  a  -f-  y  cos  x  =  o 
x  —  a  y 


(1) 


(2) 


cos  a  sin  x 

Si  nous  éliminons  a  entre  (1)  et  (2)  nous  aurons  l'équation 

du  lieu  demandé.  Pour  cela,  remarquons  que  l'équation  (1) 

peut  s'écrire 

o2 
\(x  —  a)  cos  k  -f-  y  sin  a]2  =  —^  (cos2  a  -f-  si'12  *)• 
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Si  dans  cette  équation,  homogène  en  cos  oc  et  sin  oc,  on 
remplace  ces  deux  quantités  par  x  —  a  et  y  qui  leur  sont 
proportionnelles,  on  a  pour  équation  du  lieu 

[(x  -  a)2  +  y*]*  =  ~  [(x  -  a)*  +  if] 

et  en  supprimant  la  solution  (x  —  a)2  -f-  y2  —  o  qui  donne 
le  point  A,  on  trouve  le  cercle 

il  a  pour  axe  l'axe  OX,  ce  qui  était  évident  par  raison  de 
symétrie,  et  pour  centre  le  point  A.  D'ailleurs,  il  coupe  OX 

aux  points  x—  a  ±  — ,  ce  qui  achève  de  le  déterminer. 

Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède,  aucune  hypothèse  n'a 
été  faite  sur  la  valeur  de  l'excentricité  donnée  e,  donc  il 
n'est  pas  nécessaire  que  la  conique  considérée  soit  une 
ellipse. 

NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

Tissier  a  joint  à  la  solution  do  la  question  235  une 
note  sur  une  propriété  très  connue 
des  coniques.  Sa  démonstration  étant 
originale,  il  nous  a  paru  utile  pour 
nos  lecteurs  de  la  donner  à  la  suite 
de  cette  question.  Cette  propriété  est 
la  suivante  : 

L'enveloppe  de  la  corde  d'une  conique 
vue  du  foyer  sous  un  angle  constant  est 

une  autre  conique  ayant  même  foyer  et  même  directrice  que  la 

conique  donnée. 

Soit  2  = l'équation  de  la    conique   rap- 

i  —  e  cos  w 

portée  à  son  foyer  comme  pôle  et  à   son  axe  focal  comme 

axe  polaire.  Soit  u  l'angle  donné,  x  l'amplitude  de  l'extrémité 

M  de  la  corde  MX  et  par  suite  x  —  u  celle  de  l'extrémité  N. 

Formons  l'équation  de  la  corde  MX. 

Soit     p  =  — t; — : celte  équation. 

A  eus  o  -\-  B  sm  w 

En  exprimant  qu'elle  donne  le  môme  p  que  l'équation  de 
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la  conique  pour  w  =  x  et  u  =  x  —  u,  on  a  les  deux  rela- 
tions       Aj9  cos  a  -f-  Bp  sin  a  =  C(i  —  e  cos  a) 
Xp  cos  (a  —  u)  +  B/>  sin  (x  —  u)  =  C[i  —  e  cos(x  —  u)] 
Si  nous  y  joignons  l'équation  précédente 
Ac  cos  te  +  Rp  sin  m  =  C. 
Xous  aurons  en  éliminant  A,  B,  G  entre  ces  trois  équa- 
tions l'équation  cartésienne  de  la  corde  MN 
x  y  i 

p  cos  x  p  sin  x  i  —  e  cos  x         =  o. 

p  cos  (x  —  u)    p  sin  (x  —  u)     i  —  e  cos  (a  —  u) 
Si  on  multiplie  les  éléments  de  la  dernière  colonne  par  p, 
qu'on  ajoute  à  ceux  de  la  première  multipliés  par  e,  ce  dé- 
terminant se  simplifie  et  l'équation  devient 

x  y  p  -f-  ex 

cos  x  sin  x  i 

cos  (x  —  m)        sin  (x  —  u)  i 

ou  en  développant 

a?[sin  x  —  sin  (x  —  u)]  -f-  yc[os  (x  —  «)  —  cos  x] 
— J —  f  y^  — J —  ftr)[sin  (oc  —  m)  cos  x  —  sin  x  cos  (a  —  ?<)]  =  o 

•      u  (  u  \  i  .       «      .    /  » ■  \ 

ou   20;  sm  —  cos  la j-j-   2//  sm  —  smlx 1 

—  2(p  -f-  ex)  sin  —  cos  —  =  o. 


En  posant  x =  9  et  supprimant  les  facteurs  com- 
muns, on  a  pour  équation  de  la  corde  MN 

11 

x  cos  9  +  2/  sin  9  —  (p  ~\-  ex)  cos  —  =  0.     (1) 
dont  la  dérivée  par  rapport  à  9  est 

X  '' 

—  x  sin  &  -f-  //  cos  o  =  o.  ou =  — 7^ — •  (-> 

'  cos  j  sin  ? 

Éliminons  9  entre  (1)  et  (2).  Pour  cela  écrivons  (1)  sous  la 
forme 

u 
</■  eus  9  -f-  y  sin  tp)s  =  (/)  -f-  f*)1  cos2 —  (cos2  9  -f-  sin1  y) 

et  remplaçons  sin  9  et  cos  9  respectivement  par  les  quantités 
y  et  ./;  qui  leur  sont  proportionuelles,  on  a  en  supprimant  la 
solution  .;'•  -f-  y*  =  o,  l'équation 
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u 

(x*  -f  y2)  =  (p  -f-  exf  cos2  — , 

équation  d'une  conique  ayant  pour  foyer  l'origine  des  coor- 
données, c'est-à-dire  le  foyer  de  la  conique  proposée  et  pour 
directrice  la  droite  p  -\-  ex  =  o  qui  est  précisément  la  direc- 
trice de  la  conique  donnée. 


QUESTION  243 

Solution  par  M.  Comandré,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  I  ycée  Saint- 
Louis,  classe  <Je  M.  Piéron. 


On  donne  une  parabole  y-  =  2px,  rapportée  aux  axes  ordi- 
naires :  autour  de  l'origine  on  fait  tourner  deux  droites  rec- 
tangulaires, rencontrant  lu  parabole  aux  points  A  et  B,  et  l'on 
construit  une  hyperb  )le  H  ayant  pour  asymptotes  OA  et  OR  c/ 
passant  par  un  point  K  situé  sur  la  bissectrice  des  axes.  Trouver 
1°  le  lieu  des  pôles  de  AB  par  rapport  à  H  ;  2n  le  lieu  ^  des 
points  de  rencontre  de  AB  arec  H.  On  cherchera  les  points  de  ^ 
qui  se  trouvent  sur  les  droites  x  =  2p  et  y  =  x.  On  discutera 
les  différentes  formes  de  lu  courbe  suivant  la  position  de  K  sur 
la  droite  y  =x, 

L'équation  de  la  parabole   est 

>/-    =    2p.r.  |  I  ! 

l'n  système  de  deux  droites  rectangulaires  passant  par 
l'origine  est  x*  -j-  2/JC!l  —  !l2  —  °5  (-^ 

retranchant  (1)  de  (2),  on  a 

X  =   O 
X   -f-  2/1/  —    2p   —    O. 

La  dernière  équation  représente  la  droite  AB  ;  elle  passe 
par   le  point  lixe  y  =.  ip.  (Th.  de  Fraigier.) 

Soit  K  (ac  =  a,  y  =  a)  le  point  fixe,  alors  l'hyperbole 
sera  f[x,  y)  =  •'  -  J-  ïkxy  —  y*  —  sXa"  =  o. 

lre  Partie.  —  Soit  (a,{5)  le  pôle  de  AB.  on  aura 


c'est-à-dire 


i^      n        f'l   ' 

l  y./.  /) 


70 


Éliminant  ).  entre  ces  relations,  on  aura  le  lieu 

fl2  —  p$ 
2/ra-  =  pXa  — pry, 
p*a*a.a  ]f--j? 


donc 

(a2  —  pp)s  a2  —  pp 

ou  pa2x2  -\-  px-y  -f-  aly  —  za-py2  -{-  p2y3  =  o, 

y(py  —  a*y 


d'où 


as2  =  — 


courbe  du  3e  degré. 

Firjvre  11) 


p(py  +  a2) 


Discussion.  —  Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
oy,  elle  passe  à  l'origine  où  elle  a  pour  tangente  l'axe  ox. 

a2 
Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  que  y  varie  entre et  o. 

a2 
Le  point  x  =  o,  y  = est  un  point  double   isolé  de  la 

o' 

courbe;  pour  y  = ,  x  est  infini  et  pour  y  =z  o,  x  =  o. 

Donc  on  a  la  courbe  jUj.  I. 

2*  Partie.  —  Pour  avoir  les  points  d"interseelion  de  la 
droite  Al:  avec  l'hyperbole  H,  il  suffit  d'éliminer  À  entre  les 
équation  - 

1 1  i  ./•-  -f-  -/rl)  —  U'  —  2Ml~  =  °> 

(AB)  x  -f-  2X1/  —  zp  =  o. 

•ip  —  ./■ 


Ou  a 


y 
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Donc  x2  —  if  -\-  — -(xy  —  a-)  =  o 

y{pi  _  y*)  -j.  (2p  _  œ)(Xy  —  a*)  =  o 
x_   2Pa2-\-rf 

a2  +  2py 
équation  du  3°  degré. 

Discussion.  —  La  droite  y  = csl  une  asymptote  de 

la  courbe,  x  s'annule  pour  la  valeur  unique 

y  =  —   y  2pa2. 
La  courbe  a  donc  deux  branches  paraboliques  asymptotes 

y"2        a~>i    ,    "' 

a  la  parabole      x  =  — - — — - — ; 

2p  4i>  6p 

on  l'obtient  en  cllectuant  la   division  du  numérateur   de  x 

par  le  dénominateur  et  supprimant  les  termes  en  — . 

La    droite  x  =  2p  rencontre   la  courbe    en    trois   points 
dont  les  coordonnées  sont 

x  =  2p 

y  =  —  2p    y  =  o     y  —  +  2p 
Les  deux  points  x  =  2p,  y  =  +  2p  sont  les  points  d'in- 
tersection delà  courbe  avec  la  parabole  donnée. 
Si  on  coupe  par  y  =  x,  on  a 

l      =2/;  j  y  =  ±  a 

(  x  =  ip  \  x  ■=  +  a 

i°  Supposons  a  >  2jo,  alors  on   a 
"■  >  4pn- 
lôp*  <  a* 


2>'"~-  <  8p> 

d'< 

V 

ù  enfin 
loue  on 

00 

-  ^2Pa>  >  -  -£■; 

aura  —  sjzpa-  <  —  2//  cos  a       i\> 
— y  2pa-     —  2p               0         2p  -f  x 

.'■ 

+  x 

+  r 

0             -\-2pmux  -\-2pmin2p-\-aD 
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Il  y  a  un  maximum  pour  x  entre  les  deux  valeurs  de  y, 
—  2p  et  o  et  un  minimum  de  x  entre  q  et  2p.  La  courbe 
passant  par  le  point  K  et  par  son  symétrique  par  rapport  à 


Figure  12) 


l'origine,  K',  on    a  la  forme  donnée  (f\.rj.  2)  oP  =  2/) 
=  PM',  oQ  =   —  3/2p«2  .    oK  =  a,  oK'  =  a,  oR  =  ■ 
2°  Supposons  a  <  2/;,  on  a  alors 
—  '7  2/j  a-    >  —  2/) 


PM 
a2 


2P 


Donc 


7  2B02      <    . 


>  —  2p 

2P 


r (1* 

—  CO    —  2/J  —  3]/  2W  a'1 o       2»  4- 

2JD 


as     —  x  4-  2/;  —        o  +  27)  2/;  -f  00 

T 

Donc  on  aura  la  forme  /?r/.  2  ///.s. 

3°  a  =  2;).  C'est  le  cas  de  transition  entre  les  deux  formes 
précédentes.  Dans  ce  cas,  la  courbe  se  décompose  entre  une 
conique  cl  une  droite. 


ou  bien 


ip  (y  -f  2p) 

t/    -\-  2p  =  O 
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(y  —  2/>)2 

X  =  ■ — — , 

■ip 

c'est-à-dire  (y  —  2/j/-  —  2/>x  =  o. 

Ce  qui  est  la  parabole  donnée  que  l'on  aurait  déplacée 


Fiaure  (2j 


dans  le  plan  parallèlement  à  oy  d'une  longueur  égale  ù  2p. 
On  a  alors  la  fig.  3. 


figure  (3) 


Il  est  à  remarquer  que  dans  ce  cas  la  courbe  ne  passe  pas 
par  le  point  î\  :  car  pour  y  =x  on  a  pour  points  d'intersection 
avec  la  parabole       y-  —  6py  -f-  4p*  =  o. 

Nota  :  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Coignard,  au  lycée  Saint-Louis; 
Lestoquoy,  à  Saint-Quentin  ;  Hugot,  à  Lyon;  Letluber,  à  Rennes;  et  en  partie 
seulement,  M.  Escabeyrous,  étudiant  en  mathématiques. 
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ECOLE  CENTRALE 


SECONDE  SESSION  DE  1880 

Géométrie    analytique. 

Écrire  l'équation  générale  des  paraboles  passant  par  deux  points  donnés  A 
et  B,  et  dont  les  diamètres  ont  une  direction  donnée. 

—  Donner  l'expression  des  coordonnées  du  sommet  et  du  foyer  de  chacune  de 
ces  paraboles. 

—  On  mène  à  chaque  parabole  une  tangente  perpendiculaire  à  la  droite  AB  ; 
trouver  le  lieu  des  points  de  contact,  et  construire  ce  lieu. 

Géométrie    descriptive. 

Par  un  point  (w.  co)  situé  dans  le  premier  dièdre,  à  ioo  millimètres  de 
chacun  des  plans  de  projection,  et  au  milieu  delà  feuille,  on  conduit  une  paral- 
lèle à  la  ligne  de  terre  el  une  verticale. 

La  parallèle  à  la  ligne  de  terre  est  l'axe  d'un  tore  dont  le  cercle  méridien, 
tangent  à  cet  axe  en  [<o,  «'),  a  45  millimètres  de  rayon 

L;i  verticale  est  l'axe  d'un  autre  tore  concentrique  au  premier,  dont  le  rayon 
du  cercle  méridien,  égal  à  celui  de  son  collier,  vaut  3o  millimètres. 

On  demande  de  construire  les  deux  projections  de  l'intervention  des  surfaces 
ainsi  délinie. 

Dans  la  mise  à  l'encre  on  représentera  le  corps  constitué  par  l'ensemble  des 
deux  tores,  et  on  indiquera  les  constructions  employées  pour  déterminer  un 
point  quelconque  de  l'intersection,  avec  la  tangente  en  ce  point. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématiques   élémentaires. 

276.  —  Par  un  des  sommets  d'un  triangle  quelconque, 
mener  une  droite  telle  que  la  somme  des  projections  des 
côtés  du  triangle  aboutissant  à  ce  sommet,  sur  cette  droite, 
soit  égale  ù  une  quantité  donnée. 

277.  —  Deux  circonférences  roulent  sur  une  ligne  droite 
AI!;  une  troisième  circonférence  de  même  rayon  que  les 
deux  autres  leur  esL  constamment  tangente;  pour  quelle 
position  des  trois  circonférences  l'aire  du  pentagone  avant 
pour  sommets  les  trois  centres  et  les  deux  points  de  contact 
sera-t-elle  maxima? 
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278.  —  Soient  ABC,  -/iy  deux  triangles  homothétiques  dont 
le  centre  d'homothétie  est  l'un  quelconque  des  centres  des 
cercles  inscrits  ou  ex-inscrits  au  triangle  ABC;  soient  xD, 
fjE,  yF  des  perpendiculaires  respectives  à  Aa,  Bp,  Cy.  Démon- 
trer que  les  points  de  concours  des  droites  AB  et  yF,  CA  et 
pH,  CB  et  xD  sont  en  ligne  droite. 

279.  —  On  donne  un  demi-cerdo  ACB  et  une  tangente  AD 
à  l'extrémité  A  du  diamètre  AB.  On  propose  de  mener  par 
l'extrémité  B  une  droite  BCD,  qui  coupe  la  circonférence 
en  C  et  la  tangente  en  D,  de  telle  sorte  que,  si  l'on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  AB,  la  surface  du  cercle  engendré 
par  AD  soit  égale  à  la  zone  engendrée  par  l'arc  BC. 

280.  —  On  joint  un  point  quelconque  de  l'axe  radical  de 
deux  cercles  aux  points  de  conlact d'une  tangente  commune; 
des  points  d'intersection  de  ces  lignes  prolongées  avec  une 
droite  quelconque  partant  du  centre  de  similitude,  on  mène 
des  tangentes  en  A  et  B  aux  cercles;  on  demande  :  1"  de 
trouver  le  lieu  de  leur  point  de  concours  M;  2°  de  prouver 
que  la  droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

281.  —  Résoudre  le  système  d'équation 


nx — by — i         by — ax — i         ax — by — i 
bx  -f-  ("J  =  m' 

Mathématiques  spéciales. 

282.  —  Résoudre  un  triangle  dont  on  doune  un  élément 
linéaire  (coté,  bissectrice,  etc.),  sachant  en  outre  : 

1°  Que  le  rapport  du  carré  de  chacune  des  hauteurs  au 
rectangle  des  segments  qu'elle  détermine  sur  la  hase  cor- 
respondante est  exprimé  par  un  nombre  entier; 

2°  Que  le  produit  des  trois  hauteurs  est  un  multiple  du 
produit  de  trois  segments  non  consécutifs  déterminés  par 
ces  hauteurs  sur  les  côtés  opposés.  (Geoffroy.) 

283.  —  Etant  donnés  une  parabole  P  et  deux  points  A  et  B 
de  cette  courbe  situés  sur  une  môme  corde  principale  (c'est- 
à-dire  sur  une  même  perpendiculaire  à  Taxe),  on  fait  | 

par  les  deux  points  A  et  B  une  hyperbole  équilatère  de  forme 
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constante,  c'est-à-dire  dont  l'axe  est  invariable  en  grandeur. 
On  demande  de  trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  communes  à  la  parabole  fixe  et  à  l'hyperbole 
variable,  lorsque  celle-ci  change  de  position  en  passant  tou- 
jours par  les  points  fixes  A  et  B. 


AVIS 


La  rédaction  n'a  pas  reçu  de  solution  des  questions  suivantes: 

132.  186,  218,  227,  228,  234,  235,  236,  246,  247,  254,  255,  256,  257,  262,  263, 
264,  265,  266,  267,  269.  " 

Toutes  les  autres  questions  ont  paru,  ou  paraîtront  prochainement. 

Quelques  solutions  sont  parvenues  sans  nom,  et  ont  dû  par  suite  être 
écartées  sans  examen. 

Nous  rappelons  aux  lecteurs  que  toute  solution  doit  remplir  les  conditions 
suivantes  : 

1°  Chaque  question  doit  être  mise  à  part,  avec  son  numéro  bien  en  évi- 
dence, et  l'énoncé  complet. 

2°  Les  figures  doivent  être  laites  à  part  et  rattachées  à  la  question  cor- 
respondante; elles  doivent  être  laites  avec  soin. 

3°  Chaque  question  doit  porter  en  têlc  le  nom  de  celui  qui  l'a  résolue  el 
le  nom  de  l'établissement  auquel  il  appartient. 

4°  Nous  engageons  fortement  les  élèves  à  écrire  très  nettement,  surtout  les 
calculs  algébriques,  et  à  éviter  toute  abréviation  non  admise  d'une  manière 
absolument  générale. 


ERRATA 


iV  11,  page  510.  ligne  11  :  au  lieu  de    A,  A  .  A".  15.  B',  IV,    lire  :  A,  A',  A" 
BB'B'. 
Lignes  12  et  13:    au  lieu  de    aa'a,  bb'b",    lire:     a.  a\  </",  b.  b',  b'. 
Ligne  15  :    au  lieu  de  :    d  =  [a  —  ),A  A-    lire  :  a  =  [a  —  >A  A- 

A  A"  —  B2  =  [a  —  }  A  A- 
Partout  a  au  lieu  de  </. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KCEHLER. 
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